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Abstract 
The shadowing property study that whether or not arbitrary orbits of perturbation system (i.e. 
pseudo orbits of this system) exist actual orbits, which satisfy that error of single step between 
them is within the designated scope in the time synchronization. It has a close connection with the 
stability of a system, and plays a significant role in the qualitative theory of dynamical systems. 
This paper extends conclusion of Gedeon and Kuchta to prove the necessary and sufficient condi-
tion of the shadowing property of continuous maps in Y  space into itself. 
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摘  要 

伪轨跟踪性研究的是一个系统中任意扰动系统的轨道(即该系统的轨道)是否存在真正轨道使得在时间同

步的意义下该轨道与伪轨的单步误差在指定范围内。它与系统的稳定性有着密切的联系，在动力系统的

定性理论中起着重要的作用。本文扩展Gedeon和Kuchta的结论给出了Y 空间的连续自映射具有伪轨跟

踪性的充分必要条件。 
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1. 引言 

1992 年，Gedeon 和 Kuchta 证明了区间上连续自映射具有伪轨跟踪行的充分必要条件。到目前为止，

已有学者研究伪轨跟踪性本身的若干性质，以及伪轨跟踪性与动力系统其他性质之间的关系[1]。本文将

在这些结论的基础上结合近年来一些学者对树上连续自映射的 Sarkovskii定理，Baldwin定理以及Li-Yorke
混沌等性质的研究[2]，扩展文献[3]的结论到Y 空间。 

2. 预备知识 

设 n N∈ ，称任意一个与集合 [ ]{ }: 0,1n
nX z C z= ∈ ∈  ( C 表示复数集合)同胚的树为 n −星，记为 nX 。

当 3n = 时，称与 3X 同胚的树为Y −星，记为Y 。设O 为Y 的分支点，记 { }
3

1
i

i
Y O I

=

− =


，称 1 2 3, ,I I I 为Y

的分支。 
对Y 的任一子集 A ，用 [ ]A 表示Y 上包含 A 的最小子树。对于任意的 ,x y Y∈ ，用 [ ],x y 表示 { },x y  ，

记 ( ] [ ] { }, ,x y x y x= − ， ( ) ( ] { }, ,x y x y y= − 。若 x y≠ ，用 ( )xY y 表示 { }Y x− 含 y 的连通分支。Y 上的度量

d 定义为：对任意 ,x y Y∈ ， ( )d ,x y 表示 [ ],x y 的长度。 

设 ( )e E Y∈  ( ( )E Y 表示Y 的端点)，若 [ ],x e y∈ 且 x y≠ ，我们称 ,x y 满足偏序关系 e< ，记作 ex y< 。 

设 ( )0f C Y∈ ，记 ( ) ( ){ }2, , ,x f x f x  为 x 的轨道。记 ( ) ( )( ){ }: d ,f x y y f xδ δ= < 。 

任给 0δ > ， x 的δ −链或者 x 的δ −伪轨为序列 { } 0n n
X xδ

∞

=
= ，其中 ( )1 0,i ix f x x xδ+ ∈ = 。记 ( )P f 表

示 f 的周期点集， ( )F f 表示 f 的不动点集。 

若 ( ) { }int J O∩ =∅且存在一个同胚映射 :h I J→ ，其中 I 为 [ ] ( ] [ )0,1 , 0,1 , 0,1 或 ( )0,1 ，称 J Y⊂ 为一

个区间。 
若 ( )( ),d , n

nn N x f y ε∀ ∈ < ，我们称δ −链 Xδ 被 y 的轨道 ε 跟踪。 

若 0, 0,s.t.ε δ∀ > ∃ > 任意δ −链 Xδ 都可被某个 y Y∈ 的轨道 ε 跟踪，则称 f 具有伪轨跟踪性。 
在本文中我们假设 ( ) ( )P f F f= 且 ( )F f 无处稠密。 

引理 1 设 ( )0f C T∈  ( T 表示树)，则下列条件等价: 

1) 对任意 ( ){ }
0

, n

n
x T f x

∞

=
∈ 收敛； 

2) ( ) ( )P f F f= ； 
3) 若 ( )f x x≠ ，则对任意 ( ) ( )( ), n

xn N f x T f x∈ ∈ 。 
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证明详情请见孙太祥等[4]编著的《树映射的动力学》引理 2.1。□ 
引理 2 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。任取 x Y∈ ，若 ( )f x x≠ ，则对任意 ( ),y x f x∈   ，我们有

( ) ( )( )xf y Y f x∈ 。 

证明：若 ( ) ( ) ( )( ), ,s.t. xy x f x f y Y f x∃ ∈ ∉   。 

[ ]( ) ( ) ( ) [ ], , ,f x y f x f y x y⊃ ⊃   ， [ ] ( )1 1 1, ,s.t.e x y f e e∴∃ ∈ = 。 

不妨设 [ ] ( )1,x e F f∩ =∅，由 [ ]( ) ( ) [ ]1 1 1, , ,f x e e f x e y⊃ ⊃   ， 

[ ] ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1, ,s.t. ,x x e f x y f x f y∴∃ ∈ = = 。 

由引理 1 的(3)得 ( ) ( )( )2
xf x Y f x∈ ， [ ]( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2

1 1 1, , ,f x x f x f x x x ∴ ⊃ ⊃  ， 

[ ] ( )2
2 1 2 2, ,s.t.e x x f e e∴∃ ∈ = ，即 ( ) ( )2e P f F f∈ = 。 

由 ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]2 1 1 1, , , ,f e f x x f x x x x∈ ∩ =∅， ( )2e F f∴ ∉ ，与 ( ) ( )P f F f= 矛盾。□ 

引理 3 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。任取 1 2 3 1 2 3, , ,n n n N n n n∈ < < 。任取 x Y∈ ，若 ( ) ( )3 2n nf x f x≠ ，

则 ( ) ( ) ( )31 2 , nn nf x f x f x ∉  。 

证明： 1 2 3 1 2 3, , ,n n n N n n n∃ ∈ < < ， x Y∃ ∈ ，若 ( ) ( )32 nnf x f x≠ ， 
则 ( ) ( ) ( )31 2 , nn nf x f x f x ∈  。 

令 ( )1
4 2 1 5 3 1, , nn n n n n n y f x= − = − = ， ( ) ( )54 , nny f y f y ∈  。 

显然 ( )f y y≠ ，由引理 1 知对任意 ( ) ( )( ), n
yn N f y Y f y∈ ∈ 。 

若 ( ) ( )( )5n
yf y Y f y∈ ，则 ( ) ( )( )4n

yf y Y f y∉ ，与引理 1 矛盾； 

若 ( ) ( )( )4n
yf y Y f y∈ ，则 ( ) ( )( )5n

yf y Y f y∉ ，与引理 1 矛盾。□ 

引理 4 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。任取 x Y∈ ，任取 ( )lim n

n
f x p

→∞
= ，其中 ( )p F f∈ 。 

证明：由引理 1 知：对任意 x Y∈ ， ( ){ }
0

n

n
f x

∞

=
收敛。不妨设 ( )lim n

n
f x p

→∞
= ，根据 f 的连续性以及

极限的唯一性得， ( )p F f∈ 。□ 

引理 5 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。对任意的 0, 0,s.t.ε δ> ∃ >  
任意取 [ ]1 2 3 1 2 3, , , ,x x x Y x x x∈ ∈ ，且 ( ) ( )2 1 3 2,x f x x f xδ δ∈ ∈ ，则我们有 ( )2 3d ,x x ε< 。 
证明： 

设 ( ) ( )( ) ( ){ }1 sup d , : d ,f x f y x yδε δ= ≤ ， ( ) ( ) ( ){ }2 sup d , : ,x y x f y y f xδ δ δε = ∈ ∈ ， 

显然 0δ → 时， 1 20, 0δ δε ε→ → 。 
下面分两种情况讨论： 

(A) 若 ( )( )13 1xx Y f x∈ ，则 ( )( )12 1xx Y f x∉ 。 

(A1) ( ) ( ) ( )( )3 1 1 2 3 2 1, ,d , d ,x x f x x x x f x δ∈ ≤ ≤   ； 

(A2) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
3 1 1 2 1 2 1 1 2, ,d , d , , d ,x x f x x x x f x f x f x δδ ε∉ ≤ ≤ ∴ ≤   ， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
2 2 2 1 1 2d , d , d ,x f x x f x f x f x δδ ε≤ + ≤ + ， 

( ) ( )( ) ( )( ) 1 1
2 3 3 2 2 2d , d , ( d , 2x x x f x f x x δ δδ δ ε δ ε≤ + ≤ + + = + 。 

(B) 若 ( )( )12 1xx Y f x∈ ，则 ( )( )13 1xx Y f x∉ 。 
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(B1) ( ) ( )( )12 1xf x Y f x∉ ，由引理 2 的逆否命题得 ( )(2 1 1,x x f x∉ ， [ ]( )1 1 2,x f x x∴ ∈ ，故 

[ ] ( )1 2 1, ,s.t.y x x f y x∃ ∈ = 。由引理 2 知 ( )1 1,y x f x∉   。 

又 ( )( ) ( )( )1 2 1d , d ,y f x x f x δ≤ ≤ ， 

( )( ) ( )1 1 1d , d , 0f y x x x δ= = ≤ ， ( ) 2
1d ,y x δε∴ ≤ 。又 ( ) ( )( )2 2 1d , d ,y x x f x δ≤ ≤ ，从而 

( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2d , d , d ,x x x y y x δε δ≤ + ≤ + ， ( ) ( )( ) ( )( ) 1

2 1 2d , d ,f y f x x f x δε= ≤ ， 

( ) ( )( ) ( )( ) 1
3 1 1 2 2 3d , d , d ,x x x f x f x x δε δ≤ + ≤ + ， 

( ) ( ) ( ) 1 2 1 2
2 3 2 1 1 3d , d , d , 2x x x x x x δ δ δ δε δ ε δ δ ε ε∴ ≤ + ≤ + + + = + + 。 

(B2) ( ) ( )( )12 1xf x Y f x∈  

( ) ( )( )3 1 2 3d , d ,x x f x x δ∴ ≤ ≤ ， ( )( ) ( )( )1 2 2 3d , d ,x f x f x x δ≤ ≤ ， 

又 ( )( )2 1d ,x f x δ≤ ， ( ) 2
1 2d ,x x δε∴ ≤ ，从而 ( ) ( ) ( ) 2

2 3 2 1 1 3d , d , d ,x x x x x x δε δ≤ + ≤ + 。 

综上所述， ( ) 1 2
2 3d , 2x x δ δδ ε ε≤ + + ，由 0δ → 时， 1 20, 0δ δε ε→ → ， 1 20 ,s.t. ,

4 4 4δ δ
ε ε εδ ε ε∴∃ < < < < ，

故 ( )2 3d ,x x ε< 。□ 

引理 6 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。设 1 2 3, ,e e e 为 Y 的端点， O 为 Y 的分支点，其中

( )1 2 3, , ,e e e O F f∉ 。设 1 ne a= ， 

1 1 1 11 2 2 1e e e n e na a a a− −< < < < ， 

2 2 2 2 20 1 2 2 2 1 2 2e n e e n e n e nO a a a a e a+ − −= < < < < < = ， 

3 3 3 3 33 3 3 1 2 2 2 1 0n e n e e n e n ee a a a a O a− + += < < < < < = ， 

令 

{ }1, , 1, 2,3, , , 2, 3, , 2 , 2 2,2 3, ,3j j jI a a j n n n n n n n− = ∈ + + + +     [ ] [ ]1 0 1 2 1 0 2 1, , ,n n n nI a a I a a+ + + += = ， 

1 20, , , , , mm N x x xδ∃ > ∈  为 mδ − −循环( ( ) { } ( )1 1, 1, 2, , 1 ,i i mx f x i m x f xδ δ+ ∈ ∈ − ∈ ) 

那么， { }, . . 1, 2, , i jj s t i m x I∃ ∀ ∈ ∈  (i.e. δ 足够小时，所有的δ −循环都在区间 jI 内)。 

证明：设 ( ) ( ) { }{ }1 min d , : , 0,1, 2, ,3
2 ia p p F f i nε = ∈ ∈   ( ( )F f 为闭集且 ( )ia F f∉ )。 

对上述 ε ，我们可以找到 0δ > 满足引理 5，且 ( ),ix B a ε∀ ∈  ( ( ),iB a ε 表示 ia 的 ε 邻域)， ( )x f xδ∉ 。

下证上述δ 满足引理 6。 
反证，若存在δ −循环 1 2 3, , , , mx x x x ，设 , , ,s.t. ,i j ka a j k a x x = ∃ ∈  。 

显然 ( )f a a≠ ，我们不妨设 a O≠ (根据 1 2 3, , , , mx x x x 的性质以及 ia 的选取，我们可以找到一个

ia O≠ ，则令 ia a= )， 
设 ( )( )aY Y f a− 除 a 外的端点数为 ( )1 2l l≤ ≤ ， 

A) 当 1l = ，不妨设 ( )( )aY Y f a− 除 a 外的端点为 1e ，则 

( ) ( ), ,B a a aε ε ε= − + 且
1e

a aε ε− < + ， 

( )( ) ( )( )1,k a k ax Y f a x Y f a+∉ ∈                               (1) 

设 [ ]1 1,x e a∈ 满足(1)式的最靠近 a 的点。 

( )( ) ( )( )1,k a k ax Y f a x Y f a+∈ ∉                               (2) 



唐亚林 等 
 

 
49 

设 ( )( )j ax Y f a∈ 的下标 j 为满足(2)式的最小下标，i.e. 

{ } ( )( )2,3, , , i ai j x Y f a∀ ∈ ∈                               (3) 

显然 [ ),jx a a ε∉ − 。 

下面分两种情况继续讨论： 
(A1) [ ]1 1 1,jx e x+ ∈  

在此情况下 { } [ ]1 11, 2, , 1 , . . , , ,k j j k kx k j s t x x x x x x + ∃ ∈ − ∈ ∈  ，且 ,k jy x x ∃ ∈   ， ( )s.t. jx f yδ∈ 从而

( ) ( )1 ,j jx f y x f yδ δ+ ∈ ∈ 且 1,j jy x x+ ∈   ，由引理 4 得 ( )1d ,j jx x ε+ ≤ ，与 ( ) ( )1d , d ,j jx x a aε ε+ > + ≥ 矛盾。 

(A2) [ ]1 1 1,jx e x+ ∉ ，则有 [ ]1 1,jx x a ε+ ∈ +  

由(A)中类似证明可得 [ ] ( )1 1, , . .y x a s t x f yδε∃ ∈ + ∈ 。又 [ ] ( )1 2 2 1, ,y x x x f xδ∈ ∈ ，根据引理5， ( )1 2d ,x x ε≤

与 ( )( ) [ ]2 1, ,ax Y f a x a aε∈ ∉ + 矛盾。 

故我们选取的δ 满足引理 6。 
(B) 当 2l = ，不妨设 ( )( )aY Y f a− 除 a 外的端点为 1 2,e e 。 
(B1) 若仅有一个 1x 满足(1)式的最靠近 a 的点，由(A)得引理 6 成立。 
(B2) 若存在两个不同点 [ ] { }0 0, , , , 1, 2i jx e a x e a i j′  ∈ ∈ ≠ ∈  满足(1)式的最靠近 a 的点。如(A)中，令 jx

的下标 j 为满足(2)式的最小下标， 
若 [ ]1 ,j ix e a+ ∈ ，则令 1 0x x= 。类似(A)中情况得引理 6 成立； 

若 1 ,j jx e a+  ∈  ，则令 1 0x x′= 。类似(A)中情况得引理 6 成立。□ 

定义1 设 { } 0i i
X xδ

∞

=
= 定义数 0

k
ikiK α∞

=
= ∑ ，其中若 ( ) 1s.t. int ,i j k i kx I x I− +∈ ∉ ， ( ) 1s.t. int ,i j k i kx I x I− +∈ ∉

且1 , i j l kl j x I− +≤ ≤ ∈ ，则 1ikα = ；否则 0ikα = 。(即 kK 表示 Xδ 离开的次数)。记
3

1
n k

kK K
=

= ∑ 表示 Xδ 的

区间指标。 
引理 7 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。考虑引理 6 中的划分{ }3

0

n
i i

a
= ，则 0δ∃ > ， 0N N∃ ∈ ，使得任

意δ −伪轨 Xδ 的区间指标小于 0N 。 

证明：根据引理 6，我们选取的δ 足够小使得所有的δ −循环伪轨在同一区间 jI 内。 

假设引理 7 不成立，则存在一个
2
δ
−伪轨

2

X δ ，使得
2

X δ 的区间指标 3K mn> ，其中 3n 为 jI 的个数，

{ }

( )
1,2, 3

2d
max j

j n

I
m

δ∈

  >  
  



。从而存在一个区间 Iα ，使得 K mα > 。 

事实上取
3
KK m
n

α ≥ > 。 

若存在某个 i ， { } ( ) 10,1, 2, , ,s.t. int ,i j ij i x I x Iα α− +∃ ∈ ∈ ∉ ，且1 , i j ll j x Iα− +≤ ≤ ∈ ，则记 ix 为 ˆix 。 

因为 K mα > ，所以我们可以找到超过 m 个类似 ˆix 的点。于是 ( )j i j∃ < ， ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,s.t.d ,
2i j i jx x I x xα
δ

∈ < ，

从而 

( )( ) ( )( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆ ˆd , d , d ,
2 2j i j j j if x x f x x x x δ δ δ− −≤ + ≤ + = 。 

因此， 1 2 1ˆ , , ,i i i jx x x x+ + − 是一个δ −循环伪轨。由 ˆ ˆ,i jx x 的定义知这个δ −循环伪轨不全在区间 Iα 内，

与假设矛盾。□ 

定义 2 如果任意 [ ],x p q∈ ，我们有 [ ]( ),x f p x∈ ，称不动点 p的单边邻域 [ ],p q 为 p的非吸收邻域。 
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引理 8 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。任取 ( ), lim n

n
x Y f x p

→∞
∈ = ，其中 ( )p F f∈ 。设 [ ],p q 为 p的非

吸收邻域，若 ( ) [ ],s.t. ,nn N f x p q∃ ∈ ∈ ，则我们有 ( )nf x p= 。 

证明：设 ( ) [ ],nf x p q∈ 。因为 [ ],p q 为 p的非吸收邻域，则 ( ) ( ) ( ), ,s.t.n nz p f x f z f x ∈ =  。由引理

3 得 z p= ， 
(若 z p≠ ，则 ( ), nz p f x ∈  。由 ( ) ( )if x p i→ →∞ ， ,s.t.  1N m n N∃ > + > ， 

( )( ) ( ) ( )d , , ,m m nf x p f x p f xε  < ∉   )。 

又 ( ) ( ), ,nz p f x p f z ∈ =     ， ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1m m n n m n m nf x f f z f f z f z− − − += = = ，所以 

( ) ( )1 ,m nz f z f z− + ∈  与引理 3 矛盾)故 ( ) ( ) ( )nf z f p p f x= = = 。□ 

引理 9 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= 。设 1 ne a= ， 

1 1 1 11 2 2 1e e e n e na a a a− −< < < < ， 

2 2 2 2 20 1 2 2 2 1 2 2e n e e n e n e nO a a a a e a+ − −= < < < < < = ， 

3 3 3 3 33 3 3 1 2 2 2 1 0n e n e e n e n ee a a a a O a− + += < < < < < = ， 

如引理 6 中对Y 的划分，考虑δ −链{ } { }{ }00 0
j

j
i ij j

X xδ

∞∞ ∞

== =
= 的某序列，其中 0lim 0, lim j

jj j
x xδ

→∞ →∞
= = 。设

( )lim ,n
kn

f x p p I
→∞

= ∈ 且 0 ,s.t.n N∃ ∈ 若 0n n≥ ，则 ( ) ( )intn
kf x I∈ 。 

设 

( ) ( ) ( )
00 0 0 0 ( ) 1,s.t. , , , int , , .j j j

n k i k i j kj N j j i j n n i i j x I x I x I+∃ ∈ ∀ > ∃ ≥ ∀ < < ∈ ∈ ∉            (4) 

设 ( ){ }
0

j
i j j j

x
∞

=
的极限存在，令 ( )lim j

i jj
y x

→∞
= ， 

若 y p≠ ，则 ( ),y p f y∈   且 ( ),p f y  为 p的非吸收邻域。 

证明：若 y p≠ ，则由 f 的连续性和(4)式得 ( ) ( )int kf y I∉ 。 

假设 ( ),y p f y∉   ，显然有 ( ),p y f y∈   。因为 ( )lim n

n
f x p

→∞
= ， ( )lim j

i jj
y x

→∞
= ， 

( ){ } ( )
( ) ( )10 0,s.t. , , , , , , , .

2 2i j i j

j j j j
s s

p f y p yj j j j s n i j x x x x
+

+ +   ′ ′∃ ≥ ∀ ≥ ∃ ∈ ∈ ∈   

           (5) 

应用引理 6 中类似的方法，我们可以找到 ( ) ( )1, ,s.t.j j
j k i ji jz a x x f zδ− ∈ ∈  。 

因此有(5)式得，对 j j′≥ ，我们有 ( ) ( ) 1,j j
j i j i jz x x +

 ∈  ， 

其中 

( ) ( )( ) ( )( )
1

d ,
d ,

2
j j

i j i j

y f y
x x + >                                (6) 

与引理 5 矛盾。故 ( ),y p f y∈   。 

下证 [ ],p y 为 p的非吸收邻域。 
假设 [ ],p y 不是 p的非吸收邻域，则存在 [ ] [ ]( ), ,s.t. ,z p y z f p z∈ ∉ ，且 ( )( ) ( )1 1, , zz f p z z Y y∈ ∉ 。 

若我们取 i 足够大(相应的 iδ 足够小)，则 [ ], ,
k

ix p z∈ 从而有 ( )
1

,
k

i
zx B z ε

+
∉ ，其中 ( )0, ,z zp B zε ε> ∉  

(显然 z p≠ )。因此若 ( )
1

,
k

i
zx B z ε

+
∈  

( ( ) 1lim ,j i
ki jj

y x x +→∞
= ∴ 存在)，则 ( )

k

i
px Y y∉ 。由 f 的一致连续性，我们可以找到 
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( )0 1, 0,s.t. ,i
k zi N x B zω ε+∈ > ∈ ，从而 ( )0 , ,i

ki i x B p ω∀ > ∉ 。 

通过上述类似的方法，我们可以找到 ( )1 1 0 1,s.t. , ,i i i i i j k N≥ ∀ > ∃ ∈ ，满足 ( ),i
k jx B p ω+ ∉ ，

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0 , ,i i i
j z j k z j l zx B p B z x B z l k x B zω ε ε ε+ + +∈ − ∈ ∀ ≤ ≤ ∉ 。根据上述(6)式类似得，与引理 5 矛盾。

因此， [ ],p y 为 p的非吸收邻域。显然有 ( ),p f y   也为 p的非吸收邻域。□ 

3. 主要定理的证明 

定理 设 ( )0f C Y∈ 且 ( ) ( )P f F f= ， ( )F f 无处稠密。则下列条件等价： 

( )i  若 ( ), nx Y f x∃ ∈ 收敛与不动点 p ，且 p∃ 的非吸收邻域 [ ],p q ，则对于所有的 xO  ( x 的邻域)，

[ ] [ ] ( ), , ,s.t. , n
xz p q n N p z f O∀ ∈ ∃ ∈ ⊂ 。 

( )ii  f 具有伪轨跟踪性。 
证明： ( ) ( )i ii→  

假设 f 不具有伪轨跟踪性，则 0,ε δ∃ > −链序列{ }
1j j

xδ
∞

=
不被 ε 跟踪，其中

1
j j

δ < 。 

类似引理 6 对Y 的划分，并且 

( )
1 3
max d jj n

I ε
≤ ≤

<                                     (7) 

根据引理 7， 00, ,s.t.n Nδ∃ > ∃ ∈ 任意 Xδ 的区间指标 

0 .K N<                                        (8) 

不失一般性，假设 , jj N δ δ∀ ∈ ≤ ，因此 0jK N< ，其中 jK 为
j

Xδ 的区间指标。 
设  

0lim j

j
x x

→∞
=                                       (9) 

(必要时考虑相应的子序列)， x 为
j

Xδ 的起始点的极限点。由引理 4 和引理 9，我们有 

( ) ( )lim ,n

n
f x p p F f

→∞
= ∈ 且 ( ), int .kk p I∃ ∈                         (10) 

因为 ( ) ( )nf x p n→ →∞ ，所以 

( ) ( )0 0, . . , int .n
kn N s t n n f x I∃ ∈ ∀ ≥ ∈                            (11) 

由 f 的连续性得， ( ) ( )( ) ( )
00 0 0,s.t. , 0 , , , inti j j

i n kj N j j i i n d f x x x Iε∃ ∈ ∃ ≥ ∀ ≤ ≤ < ∈ 。 

若 ( )0 0,s.t. , s
i ks s j i n x I∃ > ∀ > ∈ ，则显然

j
Xδ 被 x 的轨道 ε 跟踪，与我们假设矛盾。因此 

( ) ( ) ( )0 0 1, ,s.t. , .j j
k ki j i jj j i j n x I x I+∀ ≥ ∃ ≥ ∈ ∉                          (12) 

现在我们考虑满足(12)式的最小值，不妨设为 ( )i j ，故 

( ) ( )( ) ( )00 0 1, int , , ,j j j
n k i k ki jj j x I i n i i j x I x I+∀ ≥ ∈ ∀ < < ∈ ∉  

令 

( )lim j
i jj

y x
→∞

=                                      (13) 

(如若必要我们考虑相应的子序列) 

不失一般性设 y p≠ ，由(9)-(13)式和引理 9 得 ( ),y p f y∈   且 ( ),p f y   也为 p的非吸收邻域。由引
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理 8，我们可以找到 ( ) ( )1 0 1,s.t. , n
pn n n n f x Y y≥ ∀ ≥ ∉ 。 

根据 f 的连续性， 

( ) ( )( )1 0 1 1, 0,s.t. , 0 ,d , ,j i
ij j j j i i n x f xα ε∃ ≥ > ∀ ≥ ∀ ≤ ≤ <                   (14) 

其中 [ ],z O x xα α α∈ = − + ， 

( )1
1 ,

2
n

k
p yf O aα −
+ ⊂   

                               (15) 

根据我们的假设有 ( )1,s.t.[ , ]
2

n
k

p yN a f Oα
αα −

+
∃ ∈ ⊂ ，因此 

y∃ 的邻域 

( )1,s.t. , ,
2

n
y y k y

p yO O a O f Oα
α+

+ ⊂ ⊂  
                         (16) 

因为 ( ),p f y   为 p的非吸收邻域，所以 ( )0, n l
yl O f Oα

α
+∀ ≥ ⊂ 。 

断言： [ ]1 2 1 2, , , , , ,s.t.yn l O x x O Oα β αβ β β β∀ + ∃ ⊂ − + ⊂  

( )∗ ( ) ( )1 , s
ks n s n l f O Iα β∀ ≤ ≤ + ⊂ ； 

( )∗∗ ( )n l
yO f Oα

β
+⊂ 。 

证明断言：由 ( )1n
kf O Iα ⊂ 以及 f 的连续性， 

[ ] ( )1
1 1

1
1 2, ,s.t. .n

kO x x O f O Iα α αα α +∃ = − − ⊂ ⊂                        (17) 

(对于
1

Oα 的选取，我们可以简单的通过去掉 ( )1
1

1n
kf O Iα

+ − 得到) 

设
1

Oα 为满足(17)式的最大区间，由归纳得我们可以找到
1 1i

O Oα α −
⊂ ， ( )1

i

n i
kf O Iα

+ ⊂ 。 

当 1i n l nα= + − 时，令
i

O Oβ α= 得 

( ) ( ) ( ) ( )1 11
i

n n l n n ln i
kf O f O f O Iα α

α β β
+ + − ++ = = ⊂ ⋅ ∗ 。□ 

下证 ( )∗∗ 式。若 ( )n l
yf O O Oα

α β
+ − ∩ = ∅，则 ( )n l

yO f Oα
β

+⊂ 。 

假设 ( )n l
yz f O O Oα

α β
+∃ ∈ − ∩ ，则 ( ) ( )( )1 1 ,s.t.n lz O z f zα

α
− +∃ ∈ ∈  

( ) ( )1
1 1 1, , ,

2 2
n ln

k k
p y p yf z a f z aα +

−
+ +   ∈ ∈      

， ( ) ( )1 1, .s
ks n s n l f z Iα∃ ≤ ≤ + ∉         (18) 

令 s 为满足(18)式的最小值。由引理 3 得， [ ] ( )1
,

s n

s
kp a f Oα −
⊂  ( s 为最小值)。又 [ ], kp a 为 p的非吸

收邻域，则 [ ] ( )1
,

s n

n l
kp a f Oα

α −

+⊂ 与 ( )∗ 矛盾，故 ( ) ( )n l
yO f Oα

β
+⊂ ⋅ ∗∗ 。□ 

根据(7)，(12)，(14)以及断言，我们取 ( )1 1 1,s.t. ,r j j r i j nα≥ ∀ ≥ > ， 
对任意

j
Xδ ，存在区间 1 ,s.t.jR Oα⊂  

( ) ( )1 1, i j
j y jz R O f R∀ ∈ ⊂ 且 ( )( )0 .s s i j∀ ≤ ≤                        (19) 

对于以 ( )
j

i jx 为始点的δ −链序列{ }
1

j j r
Xδ

∞

≥
，以及 ( )lim j

i jj
x y

→∞
= ，则 1j r∀ ≥ ，δ −链序列{ } ( )

j
i i i j

x
∞

=
不能被 yO

中的任一点的轨道 ε 跟踪。(若 ( ) { } ( )1 , . . j
i i i j

j j r s t x
∞

=
∃ ≥ 可被 yO 中的某一点 ε 跟踪，则根据(19)式

j
Xδ 可被 1

jR

中的某一点的轨道 ε 跟踪，与假设矛盾。) 
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因此 ( ){ } ( ) ( )1 1, 0,1, 2, , , int ,j j
s k ki jj r s i j x I x I+∀ ≥ ∃ ∈ ∈ ∉ ，从而 1, 1jj r K∀ ≥ ≥ 。 

重复上述过程， 2 1 2,r r y∃ ≥ ∃ 邻域 ( ) ( )
2

2 2
2,s.t. , ,y j y jO i j i j R O z R≥ ⊂ ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

2 2

2
2, ,d , , limi j s j j

y j s i jj
O f R s i j s i j f z x x y

→∞
⊂ ∀ ≤ ≤ < = 且 { } ( )2

j
i i i j

x
∞

=
不能被 yO 中的任一点

的轨道 ε 跟踪。故 2 , 2jj r K∀ ≥ ≥ 。 

经过重复 0N 次后，
0 0 0, ,N N jr N j r K N∃ ∈ ∀ ≥ ≥ ，与(8)式矛盾。 

( ) ( )ii i→  
设 ( ) [ ], , ,nx Y f x p p q∈ → 为 p的非吸收邻域。 [ ], ,z p q x∃ ∈ 的某邻域 xO ，使得 

{ } [ ] ( )0,1,2, , , .n
xn p z f O∀ ∈ ∉                             (20) 

假设存在 0ε > 使得 

( )d ,p q ε> 且 [ ], .xx x Oε ε− + ⊂                              (21) 

由引理 8，存在 n Nδ ∈ 使得 

( ) ( ), .n
pn n f x Y yδ∀ ≥ ∉                                 (22) 

设
( )d ,

,s.t.
p q

k N kδ δδ
∈ < 。令 { }, 1, 2,3, ,n kx q i k

δ δ δ+ = ∈  ，定义如下： 

若 ( )1n k i px Y y
δ δ

δ+ − + − ∉ ，则令 n k ix p
δ δ+ − = ； 

若 ( )1n k i px Y y
δ δ

δ+ − + − ∈ ，则令 ( ) 1n k i n k if x x
δ δ δ δ

δ+ − + − += − ，且 

1,n k i n k ix p x
δ δ δ δ

δ+ − + − + ∈ − 。(因为 [ ],p q 为 p的非吸收邻域，所以上述定义是有意义的) 

因此通过(23)式得{ } 0

n k
i i

x δ δ+

=
为δ −链。若 xy O∉ ，由(21)式有 ( )0d ,y x ε> ；若 xy O∈ ，由(20)和(22)式

有 ( ) ( )n k
zf y Y pδ δ+ ∉ ，从而 ( )( )d , n k

n kx f yδ δ
δ δ

ε+
+ > 。 

故δ −链序列{ } 0

n k
i i

x δ δ+

=
不能被 ε 跟踪，与假设矛盾。□ 

推论 设 ( )0 ,f C Y n N∈ ∈ ，则 f 具有伪轨跟踪性当且仅当 nf 具有伪轨跟踪性。 
证明：详细证明参考文献[3]引理 9。 
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