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Abstract 
In this paper, we investigate the dynamics of the H7N9 avian influenza with latent period. By ap-
plying LaSalle invariance principle, Bendixson-Dulac criterion and Li-Muldowney’s geometric ap-
proach, some results for the global asymptotic stability of the human-poultry system are obtained. 
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摘  要 

本文研究了具有潜伏期的H7N9禽流感病毒的动力学行为。利用LaSalle不变性原理、Bendixson-Dulac
判据以及Li-Muldowney几何方法给出了人–禽系统的全局稳定性。 
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1. 引言 

禽流感病毒与人流感病毒存在受体特异性差异，通常只在禽类中传播，一般情况下不会传染给人类。

H7N9 型病毒是一种甲型禽流感病毒，在禽中有高致病力。2003 年 3 月首次发现人类感染 H7N9 禽流感

病例，2013 年 3 月，我国出现了一种新型 H7N9 亚型禽流感病毒，在禽中有低致病力而对人类有高致病

力，这引起了人们的高度重视。从 2013 年初，通过《国际卫生条例》报告途径迄今已报告了总共 1486
例人感染甲型 H7N9 禽流感病毒实验室确诊病例[1]。携病毒禽类是禽流感在人类中传播的源头，找到防

控禽类染病的方法致使有效减少人类感染禽流感病毒的问题亟待解决。 
近年来，国内外一些学者开始关注 H7N9 禽流感疫情传播模型的研究。陈永雪[2]考虑到 H7N9 禽流

感病毒在禽类中有低致病性而在人类中具有高的致病性的情况，建立了一类总人口变化的 SE-SIR 人–禽

H7N9 禽流感模型，通过构造 Lyapunov 函数，利用 Poincar-Bendixson 定理、LaSalle 不变性原理以及极

限系统等理论研究了模型的全局动力学行为。此外，姜永[3]，段其琴[4]，陈娜[5]，胡新立[6] [7]，郭树

敏[8]等人通过类似的方法，从 H7N9 禽流感的背景出发如考虑到药物治疗、媒体影响、感染途径等，建

立了相应的禽流感模型并分析了其动力学行为。Iwami等人[9] [10]基于Li和Muldowney几何方法[11] [12]
研究了一类病毒发生突变的人–禽流行病模型。陈永雪[13]也利用Li和Muldowney思想建立了一类H7N9
病毒在人类中突变的禽流感模型。 

上述文献针对禽流感自身的特点以及传播过程对模型进行了合理假设，建立相关模型，利用理论结

果解释并评估了禽流感防控措施的效果。本文在上述文献基础上，考虑禽流感病毒在人类间的传播存在

潜伏期的情形，进一步建立具有潜伏期的人–禽流行病模型。利用 LaSalle 不变性原理、Poincar-Bendixson
定理以及改进的 Li-Muldowney 几何方法[14]对所建立的模型进行了动力学性态分析。 

2. 预备知识 

如下微分方程 

( )x f x=                                      (2.1) 

其中 ( )1 nf C D∈ ⊂  。设 ( )0,x t x 是系统(2.1)的解，且 ( )0 00,x x x= 。 

对系统(2.1)我们作如下基本假设： 
(H1) D 是单连通区域； 
(H2) 存在一个紧吸收集 K D⊂ ； 
(H3) 系统(2.1)在 D 中有唯一的平衡点 x 。 

令 ( )x P x 是 D 中一个
2 2
n n   

×   
   

矩阵值函数，假设对 x K∈ ， ( )1P x− 存在且连续。令 
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[ ]21 1
fB P P PJ P− −= +  

其中矩阵 fP 是 

( )( ) ( ) ( )
T

ij
ij ijf

p
p x f x p f x

x
 
 


=


∂
= ⋅ ⋅

∂
 

且 [ ]2J 是 Jacobian 矩阵
fJ
x
∂

=
∂

的二阶可加性复合矩阵。一般来说，对于 n n× 矩阵 ( )ijJ J= ， [ ]2J 是一个

2 2
n n   

×   
   

矩阵。例如，当 3n = 时，有 

11 22 23 13

11 33 12

31 21 22 33

2
J J J J

J J J
J J J J

+ − 
 + 
 − + 

. 

在 N
 中，

2
n

N  
=  
 

考虑矩阵 B 的 Lozinskiĭ测度 µ  

( )
0

1
lim
h

I hB
B

h
µ

+→

+ −
= . 

定义量 2q 为 

( )( )( )
0

2 00

1sup sup , dlim
t

t x K
q B x s x s

t
µ

→∞ ∈
= ∫  

Li-Muldowney [16]指出若 D 是单连通，条件 2 0q < 排除了任何周期轨道的存在性，且他们给出了如

下结论。 
定理 2.1 假设(H1)-(H3)成立，若 2 0q < 时，则系统(2.1)的唯一平衡点 x 在 D 中是全局渐近稳定的。 
此外，吕贵臣和陆征一[14]基于时间平均性质，对定理 2.1 也做了推广，他们得到了如下结论。 
定理 2.2 若系统(2.1)满足条件(H1)-(H3)，则系统(2.1)存在唯一的平衡点 x 在 D 中是全局渐近稳定的

如果条件( 4H )成立： 
( 4H ) 存在正实数 1 2, , , nα α α ，使得对所有的 1t T≥ ， 

( ) ( )
0

0

1lim sup d 0
t j

ii ij ii jt x K i

b t b t s l
t

α
α≠→∞ ∈

+ = <∑∫     

其中， ( )ijb t 表示矩阵 ( )( )0,B x t x 中的项。 

3. 一类 SI-SEIR 模型的分析 

3.1. 模型的建立 

H7N9 型禽流感在禽类中有低致病性，禽类一般不发病或症状很轻，而在人类中却有高致病性。由于

禽类是人类感染禽流感的来源，因而我们首先考虑禽流感在禽类间的传播。 
把禽类分为易感禽类和携带病毒的禽类，分别用 ( )X t ， ( )Y t 表示 t 时刻易感禽类和携病毒类禽类的

数量，记 ( ) ( ) ( )N t X t Y t= + 为禽类总数，假设其传播过程为： 
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X Y
A XYβ1 X Y

dYdX

 
Figure 1. Transmission process diagram of avian influenza in poultry 
图 1. 禽类系统传播过程图 

 

由此，我们可以写出其对应 SI 型 ODB 模型。 

1

1

X A XY dX
Y XY dY mY

β
β

′ = − −
 ′ = − −

                              (3.1) 

其中， A 表示禽类的常数输入率； 1β 表示禽类对易感禽类的传染率， 1XYβ 则表示具有禽流感病毒的受

感染禽类在时间 t 的感染能力； d 表示禽类自然死亡率； m 表示禽类的因病死亡率，这里假定所有参数

均为正数。 
其次，考虑禽流感在人类间的传播，H7N9 禽流感病毒主要通过带病毒的禽类与人类接触进行传播，

目前并没有明显数据表明禽流感在人类中可以相互传播，对此，我们假设该病毒在人与人之间不存在传

播。从禽流感病毒的背景出发，发现该病毒具有一周左右的潜伏期，因而我们假设其传播过程为： 
 

B XYβ2  S Y

μS

wE Iγ

μE μI+δI μR

S E I R

 
Figure 2. Transmission process diagram of avian influenza in human 
图 2. 人类系统传播过程图 

 

因此，对人类系统我们考虑 SEIR 模型。把人类分为易感者类、潜伏期者类、染病者类和移除者类，

分别用 ( )S t ， ( )E t ， ( )I t ， ( )R t 表示其在 t 时刻的人口数量，记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M t S t E t I t R t= + + + 为 t 时
刻人类总数，因而结合上述传播框图，建立如下 SEIR 模型： 

2

2

S B S SY
E SY E E
I E I I I
R I R

µ β
β µ ω
ω µ δ γ
γ µ

′ = − −
 ′ = − −
 ′ = − − −
 ′ = −

                                (3.2) 

其中，参数 B 表示人类的常数输入率； 2β 表示人类和禽类接触时处于染病期的禽类对人类的传染率；ω
表示人类从潜伏者转化为染病者的转化率； µ 表示人类自然死亡率；δ 表示人类的因病死亡率； γ 表示

人类的恢复率，这里假定所有参数均为正数。 
综上，我们给出如下 SI-SEIR 人–禽流感模型。 

1

1

2

2

X A XY dX
Y XY dY mY
S B S SY
E SY E E
I E I I I
R I R

β
β

µ β
β µ ω
ω µ δ γ
γ µ

′ = − −
 ′ = − −
 ′ = − −
 ′ = − −
 ′ = − − −


′ = −

                                (3.3) 
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3.2. 有界性 

考虑疾病传播的生物学意义，设 ( ) 6, , , , ,X Y S E I R +∈ 由系统(3.3)可得 

( ) ( )
( ) ( )
t t

t

N A dN mY

M B tM Iµ δ

′ = − −
 ′ = − −

                               (3.4) 

且可行域 ( ) 6, , , , , 0 ,0A BD X Y S E I R X Y S E I R
d µ+

 
= ∈ ≤ + ≤ ≤ + + + ≤ 
 

 。 

定理 3.1 如果 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 60 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0X Y S E I R +∈ 成立，那么系统(3.3)的所有解是最终一致有

界的。 
证明：由 ( ) ( )N X Y A dN mYt t′ ′ ′= + = − − 可得 

( ) ( )N At dN t′ ≤ −  

由比较定理得 

( ) ( )0 e dtAt AN N
d d

− ≤ − + 
 

 

故 

( )limsup
t

AN t
d→∞

≤  

即 N 最终一致有上界。 
又 

( ) ( ) ( )N At m N td′ ≥ − +  

由比较原理得 

( ) ( ) ( )0 e d m tA AN t N
d m d m

− + ≥ − + + + 
 

故 

( )liminf
t

AN t
d m→∞

≥
+

 

即 N 最终一致有下界。 
因此，存在充分大的 *T ，当 *t T> ，存在正常数 Nk 和 NK ，使得 N Nk N K≤ ≤ 。同理可得，存在充分

大的 **T ，当 **t T> ，存在正常数 Mk 和 MK ，使得 M Mk M K≤ ≤ 。即结论得证。 

3.3. 平衡点的稳定性分析 

3.3.1. 禽类系统分析 
由于禽类系统(3.1)与人类系统(3.2)是独立的，故首先考虑禽类系统。令系统(3.1)的右边为零，显然 

它具有一个无病平衡点 ( )0 0 ,0q X= ，其中 0
AX
d

= 。记另一个平衡点为 ( )* *,q X Y+ = ，其中 *

1

d mX
β
+

= ，

*

1

A dY
d m β

= −
+

。 

定义基本再生数
( )

1
0

Ar
d d m

β
=

+
。在 2

+ 中， 0q 始终存在。当 0 1r > 时， q+存在。且我们有： 
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定理 3.2 如果 0 1r < ，那么 0q 在 2
+ 上是全局渐近稳定的；如果 0 1r > ，那么 q+在

2
+ 上是全局渐近稳

定的。 
证明：设 Lyapunov 函数为V Y= 函数满足 

1
1

AV XY dY mY d m Y
d
β

β  ′ = − − ≤ − − 
 

 

易知，当 0 1r > 时， 0V ′ > 平衡点 0q 在 2
+ 上是不稳定的;当 0 1r < 时， 0V ′ ≤ 。 

显然， ( ){ } ( )1 0, 0 ,0D X Y D V X′= ∈ = = ，易知系统(3.1)在 D 中的最大不变集 M 只在集合 1D 。由 La 

Salle 不变性原理[15]知，无病平衡点 0q 在 2
+ 上是全局渐近稳定的，且 ( ){ }0 ,0M X= 。 

下面考虑平衡点 q+。如果 0 1r > ， q+在
2
+ 上存在。系统(3.1)在 q+的 Jacobian 矩阵为 

* *
1 1
*

1 0q
d Y X

J
Y
β β

β+

 − − −
=  
 

 

可知 Jacobian 矩阵 qJ
+
的特征方程为： 

( ) ( )2 * 2 *
1 1 0d Y d m Yλ β λ β+ + + + =  

显然，若 0 1r > ，则有 *
1 0d Yβ+ > ， ( )2 *

1 0d m Yβ + > 。即特征方程的根有负实部。故若 0 1r > ，正平

衡点 q+在
2
+ 上是局部渐近稳定的。下证 q+在

2
+ 上是全局渐近稳定的。 

取 Dulac 函数 ( ) 1,D X Y
XY

= ，设 1A XY dX Pβ− − = ， 1XY dY mY Qβ − − = ，于是 

2 0DP DQ A
X Y X Y

∂ ∂
+ = − <

∂ ∂
 

因而，系统(3.1)不存在周期解，由文献 MC. and M [16]中定理 2.1 知正平衡点 q+在
2
+ 上是全局吸引

的。故禽类系统的正平衡点 q+在
2
+ 上是全局渐近稳定的。 

3.3.2. 禽类–人类系统分析 

当 0 1>r ，系统(3.3)有两个平衡点：无病平衡点 0 ,0, ,0,0,0A Bp
d µ

 
=  
 

和唯一的正平衡点 

( )* * * * * *, , , , ,p X Y S E I R+ = ，其中 *

1

d mX
β
+

= ，
( )

( )
1*

1

A d d m
Y

d m
β
β
− +

=
+

， *
*

2

BS
Yµ β

=
+

，
* *

* 2S YE
w

β
µ

=
+

， 

*
* wEI

µ δ γ
=

+ +
，

*
* IR γ

µ
= 。 

下面给出系统(3.3)的 Jacobian 矩阵 

1 1

1 1

2 2

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

d Y X
Y X d m

S Y
J

S Y

β β
β β

β µ β
β β µ ω

ω µ δ γ
γ µ

− − − 
 − − 
 − − −

=  
− − 

 − − −
  − 

 

简单计算得， 0p 对应的特征根分别为 ( )1, , , , ,Ad d m
d
β

µ µ ω µ δ γ µ− − + − − − − − − − 。显然，当 0 1r < 时， 

无病平衡点 0p 局部渐近稳定。类似地， p+ 对应的特征根分别为 
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* *
1 2,0, , , ,d Y Yβ µ β µ ω µ δ γ µ− − − − − − − − − − 。由于该 Jacobian 矩阵的代数重数与几何重数相等，故当

0 1r > 时，平衡点 p+ 局部渐近稳定。因此，可以得到下面结论。 
定理 3.3 若 0 1r < ，则 0p 是局部渐近稳定的；若 0 1r > ，则 0p 不稳定而 p+ 是局部渐近稳定的。 
下面考虑系统(3.3)的无病平衡点 0p 。定义 

( ){ }0 , , , , , ; 0, 0, 0, 0, 0, 0X Y S E I R X Y S E I RΩ = > = > = = =  

( ){ }0 , , , , , ; 0, 0, 0, 0, 0, 0D X Y S E I R X Y S E I R= ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥  

定理 3.4 若 0 1r < ，系统(3.3)的无病平衡点 0p 是全局渐近稳定的。 
证明：当 0 1r < 时，无病平衡点 0p 是局部渐近稳定的，且 

( ) ( )0lim , lim 0
t t

X t X Y t
→∞ →∞

= = . 

由定理 3.2，结合极限系统[17]理论，知 

( ) ( ) ( ) ( )lim , lim 0, lim 0, lim 0.
t t t t

BS t E t I t R t
µ→∞ →∞ →∞ →∞

= = = =  

即系统(3.3)是全局吸引的。故当 0 1r < 时，无病平衡点 0p 在 0D 上是全局渐近稳定的。 
下面讨论系统(3.3)地方病平衡点 p+ 的全局稳定性。在给出主要结论之前，我们需要如下引理。 
引理 3.5 [18] 设 
(A1) X 是 n

+ 的一个紧子集； 
(A2) S 是 X 的一个紧子集。 
若存在 1P C∈  ( n

+→X )，使得 
(1) ( ) 0,P x x= ∈S ； 
(2) ( ) 0,P x x> ∈ S 。 
则存在常数 0k > 和充分大的T ，使得对任意的 0ψ ∉ X 和任意的 t T≥ ，有 ( )P x k> 的一个紧子集； 
定理 3.6 若 0 1r > ，则系统(3.3)是永久生存的。 
证明：由定理 3.1 及定理 3.4 知，存在 *T ，当 *t T> 时，存在 , , , ,X Y X Yk k K K k 及 K ，使 ,X YX k Y k≥ ≥ ，

及 ,k N M K≤ ≤ 。定义 

( ){ }6, , , , , ; , , ,X YX Y S E I R X k Y k k N M K+ +Ω = ∈ ≥ ≥ ≤ ≤  

( ){ }6, , , , , ; , , 0, ,S X YD X Y S E I R X k Y k S k N M K+= ∈ ≥ ≥ = ≤ ≤  

易知， +Ω 是 6
+ 的紧子集， SD 是 +Ω 的紧子集，且 +Ω 是前向不变的。 

令 P S= ，那么 :P + +Ω →  是 1C 的，当且仅当 SDσ ∈ 时有 ( ) 0P σ = 。此外，对任意 SDσ ∈ 有

( ) 0P σ > 。因此，由引理 3.5 知，存在正常数 Sk ，使得对任意 0 \ SDϕ +∈Ω 有 

( )inflimS t
k S t

→∞
≤ . 

结合定理 3.1 知，存在 SK ，使 

( ) ( )infl suim lim pS St t
k S t S t K

→∞ →∞
≤ ≤ ≤ . 

同理可得，存在 ( ), , ,i ik K i E I R= ，使 

( ) ( )infl suim lim pE Et t
k E t E t K

→∞ →∞
≤ ≤ ≤  
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( ) ( )infl suim lim pI It t
k I t I t K

→∞ →∞
≤ ≤ ≤  

( ) ( )infl suim lim pR Rt t
k R t R t K

→∞ →∞
≤ ≤ ≤  

故系统(3.3)是永久生存的。 
定理 3.7 若 0 1r > ，则 p+ 是全局渐近稳定的。 
证明：由定理 3.2 知，当 0 1r > ， t →∞时， ( ) ( )* *lim , ,

t
X Y X Y

→+∞
→ 。又由定理 3.6 知，系统(3.3)是永 

久生存的。由于人类系统的前三个方程中不含有 R ，故系统(3.3)的全局稳定性可化为其对应的极限系统

的研究： 
*

2
*

2

S B S SY

E SY E E
I E I I I

µ β

β µ ω
ω µ δ γ

 ′ = − −
 ′ = − −
 ′ = − − −

                                (3.5) 

极限系统(3.5)在一般解 ( ) ( ) ( )( ), ,S t E t I t 下的 Jacobian 矩阵为 

*
2
*

2

0 0
0

0

Y
J Y

µ β
β µ ω

ω µ δ γ

 − −
 

= − − 
 − − − 

. 

对应第二可加性复合矩阵为 

[ ]

*
2

2 *
2

*
2

2 0 0
2 0

0 2

Y
J Y

Y

µ β ω
ω µ β δ γ

β µ ω δ γ

 − − −
 

= − − − − 
 − − − − 

. 

取函数 ( ) { }, , diag 1,1,1P S E I = ，因此 

[ ]

*
2

2 *
2

*
2

2 0 0
2 0

0 2

Y
B J Y

Y

µ β ω
ω µ β δ γ

β µ ω δ γ

 − − −
 

= = − − − − 
 − − − − 

. 

取向量范数 ( ) { }, , maxu v w u v w= + + ，则 

( ) { }*
22 max , ,B Yµ µ β δ γ ω δ γ= − + − − − − − −  

由于 

( ) { }*
20 0

1 1d 2 max , , d 2
t t

B s Y s
t t

µ µ β δ γ ω δ γ µ= − + − − − − − − < −∫ ∫  

故 

2 2 0q µ< − <  

因此，由定理 2.1，正平衡点 p+ 是全局渐近稳定的。 

4. 结论 

本文考虑了禽流感在传播过程中在人类中具有潜伏效应的一类 H7N9 流行病模型。通过对模型的分

析可以知道，禽流感能否成为流行病取决于基本再生数是否大于 1。当基本再生数 0 1r < 时，无病平衡点
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是渐近稳定的，且是全局渐近稳定的，疾病将会灭绝。当 0 1r > 时，地方病平衡点是全局渐近稳定的，此

时疾病将会成为流行病。 
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