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Abstract 
For alkali-surfactant-polymer (ASP) flooding, there is lack of scientific mathematical model to de-
scribe the flooding mechanism, and the numerical computation has bad numerical stability and 
low accuracy, this paper presents a new numerical computation method based on full implicit fi-
nite difference method. Firstly, a comprehensive ASP flooding model is built with considering the 
influence on the physicochemical characteristic and seepage equation of oil and water and the 
adsorption diffusion equation which is caused by the adding of displacing agents. Then the full im-
plicit finite difference method is applied to discretize the mechanism in time and space by block 
center grid system. Further, the original partial differential equations are transformed into a se-
ries of difference differential algebraic equations. At last, the problem is solved iteratively by 
Newton-Raphson method to get the system state and output. To verify the proposed method, a 
four-injection-nine-production wells example is introduced which is solved by proposed method 
and CMG software. Simulation result shows that the proposed method has good accuracy. 
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摘  要 

针对三元复合驱缺乏科学的数学模型描述驱油机理，数值求解数值稳定性不高、精度差的问题，本文提

出了一种基于全隐式有限差分的数值计算方法。首先综合三元驱替剂(碱、表面活性剂和聚合物)对油、

水物理化学特性的影响，以及油水渗流方程和吸附扩散方程，建立了三元复合驱数学模型。然后采用全

隐式有限差分法，引入块中心网格系统将数学模型从时间和空间上进行离散，从而将原始的偏微分方程

组转化为差分代数方程组。最后，采用Newton-Raphson法进行迭代求解，得到系统的状态和输出。为

了验证提出方法的效果，针对四注九采三元复合驱实例，分别采用本文方法和CMG数值模拟软件求解，

仿真结果表明，本文提出的方法具有较高的求解精度。 
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1. 引言 

三次采油技术是指通过向油藏的驱替流体中加入化学剂、混相溶剂、热量等介质，改变油藏流体和

岩层的物理和化学性质，使得采出的原油增多的技术，能在二次采油的基础上进一步提高采收率。三次

采油技术包括化学驱、混相驱、热力采油、微生物采油等，其中，化学驱又可分为碱驱、表面活性剂驱、

聚合物驱、复合驱等[1] [2]。传统的三次采油一般利用化学驱、混相驱、热力采油等，但是随着油藏开采

的进行，油田地质条件发生改变，采油难度逐年增加，而且开采效果也越来越不理想，于是在众多的三

次采油新技术中，三元复合驱脱颖而出，成为最具有应用前景的方法之一[3]。 
国内外已经有很多关于聚合物驱以及聚合物二元驱、复合驱的数学模型研究。其中，李宜强等[4]采

用相似原理建立了泡沫复合驱和三元复合驱的相似准则，并利用数值模拟和物理模拟方法对准则进行检

验和敏感性分析；Thomas 等[5]建立了表面活性剂驱油水两相的数学模型；袁士义等[6]研究了碱水复合

驱的数学模型；侯建等[7]对聚合物驱模型及数值模拟方法进行了研究。杨承志等[1]指出，碱–表面活性

剂–聚合物三元复合驱提高采收率是在碱驱、表面活性剂/聚合物驱和聚合物驱基础上发展起来的。化学

驱的数学模型主要包括油水渗流方程、化学驱替剂的吸附扩散方程、油藏及各组分的物化代数方程以及

各种约束条件，然而还没有对三元复合驱数学模型展开深入的研究。在求解数学模型时，包括各种数值

模拟软件(如 VIP，CMG 等)，普遍采用有限差分法[8]，对偏微分方程进行离散化，转化为代数方程的非

线性规划问题进行优化求解，由于问题规模庞大，求解时累积误差严重，极大地影响了结果的准确性。 
但随着人们对复合驱驱油机理认识的不断加深，对三元复合驱采油过程提出了更多的问题和要求。

一方面现有的复合驱数值模拟软件对三元复合驱的物理化学现象还没有完全描述清楚，对于三元复合驱

的偏微分方程模型通常都采用有限差分方法求解，数值稳定性差，且该问题涉及多个复杂高阶偏微分方

程，难于求解和应用，且累积误差较大。针对以上问题，本文提出了一种基于全隐式有限差分的三元复

合驱渗流模型计算方法。综合考虑三元驱替剂的加入对油藏渗流的影响，建立了全面合理的三元复合驱

渗流模型，并采用数值稳定性较好的全隐式有限差分法对数学模型进行离散，转化为差分代数方程组，
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通过 Newton-Raphson 法进行求解，得到整个空间状态和输出。 

2. 三元复合驱数学模型 

三元复合驱的数学模型主要包括油、水渗流方程和驱替剂吸附扩散方程，是一组典型的拋物型偏微

分方程组。另外还包括一系列物化代数方程：碱耗方程、渗透率方程、驱替剂吸附方程、粘度方程等。

对于实际的矿场，对应的物化代数方程往往根据不同的地质条件，由实验数据确定。 
三元复合驱问题的基本假设条件如下： 
1) 地层均质，油藏等温，且吸附现象满足 Langmuir 等温吸附公式； 
2) 驱油体系由碱、聚合物、表面活性剂组成，驱油过程为油水两相流，水相中存在碱、聚合物和表

面活性剂，油相中存在表面活性剂； 
3) Darcy 定律适合化学剂存在情况下的油水两相； 
4) 各种吸附都达到平衡，相平衡瞬间建立，且满足广义 Fick 定律； 
流体和岩石微可压缩，考虑重力和毛管力的影响，忽略驱替剂对水溶液质量守恒的影响，考虑驱替

剂引起的水相渗透率以及水相黏度的变化，并且考虑聚合物的不可及孔隙体积。 
基于以上假设条件，设油藏所在的三维区域为 3RΩ∈ ，( ), ,x y z∈Ω ，∂Ω为区域的边界，n表示边界

的法线方向，油藏中主要含有 n 种组分(油、水、聚合物、表面活性剂、碱)，则三元复合驱的数学模型[1] 
[3]如下所示： 

油相渗流连续性方程： 

( ) ( )1
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水相渗流连续性方程： 
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聚合物吸附扩散方程： 
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表面活性剂吸附扩散方程： 
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碱组分吸附扩散方程： 
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初始条件： 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 0
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边界条件： 

0,  0,  0,wp S c
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Θ

∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂ ∂ ∂
= = =
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                             (7) 

上述模型中各符号的物理意义如下： 
在所有下标中 , ,p s OH 分别表示聚合物、表面活性剂、碱；K 为绝对渗透率[μm2]； ,ro rwk k 分别为油

相和水相的相对渗透率[-]； ,o wp p 为油相、水相压力[MPa]； ,o wS S 分别为含油饱和度、含水饱和度[-]；

( ), , ,cowp x y z t 为毛管力[MPa]；g 为重力加速度[m/s2]； ( ), ,h x y z 为深度[m]，向下为正； cΘ 为相应驱替剂

的浓度 { }, ,p s OHΘ = 分别代表聚合物浓度[g/L]、表面活性剂质量浓度[%]、碱的质量浓度[%]， ijc 表示 j
在 i 中的质量浓度[%]； , ,o w rρ ρ ρ 分别油相、水相和岩石的密度(kg/m3)； ,o wB B 分别油和水的体积系数[-]；

,o wµ µ 为加入驱替剂后油相和水相的黏度[mPa⋅s]； , ,p sφ φ φ 分别为岩石的孔隙度、聚合物可及孔隙度以及

表面活性剂可及孔隙度[-]， , ,p s a sfφ φ= ， ,a sf f 为可及孔隙系数[-]； kR 为相对渗透率下降系数[-]； aK 为

表征离子交换与吸附量大小的参数[-]； bK 为碱的吸附常数，[cm3/g]； wv 为渗流速度[cm/s]，流入为正；

OHR 为碱耗，[1/d]； ,rp rsC C 为单位质量岩石吸附聚合物、表面活性剂的质量[mg/g]； ,o wr r 分别为油相和

水相的流动系数[μm2/(mPa⋅s)]； oq 为油相在标准状态下的流速[1/d]，流入为正； wq 为水相在标准状态下

的流速[1/d]，流入为正； , ,c d eq q q 为井筒驱替剂的运移速度，单位为[g/(d⋅L)], [1/(100d)], [1/(100d)]；

{ }, , ,iD i w o OH∈ 为扩散系数[m2/s]， { } { }, , ,  ,ijD i w o j s p∈ ∈ 表示 j 在 i 中的扩散系数[m2/s]；t 为时间[d]；∇  

为 Hamilton 算子，在直角坐标系中 i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

； , ,x y z 为直角坐标系的三个方向，长度单位[m]。 

上述代数关系式，可以通过模型中的辅助变量代入支配方程，不需要作为最优控制问题的等式约束。

在上述模型中系统的状态变量为 , ,wp S cΘ，分别为油藏压力，含水饱和度和油藏中驱替剂浓度(聚合物、

表面活性剂和碱)。控制变量(驱替剂的注入浓度)为 incΘ ，表示水井中相应驱替剂的注入浓度。 ,o wq q 分别

为油相和水相的流速， , ,c d eq q q 为井筒驱替剂的运移速度。 ( ), , , 0inq x y z t ≥ 表示在位置 ( ), ,x y z 有井的注

入项， ( ), , , 0outq x y z t ≥ 表示在位置 ( ), ,x y z 有井的产出项。 , , , ,o w c in outq q q q q 以及控制变量 incΘ 只在有井的

位置有定义。将所有注入项和所有产出项位置的集合分别记为 ( ){ },, , , ,w w w jj kx y z j kψ κ ϑ= ∈ ∈ 和

( ){ },, , , ,p p pj kx y z j kψ κ ϑ= ∈ ∈ ，则方程中的流量项定义为： 
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模型中，油、水体积系数均为油藏压力 ( ), , ,p x y z t 的函数，具体如下： 

( )1 ,o or o rB B C p p= + −                                 (13) 

( )1 ,w wr w rB B C p p= + −                                 (14) 

其中， rp 表示参考压力(MPa)， ,wr orB B 分别表示参考压力下的水、油体积系数， ,o wC C 表示油、水压缩

系数。 
流动系数定义： 

,ro rw
o w

o w wo k

Kk Kkr r
B B Rµ µ

= =                                 (15) 

( ), , ,wf x y z t 为含水率是状态 , , , ,w p s OHp S c c c 的函数，其定义为[3] 

,w
w

w o

rf
r r

=
+

                                    (16) 

表面活性剂浓度： 

,w ws o os
s

w o

q c q cc
q q

+
=

+
                                  (17) 

物化代数方程详见附录。 

3. 全隐式有限差分求解 

三元复合驱的机理模型(1)~(5)是一组复杂的非线性多变量耦合偏微分方程组，其中，状态变量分别

为油藏压力 ( ), , ,p x y z t 、含水饱和度 ( ), , ,wS x y z t 以及驱替剂溶液浓度 ( ) { }, , , , , ,x y z t OH s pΘ Θ =c 。目前主

要采用有限差分法求解偏微分方程组，该方法主要包括两类：一类是依次求解各个状态变量，如隐压显

饱法，该方法先隐式求解状态压力，再显式求解含水饱和度、驱替剂浓度；另一类是联立求解方程组，

同时求解各个状态变量，如全隐式法。隐压显饱法虽然在每个时间步需要的计算量较小，但是为了保证

求解的稳定性，步长必须取得很小，有时候甚至小到没有实际价值。全隐式法离散化模型后得到的差分

方程组往往阶数较高，需要的计算量较大，但是该方法可以选取的步长较大，具有很好的数值稳定性。

此外，该方法离散三元复合驱数学模型得到的最优控制模型和伴随方程具有特殊的形式，便于编程求解。

随着计算机技术的飞速发展，计算机的运行速度和存储能力都有了极大提高，结合矩阵存储以及数据处

理等数值求解技术，完全可以实现全隐式方法的计算。因此，本文采用全隐式有限差分法[9]求解三元复

合驱数学模型。 

3.1. 全隐式有限差分离散化 

对于(1)~(5)所述的三元复合驱数学模型，优化变量为注入井的驱替剂(碱、表面活性剂和聚合物)注入
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浓度 inΘc ，状态变量为油藏空间每一个空间点的压力 ( ), , ,p x y z t 、含水饱和度 ( ), , ,wS x y z t 和驱替剂的网

格浓度 ( ), , ,x y z tΘc ，系统的输出为采出井的含水率。本节中，我们采用全隐式有限差分法进行离散[9]，
为了使本问题的数学描述同一般优化问题一致，引入 [ ]T, ,ws pΘ=x c 表示所有的空间状态变量，

{ }, , ,in p s OHΘ= Θ =u c 表示所有的优化变量。 
将整个油藏离散化为 x y zn n n× × 个网格，其中整数 ( )1,2, , xi i n=  ， ( )1,2, , yj j n=  ， ( )1,2, , zk k n= 

分别表示在 , ,x y z 方向上的网格序号，即 , ,i j kx y z 分别表示对应的 , ,x y z 方向上的第 , ,i j k 个坐标值。按照

块中心网格系统[10]进行离散化，即网格点 ( ), ,i j kx y z 位于网格 ( ), ,i j k 的中心。那么，网格点 ( ), ,i j kx y z 处

的离散状态向量可表述为 

( ), , , , .i j k ki jx y z=x x                                  (18) 

对于网格 ( ), ,i j kx y z ，定义 1 2 1 2,i ix x− + ， 1 2 1 2,j jy y− + ， 1 2 1 2,k kz z− + 分别为 , ,x y z 方向上的左、右边界坐

标。仅在状态网格上离散化三元复合驱机理模型，根据网格系统的划分结果，状态变量的有限差分可以

表述为 
1

,
n n

nt t

+∂ −
=

∂ ∆
x x x                                   (19) 

1 2, , 1 , ,2 ,i j k i j k

x x
+ −−∂

=
∂ ∆

x xx                                (20) 

,, ,, 1 2 1 2 ,i j k i j k

yy
−+ −∂

=
∂ ∆

x xx                                (21) 

, , 1 2 , 1 2, ,i j k i j k

z z
+ −−∂

=
∂ ∆

x xx                                (22) 

其中， 0,1, , 1n N= − 表示三元复合物的时间步，N 表示总的步数， nt∆ 表示步数 n 的长度， 1n+x 为时间
1nt +∆ 处的状态向量， 1nt +∆ 表示第 n 个时间步终点时刻的仿真时间( N

ft t= )。 , ,x y z∆ ∆ ∆ 分别表示在 , ,x y z

方向上的空间步长。网格在 x - y 平面上的详细划分情况如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of grid division for finite dif-
ference 
图 1. 有限差分网格划分原理图 
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采用上述有限差分法对三元复合驱数学模型(1)~(5)进行离散化，并在方程组的每一个等式两端同时

乘以网格体积 ( )3mV x y z= ∆ ∆ ∆ 。采用全隐式有限差分法将模型中二阶导数项离散化后，状态变量均取
1nt +∆ 时刻的值。则初始的三元复合驱数学模型可以被离散化为如下一般形式 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, ,n n n n n n n n n n+ + + + + + = + − − = G F x W x u A x A x    0                   (23) 

其中，
T 3T T T

1,1,1 , , , ,, , , x y z
x y z

n n n
i j k n n n R × × × = ∈ G G G G , 表示离散的数学模型差分方程组， 

T 3T T T
1,1,1 , , , ,, , , x y z

x y z

n n n
i j k n n n R × × × = ∈ x x x x   

 , 表示离散的状态向量， ( ) T
, , , ,| , , wN

i j i j in i j wc i j RκΘ = = ∈ ∈ u u u
表示所有注入井的驱替剂注入浓度， wκ 是注入井的位置集合， F 表示差分方程组的流动项，W 表示源

汇项， A表示累积项。 

在 nt 时刻网格 ( ), ,i j k 的差分方程组
T

, , , , , , , , , , , ,, , , ,i j k oi j k wi j k pi j k si j k OHi j kG G G G G =  G 为 

{ }1 1 1
, , , , , , , , , , 0, , , , , ,n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j kG F W A A w o OH s p+ + +
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ= + − + = Ψ =                  (24) 

该方程实际是五个方程的综合，Ψ中的 , , , ,w o OH s p 分别对应离散水相方程、油相方程、以及碱、表

面活性剂和聚合物的吸附扩散方程。 
根据式 (15) 以及第 (8)~(12) 中的流动项系数 { } { }, , , , , , ,c dr o w r r OH s pΖ Θ ΘΖ = Θ = 定义，流动项

T
, , , , , , , , , , , ,, , , ,i j k oi j k wi j k pi j k si j k OHi j kF F F F F =  F 的全隐式有限差分可写作 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 1 12 2
, , 1, , , , 1, , , ,

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
, 1, , , , 1, , ,

1, ,

n n

i j k i j k
n n n n n
i j k i j k i j k i j k i j k

n n

i j k i j k
n n n n
i j k i j k i j k i j k

i j k

r r
F y z E E E E

x x

r r
x z E E E E

y y

r
x y

+ +
Ζ Ζ
+ −

+ + + + +
Ζ + −

+ +
Ζ Ζ

+ −
+ + + +
+ −

Ζ
+

 
 

= ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 

 
 

+ ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 

+ ∆ ∆ ( ) ( )
1 1

1, ,
1 1 1 12 2

, , 1 , , , , 1 , , ,

n n

i j k
n n n n
i j k i j k i j k i j k

r
E E E E

z z

+ +
Ζ

−
+ + + +

+ −

 
 

− + − ∆ ∆ 
 

               (25) 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 1 12 2
, , 1, , , , 1, , , ,

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
, 1, , , , 1, , ,

n n
d di j k i j k

n n n n n
i j k i j k i j k i j k i j k

n n
d di j k i j k

n n n n
i j k i j k i j k i j k

r r
F y z c c c c

x x

r r
x z c c c c

y y

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + + +

Θ Θ + Θ Θ − Θ

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + +

Θ + Θ Θ − Θ

 
 

= ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 

 
 

+ ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 

+ ∆ ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
, , 1 , , , , 1 , ,

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
1, , , , 1, , , ,

n n
d di j k i j k

n n n n
i j k i j k i j k i j k

n n
c ci j k i j k

n n n n
i j k i j k i j k i j k

r r
x y c c c c

z z

r r
y z E E E E

x x

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + +

Θ + Θ Θ − Θ

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + +
+ −

 
 

∆ − + − ∆ ∆ 
 

 
 

+ ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 
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( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
, 1, , , , 1, , ,

1 1
1 1, , , ,

1 1 1 12 2
, , 1 , , , , 1 , , .

n n
c ci j k i j k

n n n n
i j k i j k i j k i j k

n n
c ci j k i j k

n n n n
i j k i j k i j k i j k

r r
x z E E E E

y y

r r
x y E E E E

z z

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + +
+ −

+ +
Θ Θ

+ −
+ + + +

+ −

 
 

+ ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 
 
 

+ ∆ ∆ − + − ∆ ∆ 
 

                 (26) 

其中， E p ghρ= − 表示流体的流势。 
结合公式(8)~(12)以及(17)，源汇项

T
, , , , , , , , , , , ,, , , ,i j k oi j k wi j k pi j k si j k OHi j kW W W W W =  W 可表示为 

( ) ( )
( )

1
, , ,1 1

, , , ,

1 , , ,

0,        , ,

n n
wi j k outi j pn n

oi j k oi j k
p

f q x y z
W q

x y z

ψ

ψ

+
+ +

− − ∈= = 
∉

                     (27) 

( )
( )
( )

1
, , ,

1 1
, , , , ,

, , ,
,      , ,

0,         , ,

n n
wi j k out i j p

n n n
wi j k wi j k ini j w

p w

f q x y z
W q q x y z

x y z

ψ
ψ
ψ ψ

+

+ +

− ∈


= = ∈
 ∉ 

                    (28) 

( )
( )
( )

1 1
, , , , ,

1 1
, , , , , ,

, , ,

,          , ,

0,                 , ,

n n n
wi j k outi j pi j k p

n n n n
pi j k ci j k ini j pini j w

p w

f q c x y z

W q q c x y z

x y z

ψ

ψ

ψ ψ

+ +

+ +

− ∈
= = ∈
 ∉ 

                   (29) 

( ) ( )
( )

1 1 1 1
, , , , , , , , , ,

1 1
, , , , , ,

1 , , ,

,                                                , ,
0,                                   

n n n n n n
wi j k out i j wsi j k wi j k out i j osi j k p

n n n n
si j k d i j k ini j sini j w

f q c f q c x y z

W q q c x y z

ψ

ψ

+ + + +

+ +

− − − ∈

= = ∈

( )                    , , p wx y z ψ ψ




 ∉



         (30) 

( )
( )
( )

1 1 1
, , , , , , ,

1 1 1 1
, , , , , , , , , ,

, , ,
,        , ,

0,                                , ,

n n n n
OH i j k wi j k out i j OH i j k p

n n n n n n
OH i j k OH i j k ei j k OH i j k ini j OHini j w

p w

R f q c x y z
W R q R q c x y z

x y z

ψ
ψ
ψ ψ

+ + +

+ + + +

 − ∈


= + = + ∈
 ∉ 

           (31) 

其中，式(31)为修正碱耗后的碱吸附方程源汇项， OHR 为系统碱耗。结合井参数，系统的含水率 1
, ,

n
wi j kf +

可修正为 

( )
( )

, , , , , ,1
, ,

, , , , , ,
1

,
z

i j k wi j k oi j kn
wi j k n

i j k wi j k oi j k
k

WI r r
f

WI r r

+

′ ′ ′
′=

+
=

+∑
                            (32) 

WI 表示井指数[11]，定义如下 
2π ,

ln e

w

K zWI d S
d

∆
=

+
                                    (33) 

其中， ,e wd d 分别为井筒半径和井筒等效半径，S 为表皮系数，当采用矩形离散化网格且渗透率非均质时

ed 表示如下[12] 
1

1 11 12
2 22 2

2 20.28 ,y yx x
e

x y x y

K KK Kd x y
K K K K

 
       ≅ ∆ + ∆ +                  

                 (34) 
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其中， ,x yK K 分别表示在 ,x y 方向上的绝对渗透率。 
类似地，采用全隐式有限差分可将累积项

T
, , , , , , , , , , , ,, , , ,i j k oi j k wi j k pi j k si j k OHi j kA A A A A =  A 表示为 

( ) ( )1 1
, , , , , , , ,, , , ,1

, , , ,1
, , , ,

1 1
, ,

n n n n
i j k wi j k i j k wi j ki j k i j kn n

oi j k oi j kn n n n
oi j k oi j k

S SV V
A A

t B t B
φ φ+ +

+
+

− −
= =
∆ ∆

                 (35) 

1 1
, , , , , , , , , , , ,1

, , , ,1
, , , ,

, ,
n n n n

i j k i j k wi j k i j k i j k wi j kn n
wi j k wi j kn n n n

wi j k wi j k

V S V S
A A

t B t B
φ φ+ +

+
+= =

∆ ∆
                     (36) 

( )

( )

1 1 1
, , , , , , , ,1 1 1

, , , , , , 1
, ,

, , , , , , , ,
, , , , , ,

, ,

1 ,

1 ,

n n n
i j k pi j k wi j k pi j kn n n

pi j k r i j k rpi j kn n
wi j k

n n n
i j k pi j k wi j k pi j kn n n

pi j k r i j k rpi j kn n
wi j k

V S c
A C

t B

V S c
A C

t B

φ
ρ φ

φ
ρ φ

+ + +
+ + +

+

 
= − + 
∆   

 
= − + 
∆   

                   (37) 

( )
1 1 1 1 1 1

, , , , , , , , , , , , , ,1 1 1
, , , , , ,1 1

, , , ,

, , , , , , , , , ,
, ,

, ,

1 ,
n n n n n n

i j k si j k oi j k osi j k si j k wi j k wsi j kn n n
si j k r i j k rsi j kn n n

oi j k wi j k

n n n n
i j k si j k oi j k osi j k si j k win

si j k n n
oi j k

V S c S c
A C

t B B

V S c S
A

t B

φ φ
ρ φ

φ φ

+ + + + + +
+ + +

+ +

 
= + + − 
∆   

= +
∆

( ), , , ,
, , , ,

, ,

1 ,
n n

j k wsi j k n n
r i j k rsi j kn

wi j k

c
C

B
ρ φ

 
+ − 

  

           (38) 

( )
( )

( )
( )

1 1 1
, , , , , , , ,1 1 1 1

, , , , , , , ,2 11
, ,, ,

, , , , , ,
, , , , , , , ,2

, ,

1 ,
1

1
1

n n n
i j k i j k wi j k OH i j kn n n na

OH i j k i j k wi j k OH i j kn nn
wi j kb OH i j k

n n
i j k i j k wi j k On n n na

OH i j k i j k wi j k OH i j kn n
b OH i j k

V S cKA S c
t BK c

V S cKA S c
t K c

φ
φ

φ
φ

+ + +
+ + + +

++

 
 = − +
 ∆ + 

= − +
∆ +

, ,

, ,

,
n

H i j k
n

wi j kB

 
 
 
 

          (39) 

边界条件公式(7)可以表示为 

( )0, 0, 0, , , .x y z
x y z
∂ ∂ ∂

= = = ∀ ∈∂Ω
∂ ∂ ∂
x x x                          (40) 

上式可采用全隐式有限差分离散为 

0, , 1, , 1, , , ,, , 1,2, , , 1,2, , ,
x xj k j k n j k n j k y zj n k n+= = = =x x x x                    (41) 

,0, ,1, , 1, , ,, , 1,2, , , 1,2, , ,
y yi k i k i n k i n k x zi n k n+= = = =x x x x                     (42) 

, ,0 , ,1 , , 1 , ,, , 1,2, , , 1,2, , .
z zi j i j i j n i j n x yi n j n+= = = =x x x x                     (43) 

初始条件公式(6)可用全隐式有限差分离散化为 

( )0
, , , , ,0 , 1, , , 1, , , 1, , .i j k i j k x y zx y z i n j n k n= = = =x x                      (44) 

至此，在时域和空间域上连续的三元复合驱偏微分系统公式(1)~(7)已经通过全隐式有限差分法离散

化为一系列非线性隐式差分代数方程组。 

3.2. 数学模型方程组求解 

针对上节得到的差分代数方程组，这里采用 Newton-Raphson 法[13]进行求解： 

( )
1,

1, 1
1 , , ,

n l

n
n l n n n n

n δ
+

+ +
+

∂
= −

∂ x

G x G x x u
x



  



                         (45) 
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1, 1 1, 1, ,n l n l n lδ+ + + += +x x x                                   (46) 

式中，l 表示迭代次数， 1,n l+x 表示第 l 次迭代的离散状态向量，
1,

1
n l

n

n
+

+

∂
∂ x

G
x





为 Jacobian 矩阵，计算公式如

下： 

1,

1 1 1

1 1, 1, 1, .
n l

n n n n

n n l n l n l
+

+ + +

+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∂ ∂x

G F W A
x x x x



   

                          (47) 

通过求解公式(45)可得 1,n lδ +x ， 1, 1n l+ +x 的更新通过公式(46)实现。算法每一步迭代的具体实现过程如

图 2 所示，其中，ε为设定的精度。在得到的隐式差分代数方程组的基础上，通过迭代求解，得到整个空

间的状态。 

4. 仿真实例 

4.1. 油藏描述 

对于第 2 节中给出的三维三元复合驱模型，假设三元复合驱油藏由四口注入井和九口采出井构成，

所有的井位均匀分布，在每四口采出井中心有一口注入井。其中 S 表示采出井，I 表示注入井。具体井位

分布同图 3 所示。三维油藏参数：长 630 m，宽 630 m，厚 19.990 m，总共有七层，每层厚 2.857 m，净

厚度为 1.4286 m，油层上表面距地表 2420 m，每层的孔隙度为 0.3，孔隙体积为 6 31.1097 10 m× 。油藏中

三种驱替剂(碱、表面活性剂和聚合物)的初始网格浓度为 0 g/L。初始渗透率、初始压力和初始含水饱和  
 

 
Figure 2. Solution process of Newton-Raphson method 
图 2. Newton-Raphson 迭代求解原理图 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.74058


葛玉磊，李树荣 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.74058 486 应用数学进展 
 

 
Figure 3. Distribution of well position 
图 3. 井位分布图 

 
度如图 4、图 5 和图 6 所示。整个油藏分为 , ,x y z 三个方向，其中 ,x y 方向各等分为 21 个网格，z 方向 7
个网格，总网格数为 21 21 7× × 。每口注入井的注入率 inq 为 83m3/天，采出井的采出率 outq 如表 1 所示，

部分油藏参数见表 2。整个驱油过程持续 96 个月，三元复合驱周期为 48 个月，后面为水驱，考虑到三

元复合驱注入的初始时间点，总共有 97L = 个时间点，总空间点为 21 21 7N = × × 。 

4.2. 仿真结果 

采用本文提出的方法对三元复合驱模型进行求解，为四口注入井设置相同的注入策略，对于碱、表

面活性剂和聚合物的具体注入浓度如下： 

( ) ( ) ( )3.7,2.8,1.3 g L, 2.9,1.3,0.6 g L, 2.7,1.4,1.1 g L.OHin sin pinc c c= = =  

整个采油周期为 96 个月，驱替剂注入为三段塞，每个段塞持续 16 个月，共 48 个月，剩余时间为水

驱。具体的注入策略如图 7(a)所示，由于三维三元复合驱中考虑时间、空间和含水饱和度因素，总共五

个维度，无法再三维图形中显示。为了说明建模效果，我们选取第三层中从 ( )1,11,3 到 ( )21,11,3 的 21 个

网格，将结果显示在图 7 中。图 7(b)为 CMG 数值模拟软件得到的空间含水饱和度，图 7(c)为采用本文提

出方法求解得到的含水饱和度。图 8 为含水饱和度的求解误差。图 9 为九口采出井的含水率结果对比。

通过对比可以发现，本文提出的方法的求解结果与 CMG2010 软件的求解结果，无论是对于含水饱和度

状态还是含水率都基本一致。从而说明了本文提出方法的有效性。 

5. 结论 

三元复合驱是一项重要的三次采油技术，由于其模型复杂，涉及变量多，油藏成分不确定等因素，

目前很少有学者对三元复合驱的数学模型和计算方法进行系统的研究。本文建立了三元复合驱的渗流模 
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Figure 4. Distribution of initial permeability 
图 4. 初始渗透率分布 

 

 
Figure 5. Distribution of initial pressure 
图 5. 初始压力分布 

 

 
Figure 6. Distribution of initial water saturation 
图 6. 初始含水饱和度分布 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figure 7. Comparison of solution results. (a) Injection concentration; (b) Simulation result of 
CMG software; (c) Solution reult with proposed method in this paper 
图 7. 求解结果对比。(a) 注入浓度；(b) CMG 软件结果；(c) 本文提出方法的求解结果 
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Figure 8. Modeling error of water saturation 
图 8. 含水饱和度建模误差 

 

 
Figure 9. Comparison of moisture content for nine production wells 
图 9. 九口采出井含水率比较 

 
Table 1. Liquid withdrawal amount of production wells 
表 1. 采出井采液量 

生产井位号 S1-1 S1-2 S1-3 S2-1 S2-2 S2-3 S3-1 S3-2 S3-3 

产液量 m3/d 20.75 41.5 20.75 83 41.5 41.5 20.75 41.5 20.75 
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Table 2. Partial reservoir parameters for ASP flooding 
表 2. 三元复合驱部分油藏参数 

符号 数值 符号 数值 符号 数值 

maxOHM  800 maxsM  200 maxpM  600 

maxOHc  2 maxsc  0.5 maxpc  1.5 
0
wS  0.35 orS  0.02 pD  51 10−×  

OHD  51.5 10−×  sD  50.9 10−×  oµ  20 

oρ  950 wµ  0.458 sρ  1000 

wρ  1000 rρ  2000 ------ ------ 

注：变量的单位为： maxMΘ -kg， maxcΘ -g/L，ρ-kg/m3，D-m2/s，μ-μm2，S-[-]。 

 
型，能够科学的描述油水渗流机理，碱、表面活性剂和聚合物的吸附过程，以及对油藏物理化学特性的

影响。采用全隐式有限差分法多数学模型进行离散求解，具有较好的数值稳定性和收敛性。将偏微分方

程系统离散化为差分方程组后，结合 Newton-Raphson 法进行求解，通过与成熟数值模拟软件 CMG 的结

果对比，验证了本文提出方法的精度和求解效果。 
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附录 

与传统的单一化学驱相比，三元复合驱的复杂性不仅表现在支配方程上，多种驱替剂的相互作用，

使得物化代数方程也需进行全面的修正。 
1) 碱耗 
碱耗是三元复合驱中一个非常重要的因素，它直接影响驱油的成败。影响碱耗的因素较多，且较复

杂，本模型只考虑驱油中对碱耗影响重要的因素(吸附、酸性物质消耗、重金属离子消耗)，进行简化处理，

以达到既能较好的描述碱耗，又能具有较强的实用性的目的。模型中的碱耗通过化学反应项 ir 进行描述。

表达如下[1]： 

( )1 2 3 ,OH wR S r r r
t

φ ∂
= − + +

∂
                                (48) 

式中，r 为单位体积的碱消耗量。 
考虑的主要影响如下： 
a) 溶液中的 Na+与岩石表面的 +H 得离子交换引起的快速碱耗 1r ：该碱耗可近似表示为类似 Langmuir

型的吸附等温式： 

0 1
1 1

1

,
1

OH

OH

a cr r
a c

=
+

                                    (49) 

式中 0
1r 表示该现象引起的最大碱耗， 1a 为系数，均由实验资料确定。 

b) 原油中酸性物质引起的碱耗 2r ： 

( )2 2 HA , ,w OHr r c=                                    (50) 

实验给出不同酸、碱浓度下的碱耗曲线。 
c) Ca2+，Mg2+离子引起的碱耗 3r ： 

( )2+ 2+3 3 Ca Mg
, , ,OHr r K K c=                                 (51) 

式中 2+ 2+Ca Mg
,K K 分别表示相应物质的溶度积。 

2) 表面张力 
采用表面张力等值图描述多种化学剂的复合协同效应，对于给定的原油和配置水的矿化度，表面张

力主要随碱、表面活性剂、聚合物的浓度变化[14]： 

( ), , .OH p sc c cσ σ=                                    (52) 

3) 毛细管压力 
复合体系的毛细管压力可以描述成油水毛细管压力和界面张力的函数： 

( ) ( )1 ,PCN
cow w PC n

a

p S C S
K
φ

= ⋅ ⋅ −                            (53) 

式中 ,PC PCC N 为常数， nS 为湿相饱和度。 
4) 表面活性剂吸附 
表面活性剂的吸附滞留损失可用下式进行描述[15]： 

0

max

pH 71 ,
1 pH 7

s s
rs rs s

s s

a cC C b
a c

 −
= − + − 

                           (54) 
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式中 0 ,rs sC a 与离子强度有关， maxpH 为注入碱浓度的 pH 值， sb 为系数。 
5) 聚合物的吸附量 
遵循 Langmuir 等温吸附规律，采用下式进行计算，考虑到聚合物的吸附与盐度的关系为可逆的，与

浓度的关系为不可逆的[16]。 

1max

1

,
1

p
rp rp

p

a c
C C

b c
=

+
                                  (55) 

式中， max
rpC 表示不同含盐度下聚合物在岩石表面的最大吸附量， 1 1,a b 为平衡吸附常数。 

6) 相对渗透率 
水、油相对渗透率 ,rw rok k 通常采用插值的方法获得，但是由于插值区间和精度的限制，该方法往往

无法获取整个区间的精确值。这里采用辨识的方法获得，具体如下[17]： 

( ) ( ), 1 ,B D
rw ro w wK A S S C= ⋅ − ⋅ −                              (56) 

其中， , , ,A B C D 表示通过样本数据辨识得到的参数。 
由于多元驱替剂的加入，必须要考虑渗透率的衰减，它主要是由聚合物的吸附滞留所引起，可利用

下式进行描述： 

( )max

max

1
1 ,k p

k
p

R q
R

q
− ⋅

= +                                  (57) 

式中 ,p kq R 分别表示不同含盐度下聚合物吸附滞留量和水相渗透率下降系数。 
7) 液相的黏度 
液相的静止黏度(零剪切速率下的黏度)是聚合物的浓度和含盐度的函数，Flory-Huggins 方程用于考

虑含盐度的变化情况。 

( )0 1 2 3
1 2 31 ,p w p p pa c a c a cµ µ= + + + +                            (58) 

式中 1 2 3, , ,a a a 为经验常数，与含盐度有关。 
ASP 溶液的黏度与剪切速率( γ )的关系可由 Meter 方程表达为 

0

ASP 1

1 2

,

1
a

p w
w P

µ µ
µ µ

γ
γ

−

−
= +

 
+  
  





                               (59) 

式中， 1 2γ 为当黏度等于 0
pµ 和 wµ 平均值时的剪切速率， aP 为经济系数。 

8) 残余饱和度 
各相残余饱和度与毛管数 cN 有关，通过实验可测得不同毛管数下的残余饱和度。 

,j j j
c

V
N

µ

σ
=
∑                                    (60) 

( ),rj rj cS S N=                                     (61) 

式中 rjS 表示 j 相的残余饱和度。 
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