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Abstract 
Based on the FHN-ML model of electro synaptic coupling neurons, the stability near the equilibrium 
point and the equilibrium point of the system are discussed. The existence of Hopf bifurcation and 
the direction of Hopf bifurcation are proved by using the normal form theory and Hassard method. 
The periodic solution and approximate period are given. Finally, this paper uses numerical simula-
tion tools such as MATLAB, C language to study the bifurcation behavior and dynamics of the model 
under a single parameter, verify the interference of external stimuli on the neural system model, 
and apply the final conclusion to provide a theoretical basis for neuron physiological experiments. 
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摘  要 

基于电突触耦合神经元FHN-ML模型，讨论了该系统的平衡点及平衡点附近的稳定性，利用范式理论、

Hassard等人降维方法，证明了系统Hopf分岔的存在并且确定了Hopf分岔的方向，给出了周期解与近似

周期。最后，利用Matlab、C语言等数值模拟工具研究模型在单个参数下的分岔行为及动力学现象，验

证了存在外界刺激对神经系统模型的干扰作用，应用最终的结论为神经元生理学实验提供理论依据。 
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1. 引言 

在一完整的生物系统中，其神经系统是由大量高度内联的神经元细胞构成的。神经元之间的信息传

递是通过细胞膜间动作电位的变化实现的[1]。近半个世纪，医学专家通过医学实验将神经元的信息传递

规律用微分方程的形式表现出来。近几年，国内外学者通过对神经元系统的研究和数值模拟，发现神经

元系统发生 Hopf 分岔的仿真结果表明细胞膜受刺激后产生连续动作电位的异变波形同医学实验中观察

到的病变现象十分相似[2]，说明生理参数变化引发神经系统分岔可能是肌肉疾病的诱因。 
在神经元模型中，FHN 模型和 ML 模型具有简易性和现象丰富性的特点，因此它们经常应用于各种

科学研究及验证。Morris 等首次提出 ML 模型，随后很多学者把神经元膜电位方程中的外界刺激电流变

为由动力学方程控制的变量，将模型改进成三维 ML 模型，从而进一步研究外界刺激带来的神经元复杂

动力学现象[3]。其次，FitzHugh 和 Nagumo 等共同提出 FHN 模型，并研究了外界周期脉冲激励下，神经

元系统产生的随机整数倍和混沌多峰放电节律的关系，表明了两类节律的动力学特性[4] [5]。另外，近年

来，国内杨雨潼[4]等以 FHN 和 ML 神经元模型为基础，通过两个神经元的电耦合，构建 FHN-ML 模型，

基于 FHN-ML 模型，研究了外界刺激和时滞对 FHN-ML 模型发放模式的影响。 
本文以 FHN-ML 模型为基础，首先分析系统的平衡点及其稳定性，利用范式理论，分析 Hopf 分岔

的存在性并且确定分岔方向，并给出近似周期解与近似周期。最后，利用数值模拟方法研究模型在单个

参数下的分岔行为及动力学现象，验证了存在外界刺激对神经系统模型的干扰作用，应用最终的结论为

神经元生理学实验提供理论依据。 

2. 模型描述 

在参考文献[4]，以 FHN 和 ML 两个神经元模型为基础，通过电突触耦合，构建出 FHN-ML 神经元

模型： 

( )
3

1 1
1 2 1

d
d 3 stim c
V VV Y I g V V
t
= − − + + −                              (1) 

( )1
d 0.008 0.7 0.8
d
Y V Y
t
= + −                                 (2) 

( )( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 1 2

d
d Ca Ca K K L L ext c
VC g m V V V g V V g V V I I g V V
t

ω∞= − − − − − − − − + −            (3) 

( ) ( )( )2 2
d
d

VV
t
ω λ ω ω∞= −                                  (4) 

( )2
d 0.2
d
I V
t

α= +                                     (5) 
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其中， 

( ) 2 11
2

22

1 1 tanh
2

V vm v
v∞

 −
= + 

 
                              (6) 

( ) 2 33
2

44

1 1 tanh
2

V vv
v

ω∞

 −
= + 

 
                              (7) 

( ) 2 33
2

44

1 cosh
3 2

V vv
v

λ
 −

=  
 

                                (8) 

( )1 mVV 、 ( )2 mVV 分别代表 FHN 神经元和 ML 神经元的膜电位；C 表示膜电容；Y、ω 分别表示

FHN 神经元和 ML 神经元的恢复变量；I 表示慢变调节电流，α 为时间尺度因子，取值为 0.005； cg 是两

个神经元之间的连接强度。 ( )2mS cmCag 、 ( )2mS cmKg 、 ( )2mS cmLg 、 ( )mVCaV 、 ( )mVKV 、 ( )mVLV
分别表示钙离子通道、钾离子通道、漏电流通道的最大电导和反转电压； ( )1 Vm 、 ( )1 Vλ 分别是钙离子

通道和钾离子通道打开的概率的稳态值； ( )Vλ 为激活时间常数； ( )22 mVv 、 ( )44 mVv 分别表示依赖于电

压的 ( )1 Vm 和 ( )1 Vω 斜率的倒数； ( )11 mVv 、 ( )33 mVv 是依赖于 ( )22 mVv 和 ( )44 mVv 的系统参数。 

3. 系统平衡点及其稳定性 

3.1. 平衡点 

一个系统的平衡点指的是那些系统状态不依赖于时间 t 而发生改变的那些点，因此我们可以通过求

解系统的零线从而进一步判断系统的稳定状态与向量场。首先，令式子(1) = (2) = (3) = (4) = (5) = 0，可以

得到关于该系统平衡点的表达式 ( )* * * * * *
1 2, , , ,V Y V Iχ ω 。其中， ( )* *

1 0.7 0.8Y V= + ， *
2 0.2V = − ， 

*
* 2 33

44

1 1 tanh
2

V v
v

ω
 −

= + 
 

， ( )( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * *
¥ 2 2 2 2 1 2Ca Ca K K L L ext cI g m V V V g V V g V V I g V Vω= − − − − − − − + − 。而

*
1V 满足式子： 

( ) ( )
*3

* * * *1
1 1 2 10.7 0.8 0

3 stim c
VV V I g V V− − + + − − =  

根据卡尔丹公式，上述一元三次方程的判别式为： 
2 27 4 19 0.2 0

8 3 4c cg g   ∆ = − + + − + >   
   

 

故 *
1V 恒有一个实数解，进一步可以求解出该神经元系统的平衡点。因此，系统恒有一个平衡点。 

3.2. 平衡点附近的稳定性 

通过前面分析，已经求解出系统的平衡点，接下来继续分析模型平衡点附近的稳定性。首先，在平

衡点 ( )* * * * * *
1 2, , , ,V Y V Iχ ω 附近线性化该系统，可得到一个五阶的 Jacobian 矩阵 eJ ： 

( )

11

*
33 34

43 44

1 0 0
0.008 0.0064 0 0 0

0 1
0 0 0
0 0 0 0

c

i

e c
j

J g

fJ g J J
x

J J
χ

α

− 
 
 ∂  = = −

∂  
 
 
 

 

其中 33J 、 43J 的表达式如下： 
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*2
11 11 cJ V g− −= ， ( )*

34 2k KJ g V V= − − ， 

* *
* 2 2 11

33 2*
222 11

22

1 1 tanh
2

2 cosh

Ca Ca Ca
c L K Ca

g V g V V vJ g g g g
vV v

v

ω
 − −

= − − − + − + 
   −
 
 

， 

* * * *
* 2 33 2 33 2 33 2 33

43
44 44 44 44

*
2 33

2*
44 2 33

44

1 1 1sinh sinh sinh tanh
6 2 12 2 12 2

1 1cosh
6 2

tanh

V v V v V v V vJ
v v v v

V v
v V v

v

ω
− − − −

= − + +

−
+

 −
 
 

。 

最后进一步计算得到 Jacobian 矩阵的特征方程 
5 4 3 2

1 2 3 4 5 0a a a a aζ ζ ζ ζ ζ+ + + + + =                               (9) 

其中， 

1 44 33 110.0064a J J J= − − − ， 
2

2 44 33 11 43 34 33 44 11 33 11 440.008 0.0064 0.0064 0.0064 ca J J J g J J J J J J J Jα= + − − − − − + + + ， 

2
3 11 43 34 11 33 44 44 33 44

2
11 11 44 11 33 44 33 44

0.008 0.008 0.0064 0.0064

0.0064 0.0064 0.0064
c

c

a J J J J J J J J g J

J J J J J g J J J

α α

α

= − − − + − −

− + + + +
， 

4 11 44 11 33 44 11 43 34 44
2

43 34 11 44 33 44

0.0064 0.0064 0.008 0.0064

0.008 0.0064 0.0064 0.008c

a J J J J J J J J J

J J J g J J J

α α α

α

= − + + −

− − + +
， 

5 11 44 440.0064 0.008a J J Jα α= − 。 

然后通过数学计算软件得到上述特征方程的特征值，进一步根据特征值的正负与根的类型来判断该

平衡点的稳定性及其类型。 

3.3. 数值模拟 

进一步，给出不同参数的数值来讨论平衡点附近的稳定性。 
选取 0stimI = 、 0.3cg = 、 1.2Cag = 、 1.0CaV = 、 11 0.01v = − 、 22 0.15v = 、 33 0.10v = 、 44 0.05v = 、 1.1KV = − 、

0.5Lg = 、 0.5LV = − ，可以求得平衡点 { }*
1 1.032639, 0.415821, 0.2,0, 0.293796χ = − − − − ，该平衡点对应的特

征值为：
{

}

*
1 2.72981585919936 1.04351710470634 ; 2.72981585919936 1.04351710470634 ;

0.572818994271351;0.010106020756127162;0.001552788282777

i iζ − + − −
。因为特

征值为一对具有负实部的共轭特征根和三个正实根，故平衡点附近是非渐进稳定的，在此处它是一个不

稳定的螺旋点或者焦点，在该点附近系统的相轨迹不会趋于该点。 
当参数选取情况如下： 2stimI = 、 0.3cg = 、 1.2Cag = 、 1.0CaV = 、 11 0.01v = − 、 22 0.15v = 、 33 0.10v = 、

44 0.05v = 、 1.1KV = − 、 0.5Lg = 、 0.5LV = − ，该状态下平衡点 { }*
2 1.1092269,2.2615, 0.2,0,0.348744χ = − ，

特征根为：
{

}

*
2 2.54733210875900 0.174494451809418 ,2.54733210875900 0.174494451809418 ,

0.67945816902435,0.0151524152487689, 0.00142401463321090

i iζ + −

−
。因为

特征值是一对具有正实部的共轭特征根和两个正实根与一负实根，故平衡点附近是非渐进稳定的，其对

应于生理学现象是细胞膜电位去极化过程中的某个暂态平衡，膜电位经过该点的去极化过程，恢复成静

息状态。 
另一组参数选取情况为： 0.935stimI = 、 0.3cg = 、 1.2Cag = 、 1.0CaV = 、11 0.01v = − 、 22 0.15v = 、 33 0.10v = 、
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44 0.05v = 、 1.1KV = − 、 0.5Lg = 、 0.5LV = − ，该状态下平衡点 { }*
3 1.032639, 0.415821, 0.2,0, 0.293796χ = − − − − 。

其特征值为：
{

}

*
3 2.19766777072669 1.16524733247789 , 2.19766777072669 1.16524733247789 ,

0.191104660446029 , 0.191104660446029 , 0.0126826416205372

i i

i i

ζ − + − −

− −
。因

为该平衡点有三个负实部特征值，且另两个特征值是零实部的共轭根，故它是一个非双曲的平衡态，神

经元系统在平衡点附近的状态结构不稳定，任意小的刺激扰动都会导致平衡点的消失或者改变平衡点附

近的拓扑结构。 
综上所述，该神经元系统在平衡点 *

1χ 与 *
2χ 附近会失去稳定性，其状态轨线会发生偏移。而当系统参

数变化时，平衡点 *
3χ 处系统的拓扑结构会发生变化，表现为结构的不稳定性，它对系统的影响特性较大。 

4. Hopf 分叉的稳定性及分岔方向 

4.1. 理论分析 

在这一部分中，主要研究了当平衡点附近出现一对复共轭特征值时，系统的状态改变情况。而当模

型出现 Hopf 分岔，系统的周期轨道流消失或者出现，即系统从稳态变化到振荡状态(或者从振荡状态变

化到稳态)，而这是衡量系统现象的一个重要机制。 
出自于上述目的，首先从线性化 Jacobian 矩阵所得到的特征方程(9)进行分析。为了满足 Hopf 分叉

的存在条件及横截性条件，我们首先考虑上述特征方程(9)关于分岔参数 KV 的导数， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

14 4 3
1

2 33 2 2
2

4 5
3 4

5 4

3

2

K K K K
K K K K

K K K K

K K K
K K K K

K K K

K K K K
K K K K

K K K K

f V V a V V
V V a V V

V V V V
a V V a V

V a V V V
V V V

V a V V a V
a V V V a V

V V V V

ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ
ζ ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂

 

假定存在一复特征值： ( ) ( ) ( )K K KV V i Vζ α ω= + ，解方程 ( ) 0K
K

f V
V
∂

=
∂

，并且将其实部与虚部分离可

得： 

0 0 1 1
2 2

0 1K

a b a b
V a a

α  −∂  = −
 ∂ + 

， 1 0 0 1
2 2

0 1K

a b a b
V a a

ω  +∂  = −
 ∂ + 

 

其中， 

( ) ( ) ( )4 2 4 4 3 2 2 2
0 1 2 3 45 6 4 3 3 2a a a a aα α ω ω α αω α ω α= − + + − + − + +  

( ) ( ) ( )3 3 3 2
1 1 2 35 4 4 4 3 3 2 2a a a aαω α ω ω α ω αω ω= − + − + − −  

( ) ( ) ( )4 2 4 4 3 2 2 2 3 51 2 4
0 6 3

K K K K K

a aa a ab
V V V V V

α α ω ω α αω α ω α
∂ ∂∂ ∂ ∂

= − + + − + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( )3 3 3 2 31 2 4
1 4 4 3 2

K K K K

aa a ab
V V V V

αω α ω ω α ω αω ω
∂∂ ∂ ∂

= − − − + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

由上式可得 ( ) 0
cK

K

V
V
α∂

≠
∂

。当满足 ( )( ) ( )0 3, 4,5
ce j KR V jζ < = ，根据 Poincare-Andronov-Hopf 理论，

可知该神经元系统在 ( )*,
cKVχ 会发生 Hopf 分岔。 
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若该特征值为纯虚数： 0iζ ω= ，Hopf 分岔所满足的条件为： ( )
1

1 2
2 2

0 2 2 4 24w a a a


−


 
 

= ± 与

2 2 2 2 2
5 1 2 3 4 1 2 5 1 4 5 1 4 3 4 3 4 52a a a a a a a a a a a a a a a a a a− + − + − − + ，上述分别为应用到了横截条件与Roth-Hurwitz判据。 
最后，应用 Hassard，Wan [6] [7]方法，在分岔参数

cKV 附近分析系统 Hopf 分岔稳定性与分岔方向。

若该系统特征值存在一共轭对，满足 ( )0 0α = ， ( )0 0 0ω ω= > 。存在一变换 P 使得 Jacobian 矩阵 ( )ce KJ V

变成如下形式： 

( )
0

1
0

0
0

0
0

ce KP J V P
D

ω
ω−

 − 
  =   
 
 

 

矩阵 P 定义如下： ( ) ( )( ) ( )1 1 3 4 5 1 , 5
Re , Im , , , ij i j

P v v v v v P
≤ ≤

= = ， iv 表示其特征值所对应的特征向量。 

做代换 ( )1 *Y P X χ−= − ， ( ) ( )1 *, ,K KF Y V P F PY Vχ−= + ，原神经元系统表示为 ( ), KY F Y V= 。应用

Hassard 方法[6] [7]可得以下式子： 

( )( )
1 22

11 11 11 111
20 11 1

2
2 e

e

P P VPF P V
M M

−
− −

= − = ， ( )( )
1 22

11 12 11 112
02 11 1

2
2 e

e

P P VPF P V
M M

−
− −

= − = ， 

( )( )
1

21 11 12 12 111 12
11 21 1

2
2 e

e

P P P VP PF P V
M M

−
−−

= − = ， ( )( )
1 22

21 11 12 111
20 21 1

2
2 e

e

P P VPF P V
M M

−
−−

= − = ， 

( )( )
1 22

21 12 12 112
02 21 1

2
2 e

e

P P VPF P V
M M

−
−−

= − = ， ( )( )
1

11 11 12 11 111 12
11 11 1

2
2 e

e

P P P VP PF P V
M M

−
− −

= − = ， 

3 1
1 11 11

30
2P PF

M

−−
= ，

2 1
1 11 12 11

12
2  P P PF

M

−−
= ，

2 1
2 12 11 21

21
2  P P PF

M

−

= ，
3 1

2 12 31
03

2
 

P PF
M

−

= ， 

2 1
2 11 12 21

12
2  P P PF

M

−

= ，
2 1

1 12 11 12
21

2P P PF
M

−−
= ，

3 1
1 12 11

03
2P PF

M

−−
= ，

1
2 11 21

30
2  P PF

M

−

= ， 

( )1 1 2 2 2 1
20 20 02 11 20 02 11

1  2 2
4

g F F F i F F F = − + + − − ， ( )1 1 2 2
11 20 02 20 02

1 
4

g F F i F F = + + +  ， 

( )1 1 2 2 2 1
02 20 02 11 20 02 11

1  2 2
4

g F F F i F F F = − − + − + ， ( )1 1 2 2 2 2 1 1
21 30 12 21 03 30 12 21 03

1 
8

g F F F F i F F F F = + + + + + − − ， 

 ( ) 02 02 21
1 , 20 11 11 11

0

2
2 3 2Dr d

g g gic g g g g g
ω

 
= − − +  

 
。 

综上，可得下面三个判断分岔的重要式子： 

 ( )
( )
1

2

Re

e

K

K

K

c V

V
V

µ
α

  = −
∂

∂

，

 ( ) ( )
1 2

2
0

Im eK
K

K

V
c V

V
ω

µ
τ

ω

∂
  +  ∂

= − ，  ( )2 12Re Kc Vβ  =    

当系统的分岔参数通过临界值
cKV 时，其会经历 Hopf 分岔，并出现下列特性： 

1) 若 ( )2 20 0µ µ< > ，Hopf 分岔为超临界(亚临界)；2) ( )2 20 0β β< > ，分岔周期解轨道是稳定(不稳

定)；3) ( )2 20 0τ τ> < 周期解的周期增加(减少)。 
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模型系统有唯一振幅周期解，周期为 ( )( ) ( )12π 1 Im
eKT Vτ ε ζ= + ；周期解近似为： 

( ) ( ) ( )
1

2π
2

*
1

2

Re ee
e e

it
K K T

K K K

V V
V v V Vµχ χ ο

µ

 − 
 = + + − 
    

。 

4.2. 数值模拟 

将 4.1 节的 Hopf 理论应用于实际的数值模拟仿真中。首先，选取 K+的反转电压 kV 为分岔参数，其

他参数为 2stimI = 、 0.06ω = 、 1cg = 、 1.2Cag = 、 1.0CaV = 、 11 0.01v = − 、 22 0.15v = 、 33 0.95v = 、 44 2.88v = 、

0.5Lg = 、 2.3LV = ，在该状态下系统对应的特征值为： 
{

}

* 2.19766777072669 1.16524733247789 , 2.19766777072669 1.16524733247789 ,

0.191104660446029 , 0.191104660446029 , 0.012682641620537
h i i

i i

ζ − + − −

+ − −
。经计算发现 

( ) 0.09772891759 0
cK

K

V
V
α∂

= ≠
∂

，可知该神经元系统发生 Hopf 分岔。故存在矩阵 P 如下： 

[ ]{
[ ]

0.03211236957,0.02784223182,0.5390083631,0.269739437, 0.09533381327 ;

0.9530354946, 0.02734412932,0.2070669587,0.1126840960, 0.003800410598 ;

0.1540678539 0.2482241553 ,0.00005549414015 0.000993593874

P

i

= − −

− −

− + −[
]

[

0 ,1.798591571

0.826708254 ,1.852037871 0.5409967409 , 0.002523293439 0.003383349541 ;

0.1540678539 0.2482241553 ,0.00005549414015 0.0009935938740 ,1.798591571

0.226708254 ,1.852037871, 0.05409967409

i

i i i

i i

i i

− + − +

− − +

+ − ]
[ ]}

, 0.002523293439 0.003383349541 ;

0.4371229829,0.1212269430, 0.0969309529, 0.04879328387,0.02159146544

i− −

− − −

 

使得 Jacobian 矩阵 ( )ce KJ V 变成上述的准对角线形式。然后，应用 Hassard 等人的降维方法，计算出

决 定 分 岔 方 向 的 几 个 参 数 如 下 ： 20 0.0183569 0.0183569g i= + ； 11 0.0287406 0.0287406g i= − ；

02 0.04499768 0.044998g i= − ； 21 0.00203028 0.006004g i= + ；进一步计算得 

( )1 0.00101514 0.00641 8080 35 ic −= 。最后， Hopf 分岔方向的三个参数为 2 0.0103873 0µ = − < ；

2 0.00101513 0β = > ； 2 0.03192142539 0τ = − < 。根据数值结果，Hopf 分岔是超临界的。已知 2 0µ < ，分

岔方向的存在于范围 2µ µ< 。进一步， 2 0β > ，可以得到系统解是一个周期增加的渐进稳定轨道。系统

振幅的周期为 ( )( )2π 1 0.191104660445T τ ε= + ，周期近似解为： 

( ) ( )
1 2π
2

1.032639 0.03211236957
0.415821 0.02784223182

1.1 Re e 1.10.2 0.5390083631
0.0103873

0 0.269739437
0.293796 0.09533381327

it
TK

K
V Vµχ ο

− −   
   −   +    = + + +−  −    
   
   − −   

 

5. 分岔及混沌的数值仿真 

根据以上理论分析，系统所发生的分岔会随着参数选取的不同而发生改变。固定某些参数，选取其

中某些参数作为分岔参数可以得到相应的 Hopf 分岔图和倍周期分岔图，同时也可以观察到系统丰富的动

力学现象。 
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5.1. 对于 K+最大电导的数值仿真 

1) 当固定 2sinstimI tω= 、 0.06ω = 、 1cg = 、 2.9Cag = 、 0.8CaV = 、 11 1.01v = − 、 22 1.15v = 、 33 0.95v = 、

44 2.88v = 、 2.3KV = 、 0.5Lg = 、 2.3LV = ，代表 K+最大电导的参数 [ ]5.5,10.5Kg ∈ 变化时，该神经元系

统的数值仿真如图 1(a)。随着参数 Kg 的逐渐增大，系统的稳定性也在不断变化。随着 K+最大电导的增大

系统出现倍周期现象，并出现混沌状态。随即又出现了多周期与混沌状态交替出现的行为。 
2) 当固定该系统的其他参数 2sinstimI tω= 、 0.06ω = 、 1cg = 、 2.9Cag = 、 0.92CaV = 、 1.1KV = 、

0.5Lg = 、 0.5LV = − 、 0extI = ，参数 [ ]3.50, 2.95Kg ∈ − − 变化时，系统动力学行为如图 1(b)。随着参数 Kg
的逐渐增大，系统由单周期状态进入倍周期—混沌状态，然后逆倍周期变化进入二周期状态。系统在经

历倍周期—混沌—逆倍周期复杂的反复动力学行为后，最后达到一周期的稳定运动状态。所以，在其他

条件一定的状态下将 K+最大电导控制在某些范围内，该电耦合的神经元系统会进入稳定状态。 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 1. Dynamic bifurcation diagram of parameters gK 
图 1. 参数 gK的动力学分岔图 
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5.2. 对于外界交流电频率的数值仿真 

1) 当选择参数 0.8sinstimI tω= 、 0.3cg = 、 1.2Cag = 、 1.0CaV = 、 11 0.01v = − 、 22 0.15v = 、 33 0.10v = 、

44 0.95v = 、 2.0Kg = 、 1.1KV = − 、 0.5Lg = 、 0.5LV = − ，外界交流电频率参数 [ ]0.25,0.59ω∈ 变化时，该

神经元系统的数值仿真如图 2(a)。随着参数ω 的逐渐增大，系统的稳定性也在不断变化。参数ω 逐渐增

大，系统在经历倍周期—混沌—逆倍周期动力学行为后，最后达到二周期的稳定运动状态。当参数

[ ]0.59,0.85ω∈ 变化时，其数值仿真如图 2(b)，系统呈现出另一种动力学行为：Hopf 分岔现象。 
2) 另外界交流电 0.8sinstimI tω= ，其他参数 cg 、 Cag 、 CaV 、 11v 、 22v 、 44v 、 Kg 、 KV 、 Lg 、 LV 同

上，参数 33 0.33v = 。频率 [ ]0.2,1.1ω∈ 变化时，系统动力学行为如图 2(c)。系统在经历倍周期—混沌—逆

倍周期复杂的反复动力学行为后，最后达到一周期的稳定运动状态呈现出与上面不一样的现象。 
3) 外界交流电 0.8sinstimI tω= ，其他参数 cg 、 Cag 、 CaV 、 11v 、 22v 、 44v 、 Kg 、 KV 、 Lg 、 LV 同上，

参数 33 0.70v = 。频率 [ ]0.25,2.7ω∈ 变化时，其单参分岔行为如图 2(d)。随着外界交流电频率的增大，系

统出现倍周期—混沌现象，随机出现了周期—混沌交替的动力学现象。 
 

 
(a)                                                      (b) 

 
(c)                                                      (d) 

Figure 2. Dynamic bifurcation diagram of parameters ω 
图 2. 参数 ω的动力学分岔图 
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6. 结束语 

首先分析了电耦合神经元系统 FHN-ML 模型的平衡点及其附近的稳定性，发现系统恒有一实数平衡

点。其次，我们利用 Hassard 等人的高维系统降维方法，讨论了系统 Hopf 分岔的存在性并且确定了 Hopf
分岔的方向，并给出近似周期解与近似周期。得到了一个超临界的 Hopf 分岔，确定系统解是一个周期增

加的渐进稳定轨道。在数值模拟过程中，以 KV 为分岔参数，给出了满足条件的一个 Hopf 分岔。最后，

利用 C 语言、Matlab 等工具研究模型在单个参数下的分岔行为及动力学现象，验证了存在外界刺激对神

经系统模型的干扰作用，应用最终的结论为神经元生理学实验提供理论依据。 

参考文献 
[1] 陈良泉. Hodgkin-Huxley 模型的分岔分析与控制[D]: [硕士学位论文]. 天津: 天津大学, 2006. 

[2] 袁春华, 王江. 神经元模型的稳定性分析与 Hopf 分岔控制[J]. 振动工程学报, 2015, 28(1): 52-58. 

[3] 周毅. 神经元 Morris-Lecar 模型簇放电活动的分岔研究[J]. 长春工业大学学报(自然科学版), 2012, 33(4): 
427-431. 

[4] 杨雨潼, 刘深泉. FHN-ML 电耦合神经元的发放模式和分岔分析[J]. 中国医学物理学杂志, 2017, 34(3): 306-313. 

[5] 魏春玲, 古华光, 杨明浩, 等. 周期激励下 FitzHugh-Nagumo 模型的两种多峰分布放电节律[J]. 生物物理学报, 
2008, 24(1): 22-28. 

[6] Megam Ngouonkadi, E.B., Fotsin, H.B., Louodop Fotso, P., et al. (2016) Bifurcations and Multistablity in the Extend 
Hindmarsh-Rose Neuronal Oscillator. Chaos, Solitons and Fractals, 85, 151-163.  
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2016.02.001 

[7] Hassard, B.D. and Wan, Y.H. (1978) Bifurcation Formulae Derived from Center Manifold Theory. Journal of Mathe-
matical Analysis and Applications, 63, 297-312. https://doi.org/10.1016/0022-247X(78)90120-8 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

知网检索的两种方式： 

1. 打开知网页面 http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD 
下拉列表框选择：[ISSN]，输入期刊 ISSN：2324-7991，即可查询 

2. 打开知网首页 http://cnki.net/ 
左侧“国际文献总库”进入，输入文章标题，即可查询 

投稿请点击：http://www.hanspub.org/Submission.aspx 
期刊邮箱：aam@hanspub.org 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.710150
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2016.02.001
https://doi.org/10.1016/0022-247X(78)90120-8
http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD
http://cnki.net/
http://www.hanspub.org/Submission.aspx
mailto:aam@hanspub.org

	Study on Stability and Hopf Bifurcation of FHN-ML Neuron System
	Abstract
	Keywords
	FHN-ML神经元系统的稳定性及Hopf分岔研究
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 模型描述
	3. 系统平衡点及其稳定性
	3.1. 平衡点
	3.2. 平衡点附近的稳定性
	3.3. 数值模拟

	4. Hopf分叉的稳定性及分岔方向
	4.1. 理论分析
	4.2. 数值模拟

	5. 分岔及混沌的数值仿真
	5.1. 对于K+最大电导的数值仿真
	5.2. 对于外界交流电频率的数值仿真

	6. 结束语
	参考文献

