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Abstract 
Based on the Zika Virus specifically targeting to kill glioma stem cells, and having no effect on 
normal cells, we build a mathematical model about normal cells and brain tumor cells compet-
ing nutrient in culture dish adding Zika Virus Oncolytic therapy by analyzing the existence and 
stability of the equilibrium, and get the minimum effective dose parameters expression when the 
Oncolytic virus therapy is the most effective. Finally, we can verify the result by numerical simula-
tion. 
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摘  要 

本文基于寨卡病毒特异性靶向杀害脑瘤细胞中的胶质瘤干细胞，而对正常细胞没有影响的原理，建立一

个在正常细胞和脑肿瘤细胞竞争营养液的培养皿中，添加寨卡病毒溶瘤治疗的数学模型。分析系统中平

衡点的存在性与稳定性，当脑肿瘤细胞灭绝时，溶瘤病毒治疗效果最佳，并给出最小的有效药物剂量参
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数表达式。最后，通过数值模拟来验证我们所得到的结论。 
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1. 引言 

溶瘤病毒治疗是一种新兴的而且有前景的癌症治疗方法，关于溶瘤病毒特异性攻击杀害肿瘤细胞，

而对非癌性细胞没有影响的研究，前人已经做了大量的工作，建立了许多数学模型，也在医学领域得到

了广泛的应用[1]-[6]。本文主要研究寨卡病毒溶瘤治疗脑恶性胶质瘤。 
恶性胶质瘤亦称脑癌，是一种恶性程度最高的原发性颅内脑肿瘤。由于肿瘤生长快、侵袭性强，常规

手术、放疗、化疗等治疗后复发率极高，预后差，绝大多数患者生存低于 2 年[7]。恶性胶质瘤的成因复

杂，最新的研究显示，胶质瘤干细胞在其中发挥了关键作用，胶质瘤干细胞是一群能无限增殖，自我更新

和多向分化的干细胞，不仅参与肿瘤血管生成，而且能够抵抗放化疗的杀瘤作用。所以，胶质瘤干细胞作

为靶标的新型疗法成为当前的研究热点之一[8]。最近美国科学家团队进行合作研究发现，寨卡病毒可特

异性感染并杀伤脑癌细胞中的干细胞，而不会感染非癌性脑神经细胞，于是寨卡病毒有望发展为新型溶瘤

病毒，与常规手段结合或可提高此类癌症患者的生存几率[9]。于是他们向脑癌患者切除肿瘤样本和健康

人神经培养物中分别引入寨卡病毒。7 天后，发现寨卡病毒在特定脑瘤细胞中复制，并阻止这些细胞增殖，

而人神经组织培养物的生长基本未受影响。基于上述结果，研究人员尝试利用小鼠体内分离的寨卡病毒治

疗患脑瘤的小鼠，2 周后发现，接受溶瘤病毒治疗的小鼠比接受安慰剂的小鼠肿瘤要小得多，存活时间更

长。寨卡病毒溶瘤治疗机制在于宿主体内胶质瘤干细胞中缺乏有效的干扰素信号反应，而分化型胶质瘤细

胞、神经元细胞和胶质细胞中由于存在较强的干扰素反应，寨卡病毒无法有效感染和复制。于是利用 I 型
干扰素抗体处理分化型胶质瘤细胞后，寨卡病毒的感染率和杀伤效应得到显著提高[10]。 

寨卡病毒是由伊蚊属蚊虫叮咬传播的黄病毒，与登革热和基孔肯雅病毒类似，其临床症状有发热，

斑丘疹，关节痛，非化脓性的结膜炎等，自 1947 年首次在乌干达被发现以来，已经在非洲、东南亚和美

洲等地造成多次爆发流行。迄今，全世界已有 30 多个国家报道寨卡病毒感染并引发多个国家输入性病例，

其中大部分为美洲国家。2016 年 2 月我国确诊了中国大陆首例境外输入性寨卡病毒感染病例，随后在广

东、北京、浙江等地相继发现输入性病例。其感染风险和传播速度和对社会的危害已经受到包括公共卫

生部门，疾病控制部门的高度关注[11]。该病毒最大的危害在于对孕妇腹中的胎儿发育具有较大影响，可

造成新生儿脑部发育不全，患上“小头畸形症”。因为在新生婴儿的大脑中，存在大量种类不同的干细

胞，这就是为什么寨卡病毒会给婴儿脑部带来如此严重损伤的原因。反之，在成人大脑中很少干细胞，

这意味着寨卡病毒将只摧毁那些形成肿瘤的干细胞，而不会破坏健康脑细胞。 

2. 基础模型 

2017 年，王子子建立了一个基于细胞增长的抑制的溶瘤病毒治疗模型[12]。该文章在正常细胞和肿

瘤细胞竞争的反应扩散模型基础上，结合算子半群理论推导，引入溶瘤病毒项，并得到肿瘤细胞根除平
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衡点的全局稳定性条件。具体模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 2
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其中 1 2 3, ,u u u 表示正常细胞，肿瘤细胞和病毒， 1 2,a a 是正常细胞，肿瘤细胞的内禀增长率， 1 2,b c 是密度

制约因素， 1 2,c b 是竞争系数，d 是病毒的死亡率， id 是扩散系数 1,2,3i = ， ∆是 Laplacian 算子，系统第

二个方程中的 ( ) ( )2 3, ,u t x u t xµ 反应了病毒毒素对肿瘤细胞的杀害能力。Ω 是空间内 nR 的孤立有界且具

有光滑边界 ∂Ω的有界集，且满足边界条件 ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , 0,n n nu t x u t x u t x t x∂ = ∂ = ∂ > ∈∂Ω，这意味着任意

元素 iu 到达边界 ∂Ω时，其不会走出区域。 
针对以上背景材料，我们提出一个简单的常微分模型，考虑在体外培养正常细胞，脑肿瘤细胞，并

添加寨卡病毒药物补充量，探究它们的动力学行为。我们不妨提出以下假设条件：1) 正常细胞和肿瘤细

胞在培养器里是竞争关系，单纯考虑对营养液的竞争，不考虑空间等其他资源的竞争；2) 体外模型，一

般不考虑特异性免疫反应；3) 溶瘤治疗效果主要通过讨论最优的参数塞卡病毒补充药物剂量 B 使得脑肿

瘤细胞灭绝。我们建立如下模型： 

( )

( )

1 1 1

2 2 2 1

2

,

,

.

dx x a b x c y
dt
dy y a b y c x r yz
dt
dz B r yz dz
dt

 = − −

 = − − −



= + −

                                       (1) 

其中 , ,x y z 分别表示正常细胞，脑肿瘤细胞，寨卡病毒的数量， 1 2,a a 表示正常细胞，肿瘤细胞的内禀增

长率， 1 2,b b 分别表示密度制约因素， 1 2,c c 分别表示竞争系数， 1r 是寨卡病毒的侵染率， 2r 是寨卡病毒的

释放率，d 是寨卡病毒的死亡率，B 是药物补充量。以上参数均为正的。 

3. 系统的非负性和有界性分析 

引理 3.1：设 ( ), ,x y z 是在满足初始条件 ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0x y z> > > 下模型(1)的解，则所有解都是非负

的，并且最终有界。 
证明：(反证)假设存在最小的时间 1 0t > 使得 ( )1 0z t = ，把 ( )1z t 代入模型(1)的第三个方程有

d 0
d
z B
t
= > ，则对 0ε∀ > ，当 ( )1 1,t t tε∈ − 有 ( ) 0z t < ，由于 1t 是 ( )1 0z t = 的最小时间且 ( )0 0z > ，由解对

初值的连续依赖性，则必有 ( ) 0z t > 与前面假设矛盾。故对 0ε∀ > 有 ( ) 0z t > 同理可证，对 0ε∀ > 有

( ) ( )0, 0x t y t≥ ≥ 。 
下证系统(1)的有界性，先考虑竞争系统 

( )

( )

1 1 1

2 2 2

,

.

dx x a b x c y
dt
dy y a b y c x
dt

 = − −

 = − −


                                              (2) 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.82032


杨婷梅，刘建 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.82032 280 应用数学进展 
 

得到平衡点 

( ) 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0,0 , ,0 , 0, , , .
a a a c a b a c a b
b b c c b b c c b b

     − −
     − −     

 

构造直线 

,l y x M≡ + −  

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

max , , .
a a a c a b a c a bM
b b c c b b

 − + −
=  

− 
 

由于 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 1 0

d d d
d d d

.
l

l y x
t t t

y a b y c x x a b x c y

M x a b M x c x x a b x c M x
=

= +

= − − + − −

= − − − − + − − −      

 

显然，当 M 充分大时，
0

d 0
d l

l
t =

< ，因此系统(2)是有界的。 

我们知道了竞争系统(1)是有界的，然后考虑在此基础上添加寨卡病毒项 

( )2 2 2 1

2

d ,
d
d .
d

y y a b y c x r yz
t
z B r yz dz
t

 = − − −

 = + −


 

令 

1

2

,
rL y z
r

= +  
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( ) ( )

( )

( )

1

2

1
2 2 2 1 2

2

1 1
2 2 2

2 2

1 1
2

2 2

1 1 1

2 2 2

d d d
d d d
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 

 

 

从而有 

1 1

2 2

1limsup .
t

r r By z
r n r→∞

 
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 
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其中 

{ } { }2 2 2min , , min , .m b c n a nm d= = −  

所以系统(1)是有界的。又由系统(1)的非负性和有界性，我们可知其正不变集为： 

( ) 1 1

2 2

1, , , .
r r Bx y z x y M y z
r n r

 
Γ = + ≤ + ≤ 

 
 

4. 平衡点的存在性与稳定性分析 

前面我们已经讨论了系统的非负性和有界性，接下来考虑系统(1)中平衡点的存在性与稳定性。 

引理 4.1：1) 系统(1)总存在一个平凡平衡点 0 0,0, dE
B

 
 
 

。

 

2) 当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，系统(1)除了存在平凡平衡点 0 0,0, dE
B

 
 
 

，还存在肿瘤灭绝平衡点 

1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

。

 

3) 当 2

1

daB
r

< 且 1 2
2

1 2 2

min ,
a a dy
c b r

 
< <  

 
时，除了存在平凡平衡点 0 0,0, dE

B
 
 
 

，肿瘤灭绝平衡点 

1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

，还存在正常细胞灭绝平衡点 2 2 2
2 2

1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

，其中 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2
2 2

4
2

a r b d a r b d r b a d Br
y

b r
+ − + − −

=  

4) 当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

< − 
 

且 1
1 2 1 2 1 2 2 1 3

1 2

, , min ,
a dc c b b a c a b y
c r

 
< < <  

 
时，除了存在平凡平衡点 0 0,0, dE

B
 
 
 

和肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

，还存在正平衡点 1 1 3
3 3

1 2 3

, ,
a c y BE y

b d r y
 −
 − 

，其中 

2
2 2 1 3

3
1

4
,

2
h h h h

y
h

− − −
=  

1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 3 2 1 1 1 1 2, , .h b b r c c r h c c d a c r a b r b b d h a b d r b B a c d= − = + − − = − −

 证明：1)和 2)显而易见，接下来我们证明 3)和 4)。 

3) 当 1

1

ay
c

> 时，溶瘤病毒治疗最终失败，有 0x = 得到 2 2 1

2

0
0

a b y r z
B r yz dz
− − =

 + − =
。要使平衡点 2z 存在，由该

方程组的第一个式子知， 2 2 2 0a b y− > 则必有 2
2

2

ay
b

< ，由方程组的第二个式子知， 2 2 0r y d− < 则必有

2
2

dy
r

< ，故 2
2

2 2

min ,
a dy
b r

 
<  

 
。把 2 2

1

a b yz
r
−

= 代入方程组得到 

( )2
2 2 2 2 2 2 1 0.r b y a r b d y a d Br− + + − =  

不妨记 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 1,f y r b y a r b d y a d Br= − + + −  
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由于判别式 ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 14 4 0a r b d r b a d Br a r b d r b Br∆ = + − − = − + > ，故方程有两个不同的根，

设方程的两个根分别为 1 2,y y∗ ∗，则 2 2 2
1 2

2 2

a r b dy y
r b

∗ ∗ +
+ = 。 

若 2

1

a dB
r

< ，则 2 1
1 2

2 2

a d Bry y
r b

∗ ∗ −
= ，即进一步假设 2

2 2

a d
b r

≤ ，则函数 ( )f y 的对称轴 2 2

2 2 2

1
2

a ady
b r b

 
= + ≤ 

 
。 

又 

( ) 2 10 0,f a d Br= − >  

( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2

0.
a a a r a a rf r b a r b d a d Br a d a d Br Br
b b b b b

   
= − + + − = − − + − = − <   

   
 

故 ( )f y 在 2

2

0,
a
b

 
 
 

有一实数根。 

同理，假设 2

2 2

a d
b r

≥ ，则函数 ( )f y 的对称轴 2

2 2 2

1
2

a d dy
b r r

 
= + ≤ 

 
，又 ( ) 2 10 0f a d Br= − > ， 

( )
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2

0.
b d d bd d df r b a r b d a d Br a d a d Br Br

r r r r r
   

= − + + − = − − + − = − <   
   

 

故 ( )f y 在
2

0, d
r

 
 
 

有一实数根。若 2

1

a dB
r

≥ ，此时有 ( ) 2 10 0f a d Br= − < ，且 2

2 2

0, 0
a df f
b r

   
< <   

   
，

故 ( )f y 在 2

2

0,
a
b

 
 
 

或
2

0, d
r

 
 
 

均无解。由以上讨论可知，当满足 2
1

dB a
r

< 且 1 2
2

1 2 2

min ,
a a dy
c b r

 
< <  

 
时，系统

(1)存在正常细胞灭绝平衡点 2 2 2
2 2

1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

，其中 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2
2 2

4
.

2
a r b d a r b d r b a d Br

y
b r

+ − + − −
=  

4) 由
1 1 1

2 2 2 1

2

0
0

0

a b x c y
a b y c x r z
B r yz dz

− − =
 − − − =
 + − =

可知

1 1

1

2

a c yx
b
Bz

d r y

− =

 =
 −

，要使平衡点 3 3,x z 存在，则必有 1 1 3 0a c y− > 且 

2 3 0d r y− > 。即

1
3

1

3
2

ay
c
dy
r

 <

 <


，故 1
3

1 2

min ,
a dy
c r

 
<  

 
。接下来讨论 3y 平衡点 3y 满足方程 

( ) ( )2
1 2 2 1 2 2 3 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 3 2 1 1 1 1 2 0b b r c c r y c c d a c r a b r b b d y a b d r b B a c d− + + − − + − − =  

我们令 

1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

3 2 1 1 1 1 2

, ,
.

h b b r c c r h c c d a c r a b r b b d
h a b d r b B a c d
= − = + − −
= − −

 

不妨记 
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( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 ,f y b b r c c r y c c d a c r a b r b b d y a b d r b B a c d= − + + − − + − −  

由于 1
3

1 2

0 min ,
a dy
c r

 
< <  

 
，故二次函数 ( )f y 只能是开口向上与 x 轴交 2 个正根或开口向下与 x 轴交

2 个正根的情况。 

① 当 1 2 1 2 1 2 2 1,c c b b a c a b< < 且 1 2
2

1 1

0
a cdB a

r b
 

< < − 
 

时，则 1 2 30, 0, 0h h h> < > ，进一步假设 1

1 2

a d
c r
≤ ，则

函数 ( )f y 的对称轴 

( )
1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1

1 1 .
2 2

c c d a c r a b r b b d a c a b ady
c c b b r r c c b b c

   + − − −
= = + ≤    − −  

 

( ) ( )

( )

2
1 1 1

1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2
1 1 1

2 1 1 1 1 2

1 2 1 1 2
1 2 1 2 2 1 1

1 1 1

1 2 1
1 2 2 1 1

1 1

.

a a af b b r c c r c c d a c r a b r b b d
c c c

a b d r b B a c d

a b a a bb d a b r a r b B
c c c

a b ab a r d r b B
c c

   
= − + + − −   

   
+ − −

   
= − + − −   

   
  

= − − −  
  

 

由 1

1 2

a d
c r
≤ ，得 2 1

1

0
r a d
c

− < ，由 1 2 2 1 1

2 1 2 1 2 1

1
2

a c a b ad
r c c b b c

 −
+ ≤ − 

且 1

1 2

a d
c r
≤ ，得 1 2

2
1

0
a b a
c

− > 。所以有 1

1

0
af
c

 
< 

 
。 

又 1 2
2

1 1

0
a cdB a

r b
 

< < − 
 

，因此 ( ) 2 1 1 1 1 20 0f a b d r b B a c d= − − > 。故 ( )f y 在 1

1

0,
a
c

 
 
 

有实数根。 

同理，假设 1

1 2

a d
c r
≥ ，则函数 ( )f y 的对称轴 

( )
1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

1 1 ,
2 2

c c d a c r a b r b b d a c a bd dy
c c b b r r c c b b r

 + − − −
= = + ≤ − − 

 

( ) ( )

( )

2

1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2
2 2 2

2 1 1 1 1 2

1 1 0.

d d df b b r c c r c c d a c r a b r b b d
r r r

a b d r b B a c d
r b B

   
= − + + − −   

   
+ − −

= − <

 

又 1 2
2

1 1

0
a cdB a

r b
 

< < − 
 

，因此 ( ) 2 1 1 1 1 20 0f a b d r b B a c d= − − > 。故 ( )f y 在
2

0, d
r

 
 
 

有实数根。 

② 当 1 2 1 2c c b b> 且 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时， 1 30, 0h h< < ，则 

( ) 2 1 1 1 1 20 0.f a b d r b B a c d= − − <  

若 1

1 2

a d
c r
≤ ，则函数 ( )f y 的对称轴 

( )
1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1

1 1 ,
2 2

c c d a c r a b r b b d a c a b ady
c c b b r r c c b b c

 + − − −
= = + ≤ − − 
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( ) ( ) ( )
2

1 1 1
1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2

1 1 1

1 2 1 1 2
1 2 1 2 2 1 1

1 1 1

1 2 1
1 2 2 1 1

1 1

0.

a a af b b r c c r c c d a c r a b r b b d a b d r b B a c d
c c c

a b a a bb d a b r a r b B
c c c

a b ab a r d r b B
c c

   
= − + + − − + − −   

   

   
= − + − −   

   

  
= − − − <  

  

 

即 ( )f y 在 1

1

0,
a
c

 
 
 

无实根。 

若 1

1 2

a d
c r
≥ ，则函数 ( )f y 的对称轴 

( )
1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

1 1 ,
2 2

c c d a c r a b r b b d a c a bd dy
c c b b r r c c b b r

 + − − −
= = + ≤ − − 

 

( ) ( ) ( )
2

1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2
2 2 2

1 1 0.

d d df b b r c c r c c d a c r a b r b b d a b d r b B a c d
r r r

r b B

   
= − + + − − + − −   

   
= − <

 

即 ( )f y 在
2

0, d
r

 
 
 

无实根。因此，当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

< − 
 

且 1
1 2 1 2 1 2 2 1 3

1 2

, , min ,
a dc c b b a c a b y
c r

 
< < <  

 
时，系

统(1)存在一正平衡点 1 1 3
3 3

1 2 3

, ,
a c y BE y

b d r y
 −
 − 

，其中
2

2 2 1 3
3

1

4
2

h h h h
y

h
− − −

= 。 

下面研究系统(1)中平衡点的稳定性，记平衡点 E 的雅可比矩阵为 ( )J E ，则 

( )
1 1 1 1

2 2 2 2 1 1

2 2

2 0
2 .

0

a b x c y c x
J E c y a b y c x r z r y

r z r y d

− − − 
 = − − − − − 
 − 

 

定理 4.1：系统(1)的平凡平衡点 0 0,0, BE
d

 
 
 

是不稳定的。 

证明：由 ( )J E 得 

( )
1

1
0 2

2

0 0

0 0 .

0

a
r BJ E a
d

r B d
d

 
 
 
 = − 
 
 − 
 

 

其对应的特征方程为 

( ) ( )1
1 2 0.

r Ba a d
d

λ λ λ − − + + = 
 

 

显然，方程有一个特征根 1 1 0aλ = > ，所以平凡平衡点 0 0,0, BE
d

 
 
 

是不稳定的。 

由于我们的目的是想要寻找合适的药物投放量 B，使得在一定条件下脑肿瘤细胞灭绝。因此，将系
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统(1)在肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

处线性化，得到以下定理： 

定理 4.2：当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，系统(1)中肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是局部渐近稳定的，当

1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

< − 
 

时，肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是不稳定的。 

证明：由 ( )J E 得 

( )

1 1
1

1

1 2 1
1 2

1

2

0

0 0 .

0

a ca
b

a c r BJ E a
b d
r B d
d

 − − 
 
 = − − 
 
 − 
 

 

特征方程为 

( ) ( )1 2 1
1 2

1

0.
a c r Ba a d
b d

λ λ λ
 

+ − + + + = 
 

 

解得特征根 

1 2 1
1 1 2 2 3

1

, , .
a c r Ba a d
b d

λ λ λ= − = − − = −  

当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，特征根 2 0λ < ，又由于 1 30, 0λ λ< < ，故肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是局部渐

近稳定的。此外，当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

< − 
 

时，显然有特征根 2 0λ > ，从而肿瘤灭绝平衡 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是不稳定的。 

定理 4.3：当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，系统(1)中肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是全局渐近稳定的。 

证明：我们知道，当肿瘤细胞最终灭绝时，有 0y → ，考虑系统(1)的渐近自治极限系统 

( )1 1
d ,
d
d .
d

x x a b x
t
z B dz
t

 = −

 = −


                                                (3) 

令方程(3)右端等于零，得到两个平衡点 0, B
d

 
 
 

和 1

1

,
a B
b d

 
 
 

。显然 1

1

,
a B
b d

 
 
 

是局部渐近稳定的，平衡点

0, B
d

 
 
 

是不稳定的。对系统(3)取 Dulac 函数 1
1D
xz

= ，则 

( ) ( )2
1 1

1
2

1 1

0.
a x b x B dz b Bxz xz

x z z xz

− −
+ = − − <

∂ ∂
 

这意味着平衡点 1

1

,
a B
b d

 
 
 

外围不存在闭轨线，故平衡点 1

1

,
a B
b d

 
 
 

在极限渐近自治系统(3)是全局渐近稳

https://doi.org/10.12677/aam.2019.82032


杨婷梅，刘建 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.82032 286 应用数学进展 
 

定的。又由定理 2 可知，肿瘤灭绝平衡点 1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是局部渐近稳定的，因而肿瘤灭绝平衡点 

1
1

1

,0,
a BE
b d

 
 
 

是全局渐近稳定的。 

由该定理可知，当 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，脑肿瘤细胞将会灭绝，正常细胞能够持续生存，趋于一常数

值 1

1

a
b

。这意味着，至少添加药物补充量 1 2
0 2

1 1

a cdB a
r b
 

= − 
 

可以清除脑肿瘤细胞，减轻患者痛苦，提高脑

癌患者生存几率。 

下面讨论正常细胞灭绝平衡点 2 2 2
2 2

1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

的稳定性，得到以下定理： 

定理 4.4：当 2
1

dB a
r

< 且 1 2
2

1 2 2

min ,
a a dy
c b r

 
< <  

 
时，正常细胞灭绝平衡点 2 2 2

2 2
1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

是全局渐

近稳定的。 
证明：由 ( )J E 得 

( )
1 1 2

2 2 2 2 2 1 2

2 2 2
2 2 2

1

0 0
.

0

a c y
J E c y b y r y

a b yr r y d
r

 
 − 
 = − − −
 

− − 
 

 

其对应的特征方程为： 

( ) ( )( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0.a c y b y r y d r y a b yλ λ λ− + + − + + − =    

由于 1
2

1

ay
c

> ，故特征根 1 1 2 0a c y− < 。 2λ 和 3λ 满足方程 

( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0.b y d r y b dy a r y b r yλ λ+ + − + + − =  

由 2
2

dy
r

< 且 2
2

2

ay
b

< 得到 

2 3 2 2 2 2 0,r y b y dλ λ+ = − − <  

( ) ( )2
2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0.b dy a r y b r y y b d r y r a b yλ λ = + − = − + − >    

故 2 30, 0λ λ< < 。因此，当 2
1

dB a
r

< 且 1 2
2

1 2 2

min ,
a a dy
c b r

 
< <  

 
时正常细胞灭绝平衡点 

2 2 2
2 2

1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

是局部渐近稳定的。 

下证该平衡点的全局稳定性。当 0x → 时，系统(1)变为极限系统 

( )2 2 1

2

d ,
d
d .
d

y y a b y r z
t
z B r yz dz
t

 = − −

 = + −


                                    (4) 
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令方程(4)右端等于零，我们得到两个平衡点 0, B
d

 
 
 

和 2 2

1

,
a b yy

r
 −
 
 

。容易知道 0, B
d

 
 
 

是不稳定的，

2 2

1

,
a b yy

r
 −
 
 

是局部渐近稳定的。对系统(4)取 Dulac 函数 2
1D
yz

= ，则 

( ) ( )2 2 1 2
2

2

1 1

0.
y a b y r z B r yz dz

b Byz yz
y z z yz

− − + −
+ = − − <

∂ ∂
 

即平衡点 2 2

1

,
a b yy

r
 −
 
 

外围不存在闭轨线，所以平衡点 2 2

1

,
a b yy

r
 −
 
 

在极限渐近自治系统(4)是全局渐

近稳定的。因而正常细胞灭绝平衡点 2 2 2
2 2

1

0, ,
a b yE y

r
 −
 
 

是全局渐近稳定的。该定理表明，最终溶瘤病毒

治疗失败，这是由于脑肿瘤细胞的无限增值性，对抗肿瘤信号和逃避凋亡等因素作用，而且竞争排斥原

理导致脑肿瘤细胞吸收营养比正常细胞要多，所以最终脑肿瘤细胞持续生存，而正常细胞趋于灭绝状态

[11]。 

前面我们已经证明肿瘤灭绝平衡点与正常细胞灭绝平衡点的全局稳定性，接下来讨论正平衡点的稳

定性。 

定理 4.5：当 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 2 1 3

1 1 1 2

, , , min ,
a c ad dB a c c b b a c a b y

r b c r
   

< − < < <   
   

时，正平衡点 

1 1 3
3 3

1 2 3

, ,
a c y BE y

b d r y
 −
 − 

是局部渐近稳定的。 

证明：正平衡点 1 1 3
3 3

1 2 3

, ,
a c y BE y

b d r y
 −
 − 

在系统(1)的雅可比矩阵为： 

( )

( )

( )

1 1 1 3
1 3 1

1

2 1 1 3 1
3 2 3 2 2 3 1 3

1 2 3

2
2 3

2 3

0

2 .

0

c a c y
c y a

b
c a c y BrJ E c y a b y r y

b d r y
Br r y d

d r y

 −
− − 

 
 − = − − − − −

− 
 
 −
 − 

 

其对应的特征方程为： 

3 2
1 2 3 0.e e eλ λ λ+ + + =  

其中： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1 3 1
1 2 3 2 2 3 1 3 1

1 2 3

1 2
1 1 3 2 3 3 2

1

1 2 1
2 2 3

1 2 3

2

0.

c a c y Bre r y d a b y c y a
b d r y

c ca c y d r y y b
b

a c Bra b y
b d r y

  −
= − − + − − − + −   −   

 
= − + − + − 

 

  
+ − − − >  −   
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 1 1 3 1 2
2 2 2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 3

1 2 3 2 3

2 1 1 3 1 1 1 31
2 2 3 1 3 1 2 3

1 2 3 1

2 1 1 3 1
2 2 3 2 3 1 3 1

1 2 3

1
1 1 3

2

2

2

c a c y Br Bre a b y r y d r y c y a r y d
b d r y d r y

c a c y c a c yBra b y c y a c y
b d r y b

c a c y Bra b y r y d c y a
b d r y

c
a c y

 −
= − − − − + + − −  − − 

 − −
+ − − − − +  − 

 −
= − − − − + −  − 

+ − 2 3 2
2 3 1 3

1 2 3

c y Brr y d r y
b d r y

 
− + +  − 

 

( )

( )

1 1 2 1 2
2 2 3 3 2 2 3 1 3 1

2 3 1 1

1 2 3 2
1 1 3 2 3 1 3

1 2 3

0.

Br a c c ca b y y b r y d c y a
d r y b b

c c y Bra c y r y d r y
b d r y

    
= − − − + − − + −    −    

 
+ − − + + >  − 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1 31 1 3 1
3 2 3 1 2 3 1 3 1 2 2 3 2 3

1 1 2 3

2
1 3 1 1 3

2 3

2 1 1 32 3 1 2
1 1 3 2 3 1 2 2 3 2 3 1 3

1 1 2 3 2 3

1 1 3 2 3

2

2

c a c ya c y Bre c y c r y d c y a a b y r y d
b b d r y

Brc y a r y
d r y

c a c yr y d Br Bra c y c y c a b y r y d r y
b b d r y d r y

a c y r y d

 −−
= − − − − − − −  − 

− −
−

  −−
= − + − − − − +   − −   

= − −
( )2 1 1 32 3 1 1 2

2 2 3 1 3
1 1 2 3 2 3

2
c a c yc y c Br Bra b y r y

b b d r y d r y
  −

+ − − − +   − −   

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 31 2
1 1 3 2 3 2 2 3 2 3 1 3

2 3 1 2 3

2 1 1 3 1 2 3 2
1 1 3 2 3 2 3 1 3

1 1 2 3

1 2 2 1 2
1 1 3 2 3 1 3

1 1 2 3

0.

c c yBr Bra c y r y d a b y b y r y
d r y b d r y

c a c y c c y Bra c y r y d b y r y
b b d r y

a c b a Bra c y r y d r y
b c d r y

  
= − − − − − + +  − −   

  −
= − − − + +    −   

  
> − − − + >   −   

 

故特征方程的所有特征根均具有负实部，因而正平衡点 1 1 3
3 3

1 2 3

, ,
a c y BE y

b d r y
 −
 − 

是局部渐近稳定的。 

5. 数值模拟 
在本节中，为了验证以上结论，我们利用数学软件 MATLAB 进行数值模拟，参数值仅供参考。现在

考虑在不同的竞争状态下，添加适当的寨卡病毒药物补充量，得到不同的平衡点稳定性，取 

1 2 1 2 1 2 1 23, 2, 0.5, 0.5, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 2, 0.7a a b b c c r r B d= = = = = = = = = = 时， 1 2
2

1 1

0.35
a cdB a

r b
 

> − = 
 

，

最终得到肿瘤灭绝平衡点 ( )1 6,0, 2.8571E 是全局渐近稳定的(如图 1 所示)。 

取 1 2 1 2 1 2 1 21, 2, 0.5, 1.5, 1.5, 0.5, 0.4, 0.5, 0.2, 0.7a a b b c c r r B d= = = = = = = = = = 时， 2
1

3.5dB a
r

< = ，最

终得到正常细胞灭绝平衡点 ( )2 0,1.0383,1.1061E 是全局渐近稳定的(如图 2 所示)。 
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取 1 2 1 2 1 2 1 21, 2, 0.5, 1, 0.4, 0.5, 0.4, 0.5, 1, 0.7a a b b c c r r B d= = = = = = = = = = 时， 1 2
2

1 1

1.75
a cdB a

r b
 

< − = 
 

，

最终得到正平衡点 ( )3 1.7032,0.3710,1.9436E 是局部渐近稳定的(如图 3 所示)。 
 

 
Figure 1. The Stability of tumor extinction equilibrium E1 
图 1. 肿瘤灭绝平衡点 E1的稳定性 
 

 
Figure 2. The Stability of normal cell extinction equilibrium E2 
图 2. 正常细胞灭绝平衡点 E2的稳定性 
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Figure 3. The Stability of the positive equilibrium E3 
图 3. 正平衡点 E3的稳定性 

6. 结论 
本文建立了基于正常细胞和脑肿瘤细胞相互竞争营养的寨卡病毒溶瘤治疗模型，首先考虑了系统的

非负性和有界性，讨论了平衡点的存在性和稳定性。若药物补充量 B 满足参数 1 2
2

1 1

a cdB a
r b
 

> − 
 

时，肿瘤

灭绝平衡点是全局渐近稳定的，即肿瘤最终细胞灭绝，溶瘤治疗效果最佳；若 2
1

dB a
r

< 且 

1 2
2

1 2 2

min ,
a a dy
c b r

 
< <  

 
时，正常细胞灭绝平衡点是全局渐近稳定的；若 

1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 2 1 3

1 1 1 2

, , , min ,
a c ad dB a c c b b a c a b y

r b c r
   

< − < < <   
   

时，正常细胞，脑癌细胞与寨卡病毒三者共存达

到平衡态。由以上讨论，我们可以通过添加不同的药物补充量来改变治疗效果，这对控制病情起关键作

用，为理论上预防和控制脑癌提供了一个有效的方法。 
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