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Abstract 
In this paper, the Allee effect on the intrinsic growth rate is incorporate to the first species of two 
species amensalism model with a refuge for the first species. The existence and stability of the 
equilibria of the system are discussed. The study shows that after considering the Allee effect of 
the intrinsic growth rate of population, the number and the stability of equilibria of the system 
change with the change of the parameter and then the saddle-node bifurcation are generated. 
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摘  要 

本文考虑了第一个种群内禀增长率具有Allee效应的第一个种群具有避难所的偏害系统，探讨了系统平衡
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点的存在性及其稳定性。研究表明：在考虑了第一个种群内禀增长率的Allee效应后，随着参数的变化，

系统平衡点的个数和稳定性会发生变化，进而产生鞍结分支。 
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1. 引言 

偏利偏害是两个种群共存的一种生存模式。偏害是指在两个种群之间，一个种群会对另外一个种群

产生不利的影响，但是这个种群却不会受到另一个种群的影响。近些年来，许多学者研究了偏害系统的

动力学行为([1]-[9] [13])。 
2016 年，Xie，Chen 和 He 在文[4]提出了对第一个种群加入避难所以保护其免受第二个种群的破坏

的偏害系统： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1

2
2 2

d (1 ) ,
d
d .
d

x a x t b x t c k x t y t
t
y a x t b y t
t

 = − − −

 = −


                        (1.1) 

其中， 1, , 1, 2, ,i ia b i c k= 都是正常数。k 是第一个种群的避难所，且 0 1k< < 。该系统存在三个边界平衡点 

( )0 0,0E ， 1
1

1

,0
aE
b

 
 
 

和 2
2

2

0,
aE
b

 
 
 

，系统还可能存在的平衡点是
( )1 2 2 1 2

3
1 2 2

1
,

a b a c k aE
b b b

− − 
 
 

。作者探讨了这

四个平衡点的稳定性， ( )0 0,0E ， 1
1

1

,0
aE
b

 
 
 

均不稳定，若 1 2

2 1

0 1
a bk
a c

< < − ，则 2
2

2

0,
aE
b

 
 
 

全局稳定；若

1 2

2 1

1 1
a b k
a c

− < < ，则 3E 是唯一全局稳定的正平衡点。这一结果表明对于两种群偏害系统，如果避难所的容

量足够大，使得第一个种群受到第二个种群的影响是有限的，则两个种群能稳定共存。反之，如果避难 
所非常小，则第一个种群仍然可能最终走向绝灭。 

经典的 Logistic 系统： 
d 1 .
d
N NrN
t K

 = − 
 

                                     (1.2) 

(其中 N 是种群在 t 时刻的密度，r 是内禀增长率，K 是环境容纳量)只有唯一一个全局稳定的正平衡点

N K= ，这个现象意味着种群能够长久生存下去。但是，随着人类对自然界的过度开发，越来越多的生

物濒临灭绝，随着生物数量的减少，它们在择偶，抵御天敌，捕食等方面出现了极大的困难，所以，进

一步降低了生物的出生率，这一现象在上个世纪 30 年代引起了学者 Allee [18]的关注。后来，学者们

([10]-[18])先后建立并研究了各种各样描述这种现象的生物系统，我们称之为具有 Allee 效应的种群系统。 
2005 年，Zhou，Liu 和 Wang 在文[14]中提出了食饵种群的内禀增长率具有 Allee 效应的捕食–食饵

模型： 
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1
1

2

d ,
d
d .
d

N Nr N PN
t N A
P r P PN
t

ε

θ

  
= −   + 

 = − +

                               (1.3) 

其中
1

N
N A+

分别表示捕食者和食饵种群的 Allee 效应。作者的研究显示 Allee 效应可能会破坏捕食–食饵 

系统的稳定性，系统的平衡点可能会从稳定变成不稳定，即使一个系统是稳定的，它也需要花更长的时

间达到稳定状态。 
2016 年，刘志广，张丰盘和尤春晓在文[16]中提出了下面食饵种群具有弱 Allee 效应的捕食–食饵模

型： 

d ,
d
d .
d

N rNN aN bNP
t A N
P cNP dP
t

  = − −  + 

 = −

                             (1.4) 

其中，
N

A N+
表示 Allee 效应。这里作者假设食饵种群的内禀增长率具有 Allee 效应。作者研讨了系统(1.4) 

平衡点的局部稳定性，Allee 效应会导致系统产生稳定的极限环，还会破坏共存平衡点的稳定性，使得原

本简单的系统变得更加复杂，从而产生了超临界 Hopf 分支。 
受文[14] [16]启发，注意到至今为止，尚未有学者探讨 Allee 效应对偏害种群模型的动力学行为影响，

这启发我们在系统(1.1)的基础上提出如下第一种群内禀增长率具有 Allee 效应的偏害种群系统： 

( )21
1 1

2
2 2

1 ,

.

a xx x b x c k xy
x

y a y b y
β

 = − − − +
 = −

�

�
                            (1.5) 

其中 ( ) ( )1,2 , 1,2i ia i b i= = 分别表示第 i 个种群的自然增长率和密度制约即种内作用系数，k 表示第一个种 

群的避难所，
x

xβ +
表示 Allee 效应，β 表示 Allee 常数。 ( ) ( ) 11, 2 , 1, 2 , ,i ia i b i c β= = 都是正常数，0 1k< < 。

显然，当 0x → 时，有 0x
xβ
→

+
。也就是说种群数量很少时，种群的出生率也趋于 0。而随着 x 的增大，

当 x →∞时，有 1x
xβ
→

+
，也就是说随着种群数量的增加，Allee 效应逐步减弱，最终当种群数量足够 

大后，Allee 效应就不会影响种群生长了。 
我们将在下一节探讨中探讨系统(1.5)平衡点的存在性；第三节探讨(1.5)平衡点的稳定性；第四节探

讨(1.5)的分支现象；第五节对(1.5)进行数值模拟加以验证。 

2. 系统(1.5)平衡点的存在 

定理 2.1 不论系统(1.5)的参数如何变化，系统(1.5)总存在两个边界平衡点： ( )0 0,0E ， 2
1

2

0,
aE
b

 
 
 

。

当 1 1a b β≥ 时，边界平衡点 1
2

1

,0
aE
b

β
 

− 
 

存在。系统(1.5)满足下列条件时可能存在正平衡点: 

1) 当 1a a∗< 时，系统(1.5)没有正平衡点； 
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2) 当 1a a∗= 时，系统(1.5)只有唯一一个正平衡点 ( )* * *,E x y ； 
3) 当 1a a∗> 时，系统(1.5)有两个正平衡点 ( )* * *

1 1 1,E x y ， ( )* * *
2 2 2,E x y 。 

其中 

( )2

1 2 2 1*

2

(1 )
,

b b a c k
a

b

β + −
=  

( )2 1* * * * 2
1 2

1 2 2

1
, ,

a c k ax y y y
b b b
β −

= = = =                          (2.1) 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1*

1
1 2

1 1 4 1
,

2

a b b b a c k b b a c k a b a b b c k
x

b b

β β β− − − − + − − − −  =       (2.2) 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1*

2
1 2

1 1 4 1
,

2

a b b b a c k b b a c k a b a b b c k
x

b b

β β β− − − + + − − − −  =       (2.3) 

* * *
1 2 .x x x< <  

证明：系统(1.5)的正平衡点满足下面方程组 

( )
2

21
1 1

2
2 2

1 0,

0.

a x b x c k xy
x

a y b y
β


− − − = +

 − =

                             (2.4) 

由(2.4)的第二个方程可以解得 2

2

ay
b

= ，将其代入(2.4)的第一个方程中得到 

( )21 2
1 1

2

1 0.
a x ax b x c k x

x bβ
− − − =

+
                            (2.5) 

化简(2.5)得 

( ) ( )2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 11 1 0,b b x b b a c k a b x a c kβ β+ + − − + − =                      (2.6) 

(2.6)的判别式是 

( ) ( )2
1 2 2 1 1 2 2 1 2 11 4 1b b a c k a b a b b c kβ β∆ = + − − − −   。 

为了后面讨论的方便，我们将(2.6)简记为 
2 0.Ax Bx C+ + =                                 (2.7) 

其中 

( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2 2 10, 1 , 1 0.A b b B b b a c k a b C a c kβ β= > = + − − = − >  

下面分情况讨论： 

1) 当 0∆ < ，此时通过计算得到 ** *
1a a a< < ，其中

( )( )2

1 2 2 1**

2

1b b a c k
a

b

β − −
= ， 

( )( )2

1 2 2 1*

2

1b b a c k
a

b

β + −
= 。则(2.6)没有实数根，即系统(1.5)没有正平衡点。 
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2) 当 0∆ = ，此时 **
1a a= 或者 *

1a a= ，则(2.6)有唯一一个实数根 *x 。 
a) 若 **

1a a= ，则(2.6)化为 

( )( )2
*

1 2 2 1 1 0,b b x a c kβ+ − =  

解得 

( )2 1*

1 2

1
0.

a c k
x

b b
β −

= − <  

所以(2.6)没有正实数根，系统(1.5)没有正平衡点。 
b) 若 *

1a a= ，(2.6)化为 

( )( )2
*

1 2 2 1 1 0,b b x a c kβ− − =  

解得 

( )2 1*

1 2

1
0.

a c k
x

b b
β −

= >  

所以(2.6)有唯一一个正实数根，系统(1.5)有唯一一个正平衡点 ( )* * *,E x y ，其中 * *,x y 见(2.1)。 
3) 当 0∆ > ，计算得 *a a> 或者 **a a< ，此时(2.6)有两个不同的实数根 * *

1 2,x x 。 
a) 若 *a a> ，此时 0B < ，结合(2.7)，由韦达定理得到 

* *
1 2

* *
1 2

0,

0.

Bx x
A

Cx x
A

+ = − >

= >
 

所以可以得到 * *
1 20, 0x x> > 。(2.6)有两个不同的正实数根，系统(1.5)有两个正平衡点 ( )* * *

1 1 1,E x y ，

( )* * *
2 2 2,E x y ，其中 * * * *

1 2 1 2, , ,x x y y 见(2.2)，(2.3)，(2.1)。 
由于下一节讨论正平衡点 ( ) ( ) ( )* * * * * * * * *

1 1 1 2 2 2, , , , ,E x y E x y E x y 的局部稳定性会涉及到 * * *
1 2, ,x x x 之间的大

小关系，所以我们现比较它们的大小。 
由(2.3)和 *

1a a> 通过适当的放大得到 

( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1* *
2

1 2 1 2

1 1
.

2
a b b b a c k a c k

x x
b b b b
β β− − − −

> > =  

又由韦达定理 

( )2 1* *
1 2

1 2

1
,

a c kCx x
A b b

β −
= =  

因此 

( ) ( )2 1 2 1* *
1 *

1 2 1 22

1 11 .
a c k a c k

x x
b b b bx
β β− −

= < =  

所以 * * *
1 2x x x< < 。 
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b) 若 **
1a a< ，这时候 0B > ，根据(2.6)和韦达定理 

* *
1 2

* *
1 2

0,

0.

Bx x
A

Cx x
A

+ = − <

= >
 

因此 * *
1 20, 0x x< < 。所以(2.6)没有正实数根，系统(1.5)没有正平衡点。 

综上所述得到定理 2.1。 
定理 2.1 得证。 

3. 系统(1.5)平衡点的稳定性 

系统(1.5)的雅克比矩阵为 

( )
( )

( )
( ) ( )1

1 1 12

2 2

2
2 1 1

,

0 2

a x x
b x c k y c k x

J x y x
a b y

β

β

 + 
− − − − − 

= + 
 − 

。              (3.1) 

由(3.1)知系统(1.5)在 ( )0 0,0E 处的雅克比矩阵为 ( )0
2

0 0
0

J E
a

 
=  
 

，此时其两个特征值分别是 1 0λ = ， 

2 2aλ = 。所以 0E 是非双曲的，不能直接判断其稳定性。接下来我们利用文[19]定理 7.1 来讨论其稳定性。 
首先，我们在

0E 处作五阶幂级数展开得到 

( ) ( )2 3 4 51 1 1 1
1 1 12 3 4

2
2 2

d 1 , ,
d
d .
d

a a a ax c k xy b x x x x P x y
t
y a y b y
t

β β β β
 

= − − + − − + − + 
 

= −

            (3.2) 

其中 ( )1 ,P x y 是包含项 ( )6i jx y i j+ ≥ 的幂级数。 
然后，再作时间变换 2d da tτ = 得到 

( ) ( )1 2 3 4 51 1 1 1
1 22 3 4

2 2 2 2 2

22

2

1d 1 , ,
d
d .
d

c k a a a ax xy b x x x x P x y
a a a a a

by y y
a

τ β β β β

τ

−  
= − + − − + − + 

 

= −
        (3.3) 

其中 ( )2 ,P x y 是包含项 ( )6i jx y i j+ ≥ 的幂级数。 

根据隐函数定理，在点 ( )0,0 的充分小领域内可由 22

2

0
by y
a

− = 解出 ( ) 0y xϕ= = ，从而得到 

2 3 41 1 1
1 2 3

2 2 2

d 1 .
d

a a ax b x x x
a a aτ β β β

 
= − − + − 

 
�                    (3.4) 

若 1
1 0

a b
β
− ≠ 时，则 2m = ， 1

1
2

1 0m
aa b

a β
 

= − ≠ 
 

。根据[19]定理 7.1 可知， ( )0 0,0E 是鞍结点。 

若 1
1 0

a b
β
− = 时，则 3m = ， 1

2
2

0m
aa

a β
= − < 。根据[19]定理 7.1 可知， ( )0 0,0E 是鞍点。 
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系统(1.5)在 2
1

2

0,
aE
b

 
 
 

处的雅克比矩阵为 

( )
( ) 2

1
21

2

1 0
,

0

ac k
bJ E

a

 − − =  
 − 

 

此时，有两个特征值分别为 ( ) 2
1 1

2

1 0
ac k
b

λ = − − < ， 2 2 0aλ = − < ，所以 1E 是稳定的结点。 

若 2E 存在，则系统(1.5)在 2E 处的雅克比矩阵为 

( )
( ) ( )

2
1 1 1

1
2 1 1

2

1
,

0

a b ac k
J E a b

a

β
β

 −  
 − − − − =   
 
 

 

若 1 1 0a b β− > ，则此时有两个特征值分别是
( )2

1 1
1

1

0
a b

a
β

λ
−

= − < ， 2 2 0aλ = > ，所以 2E 是鞍点。若

1 1 0a b β− = ，则 1

1

0
a
b

β− = ，此时 2E 与 0E 重合，所以 2E 仍然是鞍点。 

下面我们探讨系统(1.5)正平衡点的稳定性。 
系统(1.5)的雅克比矩阵为 

( ) ( )1 1

2

1
, ,

0
F c k x

J x y
a

− − 
=  − 

 

其中，
( )

( )
( )1

1 1 12

2
2 1

a x x
F b x c k y

x

β

β

+
= − − −

+
。 

则系统(1.5)在正平衡点处的特征值为 1 2 0aλ = − < ， 2 1Fλ = ，所以正平衡点的稳定性是由 1F 决定

的。 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

1
1 1 12

1 1
1 1 12

1
12

1
12

2
2 1

1

.

a x x
F b x c k y

x
a x a xb x c k y b x

x x
a x b x

x

ax b
x

β

β
β

β β
β

β

β
β

+
= − − −

+

= − − − + −
+ +

= −
+

 
= − 

+  

 

我们令 ( )
( )

1
12

ag x b
x
β

β
= −

+
，则正平衡点的稳定性由 ( )g x 决定。 

因为 ( )
( )

1
3

2
0

ag x
x
β

β
′ = − <

+
，所以 ( )g x 在 ( )0,+∞ 上严格单调递减且 1

1

0
ag
b
β

β
 

− =  
 

，下面比较

( )2 1*

1 2

1a c k
x

b b
β −

= 与 1

1

a
b
β

β− 的大小。 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 1 2 11 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 1 2 12 1 2 11 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

2 11 1

0.

a c k a c ka a b b b
b b b b b b b b b

a b b c ka c k a c kb b b b
b b b b b b b b b b

β ββ β β
β

β ββ ββ β

  − −
− − = − −  

 

−− −
= + + − −

=  

所以 * 1

1

=
ax
b
β

β− ，此时有 ( )* 1

1

0
ag x g
b
β

β
 

= − =  
 

。 

因为 * * *
1 2x x x< < ，所以 ( ) ( )* *

1 0g x g x> = ， ( ) ( )* *
2 0g x g x< = 。 

因此 ( ) ( )* * *
1 1 1 1 0F x x g x= > ， ( ) ( )* * *

1 2 2 2 0F x x g x= < ，所以 *
1E 是鞍点， *

2E 是稳定的结点。 
而 ( ) ( )* * *

1 0F x x g x= = ，所以 *E 是非双曲的奇点，无法直接判断其稳定性。接下来我们利用文[19]
中的定理 7.1 来判断其稳定性。 

首先，我们先作变换 *X x x= − ， *Y y y= − ，将其平移到原点，并作五阶幂级数展开： 

( )2 3 4 5
01 02 03 04 05 06 1

2
2 2

d , ,
d
d .
d

X d Y d X d XY d X d X d X Q X Y
t
Y a Y b Y
t

= + + + + + +

= − −
               (3.5) 

其中， ( ) *
01 1 1d c k x= − − ，

( )
2

1
02 13*

ad b
x

β

β
= −

+
， ( )03 1 1d c k= − − ，

( )
2

1
04 4*

ad
x

β

β
= −

+
，

( )
2

1
05 5*

ad
x

β

β
=

+
，

( )
2

1
06 6*

ad
x

β

β
= −

+
。且 ( )1 ,Q X Y 是包含项 ( )6i jX Y i j+ ≥ 的幂级数。 

接着，我们再作变换
01

2

1

0 1

d
u X

a
v Y

 
    =        

 

得到： 

( )

2 3
201 01 01 2 01

02 03 04
2 2 2 2

4 5
01 01

05 06 2
2 2

2
2 2

d
d

, ,

d .
d

d d d b du d u v d u v v v d u v
t a a a a

d d
d u v d u v Q u v

a a
v a v b v
t

     
= − + − − + −     

     

   
+ − + − +   

   

= − −

             (3.6)  

其中 ( )2 ,Q u v 是包含项 ( )6i ju v u v+ ≥ 的幂级数。 
最后，我们作时间变换 2d da tτ = − 得到： 

( )

2 3
202 01 03 01 01 2 04 01

2
2 2 2 2 2 22

4 5
05 01 06 01

3
2 2 2 2

22

2

d
d

, ,

d .
d

d d d d d b d du u v u v v v u v
a a a a a aa

d d d d
u v u v Q u v

a a a a
bv v v
a

τ

τ

     
= − − − − + − −     

     

   
− − − − +   

   

= +

             (3.7) 
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其中 ( )3 ,Q u v 是包含项 ( )6i ju v u v+ ≥ 的幂级数。 

由 22

2

0
bv v
a

+ = 解得隐函数 ( ) 0v uϕ= = ，从而得到 

2 302 04

2 2

d ,
d

d du u u
a aτ

= − − −�  

因为 2m = ，

( )
2

1
13*2

1 0m
aa b

a x

β

β

 
 = − − ≠
 +  

，根据[19]定理 7.1 知， *E 是鞍结点。 

定理 3.1 当 1 2

2 1

1
a bk
a c

< − 时， 2
1

2

0,
aE
b

 
 
 

全局稳定。 

证明：因为 1 2

2 1

1
a bk
a c

< − ，所以 ( ) 2
1 1

2

1 0
aa c k
b

− − < ，因此我们可以找到一个充分小的正数 0ε > ，使得

( ) 2
1 1

2

1 0
aa c k
b

ε
 

− − − < 
 

。根据文[20]中的引理 1.1.4 知，对于上述的 ε ，存在一个正数 0T > ，当 t T> 时，

有 ( ) 2

2

ay t
b

ε− < 成立，即 ( )2 2

2 2

a ay t
b b

ε ε− < < + 。 

我们构造一个函数 ( ) * *
*, ln yV x y x y y y

y
= + − − ，其中 * 2

2

ay
b

= 。 ( ),V x y 是一个正定函数。而 ( ),V x y  

沿着系统(1.5)的导数为 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

*

2
21 2

1 1 2 2
2

221
1 1 2 2

2

221 2
1 1 2 2

2 2

2 2
1 1 1

2 2

1

11

11

1 1

yV x y y
y

a x ab x c k xy y a b y
x b

a x c k y x b x a b y
x b

a x ac k x b x a b y
x b b

a aa c k x c k
b b

x

β

β

ε
β

ε β ε

β

= + −

 
= − − − + − − +  
 

= − − − − − + 
  

≤ − − − − − −  +   
     

− − − − − −     
     =  

+



�� �

( )22
1 2 2

2

1 .x b x a b y
b

 − − −




 

因为对所有的 0x > ， 0y > ，都有 0V <� ， 0V =� 当且仅当 0x = ， 2

2

ay
b

= 。因此 ( ),V x y� 负定。所以

2
1

2

0,
aE
b

 
 
 

全局稳定。 

4. 系统(1.5)的分支现象 

在这一节中，我们将讨论系统(1.5)平衡点所出现的分支，前面定理 2.1 给出了正平衡点存在的充分条 
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件，观察可以得到当
( )( )2

1 2 2 1

1
2

1b b a c k
a

b

β + −
> 时，系统(1.5)有两个不同的正平衡点 ( )* * *

1 1 1,E x y ，

( )* * *
2 2 2,E x y ；当

( )( )2

1 2 2 1

1
2

1b b a c k
a

b

β + −
= 时，两个正平衡点重合为一个正平衡点 ( )* * *,E x y ；当

( )( )2

1 2 2 1

1
2

1b b a c k
a

b

β + −
< 时，系统(1.5)没有正平衡点。上述现象表明在正平衡点 ( )* * *,E x y 处可能存

在一个鞍结分支。下面进行证明。 
定理 4.1 系统参数满足临界条件 

( )( )2

1 2 2 1

1
2

1
,SN

b b a c k
a a

b

β + −
= =                            (4.1) 

时，系统(1.5)存在一个鞍结分支，此时
( )( )2

1 2 2 1

1
2

1
SN

b b a c k
a a

b

β + −
≡ = ，且 1a 作为分支参数。 

证明：系统(1.5)在平衡点 ( )* * *,E x y 处的雅可比矩阵为 

( ) ( ) *
* 1

2

0 1
, .

0SN
c k x

J E a
a

 − −
=  

− 

 
因为 ( )* , 0SNJ E a = ，所以 ( )* , SNJ E a 有一个零特征值，不妨记为 λ 。 

令 V 和 W 分别为矩阵 ( )* , SNJ E a 和 ( )T* , SNJ E a 的属于特征值 λ 的特征向量，计算得 

1

2

1
,

0
V

V
V
   

= =   
  

                                   (4.2) 

( )1 *
1

2
2

1
.1

W
W c k x

W
a

 
   = = −   −   

 

                             (4.3) 

而 

( )1

*

*22

* *; ,
0 0

a SN

x x

xx
F E a x xβ β

=

  
  = =+ +  

   
   

                        (4.4) 

( )( )

( )

( )

*

2 2 2
2 21 1 1

1 1 2 22 2
2 *

2 2 2
2 22 2 2

1 1 2 22 2
,

2
1

13*

2
; ,

2

2
2

.

0

SN

SN

E a

F F FV V V V
x yx y

D F E a V V
F F FV V V V

x yx y

a b
x

β

β

 ∂ ∂ ∂
+ + 

∂ ∂∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ + + ∂ ∂∂ ∂ 

 
− 

= + 
  
 

              (4.5) 

所以 
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( )1

*2
T *

*; 0,a SN
xW F E a

xβ
= ≠

+
                             (4.6) 

( )( )
( )

2
T 2 * 1

13*

2
; , 2 0.SN

aW D F E a V V b
x

β

β
  = − ≠  +

                      (4.7) 

结合(4.6)和(4.7)，由[21]中的 Sotomayor’s 定理知系统(1.5)在 *E 处有一个鞍结分支。 
定理 4.1 证明完毕。 

5. 系统(1.5)数值模拟 

1) a) 我们取值 1 2 1 2 1a a b b= = = = ， 1
1
2

c kβ = = = ，此时 1
1 1 0

a b
β
− = > ，由前面分析知 ( )0 0,0E 是鞍

结点， ( )1 0,1E 是稳定的结点， 2
1 ,0
2

E  
 
 

是鞍点。图 1 所示。b) 取值 1 2 1 2 1a a b b β= = = = = ， 1
1
2

c k= = ，

此时 1
1 0

a b
β
− = 。则 ( )0 0,0E 是鞍点， ( )1 0,1E 是稳定的结点，此时 2E 与 0E 重合。图 2 所示。 

 

 

Figure 1. Dynamics behaviors of the system (1.5), the parameters ( )1 2 1 2 1
1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,1
2 2

a a b b c k β  =  
 

 

图 1. 系统(1.5)的参数 ( )1 2 1 2 1
1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,1
2 2

a a b b c k β  =  
 

解的动力学行为 

 

 

Figure 2. Dynamics behaviors of the system (1.5), the parameters ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,
2 2 2

a a b b c k β  =  
 

 

图 2. 系统(1.5)的参数 ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,
2 2 2

a a b b c k β  =  
 

解的动力学行为 
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2) a) 我们取值 1 2 1 2 1a a b b= = = = ，
1
4

β = ， 1
1
2

c k= = ，此时
( )( )2

1 2 2 1

1
2

1
1

b b a c k
a

b

β + −
= = ，由定

理 2.1 知，系统(1.5)只有唯一一个正平衡点
* 1 ,1

4
E  

 
 

，且该点是鞍结点。图 3 所示。b) 我们取值 1 2a = ,

2 1 2 1a b b= = = ，
1
4

β = ， 1
1
2

c k= = ，此时
( )( )2

1 2 2 1

1
2

1
1 2

b b a c k
a

b

β + −
= < = ，由定理 2.1 知，系统(1.5)

有两个正平衡点 *
1

3 2 2 ,1
4

E
 −
  
 

， *
2

3 2 2 ,1
4

E
 +
  
 

，其中 *
1E 是鞍点， *

2E 是稳定的结点。图 4 所示。 

 

 

Figure 3. Dynamics behaviors of the system (1.5), the parameters ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,
2 2 4

a a b b c k β  =  
 

 

图 3. 系统(1.5)的参数 ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 1,1,1,1, , ,
2 2 4

a a b b c k β  =  
 

解的动力学行为 

 

 

Figure 4. Dynamics behaviors of the system (1.5), the parameters ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 2,1,1,1, , ,
2 2 4

a a b b c k β  =  
 

 

图 4. 系统(1.5)的参数 ( )1 2 1 2 1
1 1 1, , , , , , 2,1,1,1, , ,
2 2 4

a a b b c k β  =  
 

解的动力学行为 
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3) 我们取值 1 2 1 2 1a a b b β= = = = = ， 1 2c = ，
1
4

k = ，此时有 1 2

2 1

1 11
2 4

a b k
a c

− = > = ，由定理 3.1 知，

( )1 0,1E 全局稳定。图 5 所示，红黄蓝绿色线条分别取初值 ( )2.8,1 ， ( )0.5,0.7 ， ( )1.3,2.5 和 ( )0.2,1.6 。 
 

 

Figure 5. 1E  is globally stable when the parameters ( ) 1, 1,
4

kβ  =  
   

of the 

system (1.5) 

图 5. 系统(1.5)的参数 ( ) 1, 1,
4

kβ  =  
 

时 1E 的全局稳定 

 

4) 我们取值 1 2 1 2 1a a b b= = = = ， 1 2c = ，
1
4

k = ，现在取一组固定初值 ( )1.3,2.5 ，红蓝绿色线条分别

取 0.02,1.8,4.2β = ，则此时 ( )1 0,1E 是全局稳定，图 6 所示。我们发现 Allee 常数对系统(1.5)的第二个种

群无明显影响。 
 

 
Figure 6. The influence of the parameters ( )0.02,1.8,4.2β =  of the system (1.5) on the 
speed at solution tends to ( )0,1  

图 6. 系统(1.5)的参数 ( )0.02,1.8,4.2β = 对解趋于 ( )0,1 速度的影响 
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6. 小结 

Allee 效应使得偏害系统的平衡点个数增加，并且平衡点的稳定性比较复杂(表 1)： 
 
Table 1. The existence and stability of the equilibrium point of the system (1.5) 
表 1. 系统(1.5)平衡点的存在性及其稳定性 

平衡点 满足条件 稳定性 

0E  
1 1a b β≠  

鞍结点 

1 1a b β=  鞍点 

1E   稳定的结点 

2E  1 1a b β≥  鞍点 

*E  *
1a a=  鞍结点 

*
1E  *

1a a>  鞍点 

*
2E  *

1a a>  稳定的结点 

7. 讨论 

本文提出了第一个种群具有避难所，自然增长率具有 Allee 效应的两种群偏害系统。Xie，Chen 和

He 在文[4]中探讨了第一个种群具有避难所的两种群偏害系统可能平衡点的局部稳定性和全局稳定性。通

过对比，我们可以发现关于系统(1.5)的一些有趣的现象： 
1) 系统(1.5)存在六个平衡点(包括三个边界平衡点和三个正平衡点)，而系统(1.1)只有四个平衡点(包

括三个边界平衡点和一个正平衡点)。这是因为我们在第一个种群的内禀增长率上考虑了 Allee 效应，使

得系统的平衡点个数增加。 
2) 随着平衡点个数的增加，系统(1.5)的动力学行为变得更加复杂，例如：产生了鞍结分支。 
3) 在第一个种群的内禀增长率上考虑了 Allee 效应，使得第一个种群满足一定条件下最终会趋于绝

灭，并通过数值模拟发现在相同初值的情况下，随着 Allee 效应的增大，第一个种群绝灭的速度越快。说

明了 Allee 效应不利于种群的生长，这是因为 Allee 效应会降低种群的出生率。 
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