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Abstract 
For k given graphs kG G G k ≥1 2, , , , 2 , the k-color Ramsey number, denoted by ( )kR G G G1 2, , , , is 
the smallest integer p such that if we arbitrarily color the edges of a complete graph of order p 
with k colors, then it always contains a monochromatic copy of iG  colored with i, for some 

i k≤ ≤1 . Let C4  be a cycle of length 4 and nK1,  a star of order n + 1 . Zhang et al. [1] show that 

( )  
 nR C C K n n≤ + + +4 1,4 , , 4 4 5 3  for all n and the upper bound can be attained for some n. In this 

paper, making use of a computer to construct some extremal graphs, we will determine some new 
values of three-color Ramsey numbers ( )nR C C K4 4 ,1, ,  for n = , ,7 8 9,10 , especially when n = 7  
the above general upper bound is attained again. 
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摘  要 

对于给定的图 kG G G k ≥1 2, , , , 2 ，k-色Ramsey数 ( )kR G G G1 2, , , 是最小的正整数p。使得对p阶完全图
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进行任意的k-边着色，总是存在某个着i色的单色图 iG ，其中 i k≤ ≤1 。设C4 是长度为4的圈， nK1, 是 n + 1

阶的星。张雪梅等[1]证明：对任意n有 ( )  
 nR C C K n n≤ + + +4 1,4 , , 4 4 5 3 ，并且给出该上界可达的某n。

本文借助计算机构造极值图，确定了四个新的3-色Ramsey数，即 n = , ,7 8 9,10时 ( )nR C C K4 4 ,1, , 的确切

值，尤其当 n = 7 时，该值恰好也达到了上面的上界。 
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1. 引言 

本文研究的图均为无向的简单图，且大多数术语均是标准的，可以在很多书本上看到，例如[2]，设

( ) ( )( ),G V G E G= ，其点集和边集分别为 ( )V G 和 ( )E G ，并 ( )v G 和 ( )e G 分别表示图 G 的阶数和边数。

设 ( )v V G∈ ， ( )N v 表示点 v 的邻点集合， ( ) ( )d v N v= 表示点 v 的度，并称 v 为一个 ( )d v -点。用

( )1 2, , , t v
d d d 表示 t-点 v 的度序列，其中 1 2, , , td d d 为点 v 各个邻点的度。类似，k + -点表示度数大于等

于 k 的点。而 ( )G∆ 和 ( )Gδ 分别表示 G 的最大度和最小度。对 ( )A V G⊆ ，我们记 ( ) ( )AN v N v A=  ，

而 ( ) ( )A Ad v N v= 即为 v 在 A 中的邻点的个数。设 ( )S E G⊆ ，记 [ ]G S 为由 S 生成的 G 的支撑子图

( )( ),V G S 。记长度为 m 的圈为 mC ，记 1n + 阶星和 N 阶完全图分别为 1,nK 和 NK 。 
对于给定的图 1 2, , , , 2kG G G k ≥ ，k-色 Ramsey 数 ( )1 2, , , kR G G G 是最小的正整数 p，使得对 p 阶完

全图 pK 进行任意的 k-边着色，总是存在某个着 i 色的单色图 iG ，其中1 i k≤ ≤ 。如果 NK 的一个 k-边着

色不包含任意 i 色的单色图 iG ，1 i k≤ ≤ ，那么称 NK 是可 ( )1 2, , , kG G G -边着色的，并将这种着色方案

下的 k-边着色完全图 NK 称为 ( )1 2, , , kG G G -图。设 ( )1 2, , , 1kN R G G G= − ，如果完全图 NK 被赋予一个

( )1 2, , , kG G G -边着色，那么称它为 ( )1 2, , , kG G G -Ramsey 图。显然，它是相对于 Ramsey 数

( )1 2, , , kR G G G 的一个极值图。类似的，如果图G的一个 k-边着色不包含任意 i色的单色图 iG ，1 i k≤ ≤ ， 
那么称 G 是可 ( )1 2, , , kG G G -边着色的。 

Ramsey 数 ( )1 2, , , kR G G G 的确定是一个 NP-Hard 问题。至今，虽然关于 2-色 Ramsey 数的研究结果

比较丰富，精确值的确定也非常多，但涉及的图类相对比较少。至于 3-色及 3-色以上的 k-色 Ramsey 数

的研究结果目前并不多，精确值确定的图类更少而少之。对图类的 Ramsey 数研究方法比较常见的数学

方法有概率方法[3] [4]和数学归纳[5] [6]。概率方法一般是对于一些阶数较大的图给出相应的 Ramsey 数

的上下界比较有效。数学归纳法一般用于 Ramsey 图成功构造的基础上进行的 Ramsey 数的确定，此时往

往 N 阶起的 Ramsey 图用组合方法容易构造，但小阶图的构造还是要踏踏实实的，纯人工构造小图的极

图需要大量的尝试且需要一定的运气，然而幸运往往不够，对此,需要借助计算机。例如，孙永奇等利用

计算机和数学归纳法相结合的方法确定了 ( )4 4, , nR C C C 的值，可见文献[6] [7] [8]。但是，一般情况我们

确定一个 Ramsey 数 ( )1 2, , , kR G G G 的确切值都很难，更不要提确定某些图类对应的 Ramsey 数，其原因

很大程度上是我们遇到的图类其 Ramsey 图往往不能通过常规的组合方法得以成功构造。这时，对于阶

数不大的图，我们可采用的方法：用数学方法对图的结构性质进行分析的基础上，再借助计算机帮助来
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构造需要的 Ramsey 图。 
本论文我们仅关注若干 3-色 Ramsey 数 ( )4 4 1,, , nR C C K 。为了方便，当我们考虑 3-边着色图 G 时，默

认其边被红蓝绿三色所着色。设 ( )v V G∈ ，我们用 ( )rN v ， ( )bN v 和 ( )gN v 分别表示 v 通过红边，蓝边

和绿边相邻的邻点集合，并且记 ( ) ( )r rd v N v= ， ( ) ( )b bd v N v= 以及 ( ) ( )g gd v N v= 。设 rE ， bE 和 gE 分

别表示为红色，蓝色和绿色的边集合，当然 [ ]rG E ， [ ]bG E ， gG E  分别表示由红边，蓝边，绿边导出

的子图。 
2019 年张雪梅等人不仅给出了 ( )4 4 1,, , nR C C K 的一个一般的上界，而且，确定了某特殊类型 n 的

Ramsey 数 ( )24 4 1,
, ,

q q
R C C K

−
的精确值，可见文献[1]。 

定理 1 [1] 对所有的 n，都有 ( )4 4 1,, , 4 5 3nR C C K n n ≤ + + +  。如果 2n l l= − ，其中 2l ≥ ，那么

( ) 2
4 4 1,, , 2 4 5 2nR C C K l l n n ≤ + + = + + +  。 

定理 2 [1] 对所有的素数幂 q，都有 ( )2
2

4 4 1,
, , 2

q q
R C C K q q

−
= + + 。 

2-色 Ramsey 数 ( )4 1,, nR C K 的研究要追溯到上世纪 80 年代，即使现在仍然是热点，但相应极值图的

构造都尚未找到一般组合方法，至于 3-色 Ramsey 数 ( )4 4 1,, , nR C C K 的极值图的构造就更没有一般组合方

法。定理 2 证明中的极值图的构造用的是代数方法。除此之外，仅为当 1,3,4,5n = 时(注意当 2,6n = 时为

定理 2 的两个特例) ( )4 4 1,, , nR C C K 被确定，它们的极值图通过人工方法构造而得，可见文献[1]。 

定理 3 [1] 
 

n 1 2 3 4 5 6 

( )4 4 1,, , nR C C K  6 8 9 11 13 14 

 
在本文中，我们希望对小数 n 借助计算机寻找极值图，从而可以确定更多的 ( )4 4 1,, , nR C C K 的值。我

们所得结果如下： 
定理 4 当 7,8,9,10n = 时， ( )4 4 1,, , 9nR C C K n= + 。 
对于定理 1 中一般的上界 4 5 3n n + + +  ，张雪梅等人仅找到 5n = 时 ( )4 4 1,, , nR C C K 可以达该上界。

由定理 4，显然，当 7n = 时， ( )4 4 1,, , nR C C K 也取到该上界，再一次说明上界 4 5 3n n + + +  是紧的。 
定理 4 的证明请参看本文的第 3 节，而第 2 节给出一些已知或易证引理，为定理[DL1]的证明做准备。 

2. 一些引理 

Turán 数 ( )4,ex k C 表示不包含 4C 的 k 阶图能达到的最大边数。 ( )T k 是由所有不包含 4C 且边数最大

即边数为 ( )4,ex k C 的 k 阶图全体组成的集合。众所周知，Reiman 在 1958 年证明了 

( ) ( )4
1, 1 4 3
4

ex k C k k< + − ，即给出了 ( )4,ex k C 的一个一般上界，可见文献[9]。Turán 数 ( )4,ex k C 精确 

值的确定工作是非常艰巨的，即使对于小数 k 的情形。1989 年 Clapham 等人确定了 21k ≤ 时 ( )4,ex k C 的

值，并给出 ( )T k 的刻画，可见文献[10]。当然，到目前为止对于小数 k 已经有更多的 ( )4,ex k C 的值被确

定。这里我们仅列出我们需要的 ( )4,ex k C 的值，以及 ( )T k 的情况。 
引理 1 [10] 
 

k 14 15 16 17 18 19 20 

( )4,ex k C  27 30 33 36 39 42 46 
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引理 2 [10] 
 

N 14 15 16 17 18 19 

( )T k  1 2 2 1 1 5 

 
而且，T(15)中仅有 2 种非同构图，且均为 4-正则图。另外，T(16)中仅有 2 种非同构图如图 1 所示，

显然，T(16)中的图的所有 5-点组成的集合恰为唯一的 3-点的邻域。 
 

 
T(15) 

 
T(16) 

Figure 1. T(15), T(16): Graphs with the maximum number of edges without 4-cycles of order 15,16 
图 1. T(15), T(16):不含 4-圈的边数最大 15, 16 阶图 

 
2019 年张雪梅等人给出了 Turán 数 ( )4,ex p C 和 Ramsey 数 ( )4 4 1,, , nR C C K 的一个关系，可见文献[1]，

借助该关系我们确定定理 4 中 Ramsey 数的一个上界。 

引理 3 [1] ( ) ( )4
1,
4

ex p C p p n< − ，则 ( )4 4 1,, , nR C C K p≤ 。 

为了确定定理 4 中 Ramsey 数的一个下界，我们分析 ( )4 4 1,, , nC C K -图的结构性质时，还需要下面两个

引理。 
引理 4 设红蓝黄 3-边着色的完全图 NK 为 ( )4 4 1,, , nC C K -图，则 

( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )42 ,
2 N r N b

N N n
e K E e K E ex N C

−
≤ + ≤ 。 

证明 因为 [ ]N rK E 和 [ ]N bK E 都不包含 4-圈，所以 [ ]( )N re K E 和 [ ]( )N be K E 都不超过 ( )4,ex N C ，于

是 [ ]( ) [ ]( ) ( )42 ,N r N be K E e K E ex N C+ ≤ 。另一方面，因为 1,n N gK K E ⊆/  ，所以 ( ) 1N gK E n  ≤∆ − ，于 

是 [ ]( ) ( ) ( )1 1N r bK E E N n N nδ ≥ − − − = − 。因此， [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )
2N r N b N r b

N N n
e K E e K E e K E E

−
+ = ≥ 。 

综上可知，
( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )42 ,

2 N r N b

N N n
e K E e K E ex N C

−
≤ + ≤ 。                                    

引理 5 设 G 为不包含 4-圈的图， ( )v V G∈ 。则 
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( ) ( )( )
( )

1 2 .
2u N v

d v
v G d u

∈
≥ + −∑                              (1) 

证明 对任意的 ( )u N v∈ ，设 ( ) [ ]\uA N u N v= 其中 [ ] { } ( )N v v N v=  。因为 4C G⊆/ ，显然对任意

( ),u u N v′∈ 有 ( ) ( ) { }N u N u v′ = ，于是 u uA A′ = ∅ 。因此 [ ]N v 以及 ( ),uA u N v∈ 为 ( )V G 的一些不交子

集。于是 

( ) ( ) ( )( )1 .u N vv G d v A u
∈

≥ + +∑                              (2) 

另外，由 4C G⊆/ ，显然对任意 ( )u N v∈ 有 ( ) ( ) 1N u N v ≤ ，即 [ ] ( ) 1N vd u ≤ ，于是 [ ] ( ) 2N vd u ≤ 。而

且，如果 ( )d v 为奇数，即 v 为顶点集 [ ]N v 在 G 中的导出子图 [ ]G N v  的一个奇度点，由于任意图的奇

度点数必为偶数，故存在某 ( )u N v∈ 满足 [ ] ( )N vd u 为奇数，从而该点满足 [ ] ( ) 1N vd u = 。因此对任意

( )u N v∈ 有 ( ) [ ] ( ) ( ) 2u N vA d u d u d u= − ≥ − ，而且，如果 ( )d v 为奇数，存在某 ( )u N v∈ 满足 

( ) [ ] ( ) ( ) 1u N vA d u d u d u= − = − 。于是，结合不等式(1)，我们立即得到不等式(2)。                  
由引理 5 容易知道下列引理 6 成立。 
引理 6 设 G 为不包含 4-圈的图， ( ) ( )=16 =32V G E G， ，则 G 中有 3-点和 5-点，则 3-点一定与 5-点

相邻。 

3. 主要结果的证明 

定理 1的证明：设 7,8,9,10n = ， 9p n= + ， 1 8N p n= − = + 。 

先证明 ( )4 4 1,, , 9nR C C K p n≤ = + 。由引理 1 可知 ( )416, 33ex C = ， ( )417, 36ex C = ， ( )418, 39ex C = ， 

( )419, 42ex C = 。容易验证 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 16,7 , 17,8 , 18,9 , 19,10p n = 均满足不等式 ( ) ( )4
1,
4

ex p C p p n< − 。于是， 

由引理 3， ( )4 4 1,, , 9nR C C K p n≤ = + 。 
下面我们将证明 ( )4 4 1,, , 9nR C C K p n≥ = + 。为此，我们需要构造一个 8N n= + 阶的 ( )4 4 1,, , nC C K -图。

换言之，我们将用红色，蓝色和绿色定义 NK 的一个 3-边着色，使得 [ ]4 N rC K E⊆/ ， [ ]4 N bC K E⊆/ ，

1,n N gK K E ⊆/  。在此，我们将借助计算机构造我们需要的 Ramsey 图。如果直接使用计算机构造，运行

时间将会较长。我们采用的策略是在数学方法分析图结构的基础上利用计算机辅助构造 Ramsey 图，即

先对 ( )4 4 1,, , nC C K -边着色完全图 NK 的结构进行分析，尽可能的确定 [ ]N rK E ， [ ]N bK E ， N gK E  的结

构特性，比如边数，最大度等；然后使用计算机辅助我们寻找需要的 Ramsey 图。 
设 ( ) { }1 2, , ,N NV K v v v=  。我们将对完全图 NK 进行红蓝绿三色边着色：先依次用两个 Lingo 程序确

定完全图 NK 的红边集 rE 和蓝边集 bE ，最后，剩余的边组成绿边集 gE 。Lingo 程序 1 的目的：寻找红边

集 rE 使得 [ ]N rK E 满足边数为 1m ，最大度为 1d 且不含 4-圈的图。Lingo 程序 2 的目的：在红边集的补集 rE
中寻找蓝边集 bE 使得 [ ]N bK E 满足边数为 2m ，最大度为 2d 且不含 4-圈的图。 

设 [ ]N rK E 的邻接矩阵为 X，其第 i 行第 j 列的元素为 ( ),x i j 。 [ ]N bK E 的邻接矩阵为 Y，其第 i 行第

j 列的元素为 ( ),y i j 。于是, ( ),x i j ， ( ),y i j 赋值如下： 

( )
0

1
, i j r

i j r

v v E
x i j

v v E

∈=  ∉
 

( )
1

0
, i j b

i j b

v v E
y i j

v v E

∈=  ∉
 

程序 1 
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sets: 
zb/1..N/; 
link(zb,zb):X; 
endsets 
@for(link(i,j):x(i,j)=x(j,i)); 
@for(zb(i):x(i,i)=0); 
@for(link:@bin(x)); 
@sum(link(i,j)|i \#lt\# j:x(i,j))=2m1; 
@for(zb(i):@sum(zb(j):x(i,j))<=d1); 
@for(link(i,j):@for(link(m,n)|~~i\#ne\#j\#~~and~~\#i\#ne\#m\#~~and~~\#i\#ne\#n\#~~and~~\#j\#ne\#m\#~

~and~~\#j\#ne\#n\#~~and~~\#m\#ne\#n: 
x(i,j)+x(j,m)+x(m,n)+x(i,n)<=3;x(i,j)+x(j,n)+x(n,m)+x(m,i)<=3;x(i,m)+x(m,j)+x(j,n)+x(n,i)<=3)); 

根据程序 1 输出 [ ]N rK E 的邻接矩阵 X。如果在程序 1 的结果中 ( ), 1x s t = ，那么在程序 2 中限制

( ), 0y s t = 。 
程序 2 
sets: 
zb/1..N/; 
link(zb,zb):Y; 
endsets 
@for(link(i,j):y(i,j)=y(j,i)); 
@for(zb(i):y(i,i)=0); 
@for(link:@bin(y)); 
@sum(link(i,j)|i \#lt\# j:y(i,j))=2m2; 
@for(zb(i):@sum(zb(j):y(i,j))<=d2); 
@for(link(i,j):@for(link(m,n)|~~i\#ne\#j\#~~and~~\#i\#ne\#m\#~~and~~\#i\#ne\#n\#~~and~~\#j\#ne\#m\#~

~and~~\#j\#ne\#n\#~~and~~\#m\#ne\#n: 
y(i,j)+y(j,m)+y(m,n)+y(i,n)<=3;y(i,j)+y(j,n)+y(n,m)+y(m,i)<=3;y(i,m)+y(m,j)+y(j,n)+y(n,i)<=3)); 

y(s,t)=0; 
根据程序 2 输出 [ ]N bK E 的邻接矩阵 Y。 
设 NK 为一个红蓝绿 3-边着色的完全图。如果 [ ]( ) 8N r bK E Eδ ≥ ，那么

( ) [ ]( )1 9N g N r bK E N K E E Nδ∆ = − −  ≤ − ，所以 8N N gK K E−  ⊆/  。反之亦然。于是，下面断言是显然。 
断言 1 设 8N n= + ， NK 是一个依次经过程序 1 和程序 2 获得红蓝绿 3-边着色的完全图。则 NK 是

一个 ( )4 4 1,, , nC C K -完全图的充分必要条件是 [ ]( ) 8N r bK E Eδ ≥ 。 
下面，对于 7,8,9,10n = ，我们将依次分析相应 ( )4 4 1,, , nC C K -完全图 NK 中 [ ]N rK E 和 [ ]N bK E 的结构

性质。根据文献，对 8 15,16,17,18N n= + = ，不含 4-圈且边数最大的图的全体集合 ( )T N 是完全确定的。

因此，在分析 [ ]N rK E 和 [ ]N bK E 的结构时，先分析它们是否可以属于 ( )T N 。也就是说，根据 [ ]( )N re K E
和 [ ]( )N be K E 的值，将从大到小分情况进行讨论 [ ]N rK E 和 [ ]N bK E 应具备的结构性质。最终，在结构分

析的基础上，利用计算机程序 1 和程序 2 成功构建所需的 N 阶 ( )4 4 1,, , nC C K -完全图。 
情形 1. 当 7n = 时， 15N = 。由引理 1 和引理 4 可知 [ ]( ) [ ]( ) ( )15 15 460 2 15, 60r be K E e K E ex C≤ + ≤ = ，
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显然， [ ] [ ] ( )15 15, 15r bK E K E T∈ 。由引理 2， [ ] [ ]15 15,r bK E K E 均为 15 阶的 4-正则图。我们使用 Lingo 程

序 1 和程序 2 可寻找到不含 4-圈的 4-正则图， [ ] [ ]15 15,r bK E K E ，如图 2 所示。显然， [ ] [ ]15 15r bK E K E

是一个 8-正则图。由断言 1，我们获得一个 15 阶 ( )4 4 1,7, ,C C K -完全图。因此， ( )4 4 1,7, , 16R C C K ≥ 。 
 

 

[ ]15 rK E                             [ ]15 bK E  

Figure 2. [ ] [ ]15 15r bK E K E : A 8-regular graph of 15 order with edge coloring 

图 2. [ ] [ ]15 15r bK E K E ：一个 15 阶可 ( )4 4,C C -边着色的 8-正则图 

 
情形 2. 当 8n = 时， 16N = 。由引理 1 和引理 4 可知 [ ]( ) [ ]( ) ( )16 16 464 2 16, 66r be K E e K E ex C≤ + ≤ = 。 
情形 2.1. 假设 [ ] [ ]16 16,r bK E K E 中存在之一属于 ( )16T ，不妨设 [ ] ( )16 16rK E T∈ 。由引理 2， [ ]16 rK E

中有3个5-点，1个3-点，其余点均为4-点，而且唯一3-点的邻域恰好为5-点组成的集合。不妨令 ( )1 3rd v = ，

( ) ( ) ( )2 3 4 5r r rd v d v d v= = = 且 ( ) { }1 2 3 4, ,rN v v v v= 。因此， ( ) ( ) { }1 16 1 2 3 4\ , , ,bN v V K v v v v⊆ ，即在 [ ]16 bK E 中

1v 的任意邻点 u 都满足 ( ) 4rd u = 。于是，由 [ ] [ ]( )16 16 8r bK E K Eδ ≥

 
(参看断言 1)知， ( )1 5bd v ≥ 且点 1v

在 [ ]16 bK E 中所有邻点的度 ≥ 4。由引理 5， 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )1 1
16 1

3 3 51 4 2 1 2 1 2 17
2 2 2

b b
b b

d v d v
v K E d v

    × ≥ + − = + ≥ + =         
，与 [ ]( )16 16bv K E = 矛盾。 

情形 2.2. 设 [ ] [ ]16 16,r bK E K E 都不属于 ( )16T ，此时 [ ]( ) [ ]( )16 16 32r be K E e K E= = 。显然 

[ ] [ ]16 16,r bK E K E 的平均度皆为 4。再结合引理 1 知，此时 [ ] [ ]16 16r bK E K E 是一个 8-正则图。 
假设 [ ]( )16 1rK Eδ ≤ 。不妨令 v 为 [ ]16 rK E 的最小度点。于是， [ ] { }( )16 \ 32 1 31re K E v ≥ − = 。也就是

说，我们得到一个不包含 4-圈且边数大于等于 31 的 15 阶图，与引理 5 中 ( )415, 30ex C = 矛盾。 
假设 [ ]( )16 2rK Eδ = 。不妨设 v 为 [ ]16 rK E 的最小度点，即 ( ) 2rd v = 。于是， 

[ ] { }( ) ( )16 4\ 32 2 30 15,re K E v ex C= − = = 。所以， [ ] { } ( )16 \ 15rK E v T∈ ，由引理 2， [ ] { }16 \rK E v 是一个

4-正则图。因此 [ ]16 rK E 中有 1 个 2-点，2 个 5-点，其他点均 4-点。又因为 [ ] [ ]16 16r bK E K E 是一个 8-
正则图，故 [ ]16 bK E 中有 1 个 6-点，2 个 3-点,其他点均 4-点。于是，v 满足 ( ) 6bd v = 且在 [ ]16 bK E 中的度 

序列为 ( )3 ,3 ,4,4,4,4
v

+ + 。由引理 5， [ ]( )16
61 2 3 4 4 2 17
2rv K E  ≥ + × + × − × =  

，与 [ ]( )16 16bv K E = 矛盾。 

设 [ ]( )16 3rK Eδ = 。假设 [ ]16 rK E 中仅有 1 个 3-点，由 [ ]16 rK E 的平均度皆为 4，此时 [ ]16 rK E 中有 1
个 3-点，1 个 5-点，其他点均 4-点。不妨令 ( ) ( )3, 5r rd u d v= = 。由引理 6， rvu E∈ 。否则，5-点 v 的每 

个邻点的度都为 4。由引理 5， [ ]( )16
51 5 4 2 17
2rv K E  ≥ + × − × =  

，与 [ ]( )16 16rv K E = 矛盾。另一方面，  

由 [ ] [ ]16 16r bK E K E 是一个 8-正则图，此时 [ ]16 bK E 中有 3-点 v，5-点 u，其他点均 4-点。同理有 bvu E∈ 。

故而 r bvu E E∈ = ∅ 。矛盾！ 
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因此， [ ]( ) [ ]( )16 16 32r be K E e K E= = ， [ ] [ ]16 16r bK E K E 是一个 8 正则图， [ ]( )16 3rK Eδ = 且 [ ]16 rK E
中至少有 2 个 3-点。在此条件下，根据 Lingo 程序 1 和 Lingo 程序 2 构造图 [ ] [ ]16 16,r bK E K E 如图 3 所示。

由断言 1，我们获得一个 16 阶 ( )4 4 1,8, ,C C K -完全图。因此， ( )4 4 1,8, , 17R C C K ≥ 。 
 

 
[ ]16 rK E                              [ ]16 bK E  

Figure 3. [ ] [ ]16 16r bK E K E : A 8-regular graph of 16 order with edge coloring 

图 3. [ ] [ ]16 16r bK E K E ：一个 16 阶可 ( )4 4,C C -边着色的 8-正则图 

 
情形 3. 当 9n = 时， 17N = 。由引理 1 和引理 4 可知 [ ]( ) [ ]( ) ( )17 17 468 2 17, 72r be K E e K E ex C≤ + ≤ = 。 
设 [ ] [ ] ( )17 17, 17r bK E K E T∈ ，即 [ ]( ) [ ]( )17 17 36r be K E e K E= = 。由引理 2，可知 ( )17T 只有一种结构。

见图 4，根据 Lingo 程序 1 和程序 2 构造同构图 [ ] [ ]17 17,r bK E K E 如图 5 所示。 
 

 
T(17)                                             T(18) 

Figure 4. T(17), T(18): Graphs with the maximum number of edges without 4-cycles of order 17 and 18 
图 4. T(17), T(18): 不含 4-圈的边数最大的 17 阶图和 18 阶图 

 

 
17[ ]rK E                                 17[ ]bK E  

Figure 5. [ ] [ ]17 17r bK E K E : A graph of 17 order with edge coloring 

图 5. [ ] [ ]17 17r bK E K E ：一个 17 阶可 ( )4 4,C C -边着色的图 

 
根据图 5 可以列出点 ,1 17iv i≤ ≤ 分别在 [ ] [ ]17 17,r bK E K E 中的度，如表 1 所示。易检验每点 iv 满足

( ) ( ) 8r i b id v d v+ ≥ ，由断言 1，我们获得一个 17 阶 ( )4 4 1,9, ,C C K -完全图。因此， ( )4 4 1,9, , 18R C C K ≥ 。 
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Table 1. The degrees of iv  in [ ] [ ]17 17,r bK E K E , 1 17i≤ ≤  

表 1. iv 在 [ ] [ ]17 17,r bK E K E 的度数，1 17i≤ ≤  

 1v  2v  3v  4v  5v  6v  7v  8v  9v  10v  11v  12v  13v  14v  15v  16v  17v  

( )r id v  4 4 5 4 3 4 5 4 5 3 5 4 5 4 4 5 4 

( )b id v  5 4 3 4 5 4 5 4 5 5 4 4 3 5 4 4 4 

 
情形 4. 当 10n = 时， 18N = 。由引理 1 和引理 4 可知 [ ]( ) [ ]( ) ( )18 18 472 2 18, 78r be K E e K E ex C≤ + ≤ = 。 
设 [ ] [ ] ( )18 18, 18r bK E K E T∈ ，即 [ ]( ) [ ]( )18 18 39r be K E e K E= = 。由引理 2 可知 ( )18T 只有一种结构。

根据 Lingo 程序 1 和程序 2 构造同构图 [ ] [ ]18 18,r bK E K E 如图 6 所示。根据图 6 可以列出点 ,1 18iv i≤ ≤ 分

别在 [ ] [ ]18 18,r bK E K E 中的度，如表 2 所示。易检验每点 iv 满足 ( ) ( ) 8r i b id v d v+ ≥ ，由断言 1，我们获得

一个 18 阶 ( )4 4 1,10, ,C C K -完全图。因此， ( )4 4 1,10, , 19R C C K ≥ 。 
 

 
18[ ]rK E                                     18[ ]bK E  

Figure 6. [ ] [ ]18 18r bK E K E : A graph of 18 order with edge coloring 

图 6. [ ] [ ]18 18r bK E K E ：一个 18 阶可 ( )4 4,C C -边着色的图 
 
Table 2. The degrees of iv  in [ ] [ ]18 18,r bK E K E , 1 17i≤ ≤  

表 2. iv 在 [ ] [ ]18 18,r bK E K E 的度数，1 17i≤ ≤  

 1v  2v  3v  4v  5v  6v  7v  8v  9v  10v  11v  12v  13v  14v  15v  16v  17v  18v  

( )r id v  5 5 5 4 4 5 4 5 5 4 4 5 5 4 5 3 3 3 

( )b id v  3 4 3 4 5 4 5 3 4 4 5 5 5 5 4 5 5 5 

 
综上可知， ( )4 4 1,, , 9nR C C K n= + ，其中 7,8,9,10n = 。                                       
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