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摘  要 

给出一个新的 C
kβ 和 kδ 公式，新的共轭梯度法继承了FR方法的优点，在SWP线搜索下，具备良好的全局

收敛性。在WWP线搜索下，给出谱共轭梯度法相应的分析。数值实验表明，本文提出的共轭梯度法数

值计算性能更有效。 
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Abstract 

A new formula C
kβ  and kδ  is given. The new conjugate gradient method inherits the advantages 

of the FR method. Under the SWP line search, it should have good global convergence. Under the 
WWP line search, the corresponding analysis of the spectral conjugate gradient method is given. 
Numerical experiments show that the numerical calculation performance of the conjugate gra-
dient method proposed in this paper is more effective. 
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1. 引言 

考虑无约束优化问题： 

( ){ }min : nf x x∈                                       (1) 

其中，函数 : nf → 的光滑函数，由于该方法低存储性，易于计算，目前被广泛运用于石油勘探、大气模

拟、航天航空和工程优化等领域的求解问题上[1]。一般地，求解问题(1)，需给定初始点 0
nx ∈ ，共轭梯度

法由最初的线性优化推广到非线性优化问题上，用于求解大规模无约束优化问题，其早期的迭代公式如下： 

1k k k kx x dα+ = +                                         (2) 

kα 为搜索步长， kd 为搜索方向， kd 的定义如下： 

1

; 1
; 1

k
k

k k k

g k
d

g d kβ −

− =
= − + >

                                    (3) 

其中， ( )k kg f x= ∇ ，是 f 在 kx 处的梯度，由(3)式可知，共轭梯度法的两个核心问题分别是步长因子 kα 的

计算和搜索方向 kd 的选取，需要寻找合适的步长搜索规则，如弱 Wolfe 线搜索(WWP)、强 Wolfe 线搜索

(SWP)和推广的 Wolfe 线搜索，分别如下： 

( ) ( ) T

T T
1

k k k k k k k

k k k k

f x d f x g d

g d g d

α δα
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 + ≤ +
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( ) ( ) T
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1

k k k k k k k

T
k k k k

f x d f x g d

g d g d

α δα

σ+

 + ≤ +

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( ) ( ) T

T T T
1 1
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k k k k k k

f x d f x g d

g d g d g d

α δα

σ σ+

 + ≤ +
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≤ ≤ −
 

当 0 1δ σ< < < 和 1 0σ ≥ 是常数， kβ 为共轭参数，常用的 kβ 公式[2] [3] [4] [5]如下： 
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其中，  为 Euclidean 范数， 1 1k k ky g g− −= − ，一般而言，目标函数为严格凸时，PRP 方法与 HS 方法的

数值计算效果优于 FR 方法和 DY 方法，但收敛性却没有后两种方法好。当目标函数非凸时，即使采用

Curry 原则选取步长因子，即 kα 为一维函数 ( ) ( ){ }: 0k k kf x dα α αΦ = + > 的第一个极小点，也无法保证

它们全局收敛，以上方法在收敛性分析和数值计算性能上有所差异。近年来，共轭梯度法的许多变种被

广泛研究，在一定程度上继承了经典方法的某些特性。2012 年，在文献[6]的基础上，Dai 等[7]提出一种

新的 DPRP 方法，分母变成线性组合的形式，其共轭参数 DPRP
kβ 定义为 

2 T
1

1
2T

1 1

k
k k k

kDPRP
k

k k k

g
g g g

g

g d g
β

µ

−
−

− −

−
=

+
                                 (5) 

其中 1µ > ，Dai 等人首先证明了该方法在不进行任何线搜索的情况下具有充分下降性，其次证明在 Wolfe
线搜索或 Armijo 线搜索下的全局收敛性。并把这个结果扩展到 HS 方法中[8]，也是进行相应的收敛性分

析，数值实验结果表明 DPRP 方法比文献[6]中方法更有效。 
2019 年，景书杰等[9]提出一类改进的谱共轭梯度法，新的共轭系数和谱系数公式定义为 

1T
1 1

2 T
1 1

T
1

2

, 1

1

k
k k k k

kSN
k

k k k

SN k k
k k

k

g
g g g d
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d g d

g d
g

β µ
µ

θ β

−
− −

− −

−

 
− −  

 = >
+

= +

                              (6) 

根据现有的共轭系数公式，构造一个新的共轭系数公式和谱系数公式，从而提出一种新的谱共轭梯度法，

保证算法在每次迭代时不依赖于任何线搜索总能产生充分下降的搜索方向，并在 Armijo 线搜索和一般假

设条件下，给出算法的全局收敛性证明。将式(5)的分子或者分母推广到其它共轭梯度法上，或者建立混

合共轭梯度法，也具备良好的数值计算效果。更多的可以参看文献[10] [11] [12] [13] [14]。 
文章结构如下：第 2 节两种新算法的提出；第 3 节共轭梯度法及其全局收敛性；第 4 节谱共轭梯度

法及其全局收敛性；第 5 节数值实验和第 6 节全文总结。 

2. 修改的共轭梯度法和谱共轭梯度法 

基于以上文献的思想，特别是 DPRP
kβ 和 SN

kβ 的构造，本文对文献[15]的公式做出如下的修改，给出一

个新的 C
kβ 公式 

1T
1 1

2 T
1 1

2

, 0, 0

k k
k k k k

kC
k

k k k

g g
g g g d

g

g g d
β µ λ

µ λ

−
− −

− −

 −
− −  

 = ≥ >
+ +

                        (7) 

基于公式(7)，采用 SWP 线搜索条件来修正共轭梯度算法如下： 
算法 1 
Step 1：初始值 0

nx R∈ ， 0ε > ，令 0µ ≥ ， 0λ > ，0 1ρ σ< < < ， : 1k = ， 1 1d g= − ，计算 kg ，若 1g ε≤ ，

则停止。 
Step 2：用 SWP 线搜索公式计算 kα ， 
Step 3：令 1k k k kx x dα+ = + ，若 1kg ε+ ≤ ，则停止， 
Step 4：用式(3)和(7)分别计算 1 1, C

k kd β+ + ， 
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Step 5：使得 : 1k k= + ，转 Step 2。 
谱共轭梯度法作为求解问题(1)的另一方式被提出，通过调整谱系数和共轭参数，建立合适的算法，

本文降低线搜索条件，故采用 WWP 线搜索条件设计谱共轭梯度算法如下： 
算法 2 
Step 1：初始值 0

nx R∈ ， 0ε > ，令 0µ ≥ ， 0λ > ，0 1ρ σ< < < ， : 1k = ， 1 1d g= − ，计算 kg ，若 1g ε≤ ，

则停止。 
Step 2：用 WWP 线搜索公式计算 kα ， 
Step 3：令 1k k k kx x dα+ = + ，若 1kg ε+ ≤ ，则停止， 
Step 4：用(7)式计算 1

C
kβ + ，由下式计算搜索方向 1kd +  

1 1 1 1
T

1
1 1 2

1

1

k k k k k

C k k
k k

k

d g d

g d
g

δ β

δ β

+ + + +

+
+ +

+

= − +

= +
 

Step 5：使得 : 1k k= + ，转 Step 2。 
以下常规性假设在共轭梯度法的研究中经常被用到 
假设 H [9] (H1)定义目标函数 ( )f x 在水平集 ( ) ( ){ }0;nx f x f xΩ = ∈ ≤ 有下界，且 0x 为初始点。 
(H2) 目标函数 ( )f x 在水平集Ω的一个领域 N 内连续可微，其梯度函数满足 Lipschitz 连续，即存常

数 0L > ，使得 ( ) ( ) , ,g x g y L x y x y N− ≤ − ∀ ∈ 。 

3. 共轭梯度法及其全局收敛性 

引理 3.1：若假设 H 成立，考虑序列 1k k k kx x dα+ = + ，序列{ }kg 和{ }kd 由算法 1 生成，如果 
1) 对所有 k 均成立 1 3k k kg L dα+ >  
2) 存在常数 0r > ，使得对任给 0k > ，都有 kg r> 成立，则存在一个充分大的 0k ，使得 0k k> 时，

1
C
kβ + 满足 

2
1

1 1 20 kC FR
k k

k

g

g
β β +

+ +≤ ≤ =                                     (8) 

证明：因为 1
C
kβ + 的定义为 
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1) 证明分子 1T
1 1 1
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2
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2) 将以上化简结果代入式(9)中 

1T
1 1

1 1 1
1 2 2 2T T

1 1

2
3 3

k k
k k k k

k k k k k k kC
k

k k k k k k k

g g
g g g d

g g L d g L d

g g d g g d g

α α
β

µ λ µ λ

+
+ +

+ + +
+

+ +

 −
− −   ⋅ = ≤ ≤

+ + + +

 

因为 

10
3

k
k k

g
d

L
α +≤ <  

则引理 3.1 得证。 

引理 3.2：如果参数
1 , 0, 0
2

σ µ λ< ≥ > ，则存在常数 1 2
1 2 1,

1 1

k k

c cσ σ σ
σ σ

− + −
= =

− −
对所有的 k，有下式成立： 

2 2T
2 1 , 1k k k kc g g d c g k− ≤ ≤ − ∀ ≥

                               (10) 

证明：数学归纳法：当
2T

1 1 1 1 11, ,k d g g d g= = − = − ，则(10)式成立。 
假设 1k > ，都有 T 0k kg d < 成立，令(3)式中 k 为 k + 1 时与 T

1kg + 作内积，结合(8)式得 
T T

1 1 1
2 2

1

1k k k k

k k

g d g d
g g
+ + +

+

−
= −

 

在上式中用 

( )T T T
k k k k k k k kd g d g x d d gσ α σ≤ + ≤ −  

则有 
T T T

1 1
2 2 2

1

1 1k k k k k k

k k k

g d g d g d
g g g

σ σ+ +

+

−
+ ≤ ≤ −                               (11) 

利用(11)式递推可得： 
T

1 1
1 22

1

1 2 1
1 1

k k
k k

k

g d
c c

g
σ σ σ
σ σ

+ +

+

−− + −
= ≤ ≤ =

− −  

由归纳法知，上述引理成立。当
1
2

σ < 时，充分下降条件对正常数
1 2
1

c σ
σ

−
=

−
也成立。 

由引理 3.2 和文献[1]引理 1.4.1，可得以下引理。 
引理 3.3：若假设 H 成立，序列{ }kx 由算法 1 生成， kd 满足 T 0k kg d < ， kα 由 SWP 线搜索得到，则

Zoutendijk 条件成立： 
4

2
1

k

k k

g

d≥

< +∞∑  

证明：由 SWP 线搜索得 ( )T T1k k k kd y g dσ≥ − 。 
由 Lipschitz 条件得

2T
k k k kd y L dα≤ ，把两式结合，则有 

T

2

1 k k
k

k

g d
L d

σα −
≥ ⋅                                       (12) 

由 SWP 线搜索和(12)式得 
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( )2T

1 2

k k
k k

k

g d
f f c

d
+− ≥  

其中，
( )1

c
L

δ σ−
= ，对上式从 1,2,k = 求和，由假设 H(1)知，

( )2T

2
1

k k

k k

g d

d≥

< +∞∑ 成立，由充分下降条件

2T
k k kg d c g≤ − 成立，则有 

4

2
1

k

k k

g

d≥

< +∞∑  

以下是算法 1 的全局收敛性结果。 

定理 1：若假设 H 成立，序列{ }kg 和{ }kd 由算法 1 生成，若
1
2

σ < ，则 lim inf 0kk
g

→∞
= 。 

证明：反证法，即存在常数 0r > ，有 , 1kg r k≥ ∀ ≥  

( )
1 1 1

22 2 2T
1 1 1 1 12

C
k k k k

C C
k k k k k k k

d g d
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β

β β

+ + +

+ + + + +
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两边同除
4

1kg +  
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2 2 T21 1

1 14 4 4 2
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12k kC C k k
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k k k k

d d g d
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β β+ +
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+ + + +

= − +  

由 SWP 线搜索、(8)式和(10)式知 
T T

1

2 2 1
k k k k

k k

g d g d
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σ σ
σ
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≤ ≤

−
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2 T2 2 11
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2 2T
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=

≤ + +

 ≤ + + ≤ + + − ⋅
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由上式得 
4

1 2
2

1 11

1 1
1 1

k

k kk

g
r

kd
σ
σ

+

≥ ≥+

−
≥ = +∞

+ +∑ ∑  

与引理 3.3 矛盾，故定理 1 得证。 

4. 谱共轭梯度法及其全局收敛性 

引理 4.1：序列{ }kg 和{ }kd 由算法 2 生成， 1k∀ ≥ ，都有
2T 0k k kg d g= − < 。 

证：当 1k = 时，
2T

1 1 1 1 1, 0d g g d g= − = − < 成立， 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99173


陈秀芳，李锋 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99173 1475 应用数学进展 
 

当 1k > 时，

2T T
1

T
2 T1

12

2 T T
1 1

2

1

0

C
k k k k k k k

C Ck k
k k k k k

k
C C
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k
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g d
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β β
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−
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= − +
 
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 
 

= − − +

= − <

 

故算法 2 中产生的搜索方向 kd 满足充分下降性。 
引理 4.2：若假设 H 成立， kd 满足 T 0k kd g < ， kα 满足 WWP 线搜索，则 Zoutendijk 条件成立： 

( )2T

2
1

k k

k k

g d

d≥

< +∞∑  

定理 2：若假设 H 成立，序列{ }kg 和{ }kd 由算法 2 生成，则 lim inf 0kk
g

→∞
= 。 

证明：假设结论不成立，则存在一个常数 0r > ，使得 , 0kg r k≥ ∀ ≥ ，因为 

T
1

1 1 2
1

1 C k k
k k

k

g d
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δ β +
+ +

+

 
 = +
 
 

 

由算法 2 中定义的搜索方向 1kd + ，两边取范数模平方得 

( )22 2 2T 2
1 1 1 1 1 1 12C

k k k k k k k kd d d g gβ δ δ+ + + + + + += − −  

两端同除
4

1kg + ，又因为
2T

1 1 1k k kd g g+ + += − 。 
又因为引理 3.1 
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k
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当 0k = 时， 0 0d g= − ，上式写成 
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此结论与引理 4.2 的 Zoutendijk 条件矛盾，故定理 2 成立。 

5. 数值实验 

本节中，我们分析所提出新方法的数值性能，分别与文献[15]的方法作比较，记为 WSWP，还有文

献[16]的方法作比较，记为 RMIL+，本文的共轭梯度法和谱共轭梯度法分别记为 FSWP 和 PCWWP，无

约束测试问题选自文献[17]，算法运行的终止条件为 610kg −≤ 或迭代次数超过 10,000，所有代码实现都

在 Matlab2016a 中进行，数值结果以 NI，NF，NG 的形式表示，其中，NI 指迭代次数，NF 指函数取值，

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99173


陈秀芳，李锋 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99173 1476 应用数学进展 
 

NG 指梯度取值。“-”指算法运行失效。各符号和参数说明如下： 
RMIL + SWP：RMIL + 公式用 SWP 线搜索， 0.1, 0.01σ δ= = ； 
WSPW：韦等提出的公式用 SWP 线搜索， 0.1, 0.01σ δ= = ； 
FSWP：本文提出的共轭梯度法用 SWP 线搜索， 0.2, 0.01, 4.5, 0.2σ δ µ λ= = = = ： 
PCWWP：本文提出的谱共轭梯度法用 WWP 线搜索， 0.1, 0.01, 4.5, 0σ δ µ λ= = = = 。 

 
Table 1. Numerical results of each method 
表 1. 各方法的数值计算结果 

问题名称 维数 n RMIL + SWP 
NI/NF/NG 

WSWP 
NI/NF/NG 

FSWP 
NI/NF/NG 

PCWWP 
NI/NF/NG 

ROSE 2 38/438/85 1624/7729/2158 4/107/8 260/816/372 

FROYH 2 21/97/36 4/61/10 3/103/7 356/1079/521 

BADSCP 2 - - 5/155/64 - 

BADSCB 2 31/254/48 2/53/4 2/53/4 - 

BEALE 2 35/254/48 3/102/5 7/65/11 102/190/148 

JENSAM 2 2/101/6 27/154/42 6/256/93 64/166/91 

HELIX 3 482/2258/831 - 6/159/57 478/1232/664 

BARD 3 - - 6/158/56 1150/2982/160 

GAUSS 3 4/9/5 4/9/5 3/103/4 24/93/34 

MEYER 3 - 6/109/55 6/109/55 - 

CULF 3 2/52/3 2/52/3 1/2/2 3/58/4 

BOX 3 1/51/2 1/51/2 1/51/2 1/51/2 

SING 4 - 4/62/11 4/60/10 - 

WOOD 4 350/1299/570 7/121/62 6/68/10 234/573/334 

KOWOSB 4 1345/3954/213 - 6/61/7 735/1906/1027 

BD 4 72/432/197 5/158/59 4/106/8 119/404/251 

OSB1 5 1/51/2 1/51/2 1/51/2 1/51/2 

BIGGS 6 5/109/9 174/1075/226 5/156/43 54/141/76 

OSB2 11 - - 3/103/4 293/863/410 

OSB2 20 - 3/104/5 4/154/54 - 

ROSEX 8 47/227/103 193/1159/316 4/107/7 1056/2873/149 

ROSEX 50 61/532/113 4/48/7 7/207/105 962/2793/1343 

ROSEX 100 50/410/95 4/58/9 4/105/7 578/1441/840 

SINGX 4 - 4/62/11 4/60/10 - 

PEN1 2 43/590/96 - 5/63/11 1500/3882/210 

PEN2 4 - 55/798/103 25/1202/74 - 

PEN2 50 230/1260/388 4/111/11 8/72/18 2052/4935/290 

VARDIM 2 4/12/9 4/12/9 4/11/8 4/12/9 

VARDIM 50 10/52/36 10/52/36 15/55/41 10/52/36 

TRIG 3 17/137/29 52/248/100 3/106/8 35/67/51 

TRIG 50 54/306/104 178/1434/258 4/158/11 101/388/155 
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Continued 

TRIG 100 46/326/120 207/2034/271 3/108/9 95/373/140 

BV 3 17/35/24 88/176/171 6/61/7 33/59/44 

BV 10 921/2799/1670 - 3/103/5 313/832/432 

IE 3 6/14/8 8/19/12 8/161/91 18/34/23 

IE 50 7/15/8 13/30/20 5/156/55 20/36/25 

IE 100 7/15/9 14/30/20 5/156/55 22/40/27 

IE 200 7/63/9 13/123/22 5/202/96 19/33/24 

IE 500 7/15/9 45/186/73 3/103/6 21/41/28 

TRID 3 14/80/18 5/110/9 6/158/53 57/254/86 

TRID 50 29/109/33 4/106/9 5/109/8 53/149/74 

TRID 100 31/69/37 4/108/8 8/258/154 54/99/72 

TRID 200 31/68/38 - 6/159/58 56/156/80 

BAND 3 8/66/13 3/102/7 4/152/8 29/51/33 

BAND 50 21/679/30 4/116/11 5/203/12 21/523/27 

BAND 100 21/725/29 4/116/11 4/110/11 25/531/36 

BAND 200 21/872/28 4/116/11 4/110/11 34/1174/41 

LIN 2 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3 

LIN 50 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3 

LIN 500 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3 

LIN 1000 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3 

LIN1 2 1/51/2 1/51/2 1/51/2 1/3/3 

LIN1 10 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3 

 

从表 1 中可以看出，基于新的参数公式，本文提出的共轭梯度法(FSWP)的数值计算性能优于表中其

它方法，能解决绝大部分测试问题，相反，本文提出的谱共轭梯度法收敛性条件减弱，但数值计算性能

(PCWWP)却没有共轭梯度法的好，如何调整谱共轭梯度法的两个参数，使之达到更好的计算效果，仍需

进一步研究。 

6. 总结 

本文借鉴已有文献的思路，对经典的共轭梯度法中的共轭参数作简单的分解或变形，而不改变原公

式的大致结构，从而提出类似的 kβ 新参数公式，并分别在 SWP 线搜索下建立新的共轭梯度法的全局收

敛性分析和 WWP 线搜索下建立谱共轭梯度法的全局收敛性分析，数值实验与经典方法作比较，本文提

出的共轭梯度法更有效。 
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