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摘  要 

本文主要研究一类离散随机动力系统的稳定性，利用定性分析的方法对随机模型进行研究，获得传染病

模型中平衡点渐近稳定的条件及其相应结论并对其进行模拟验证。 
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Abstract 
The stability of an epidemic model with discrete and stochastic version will be studied. We ob-
serve the analytical study for the stochastic model in detail and find out the conditions for asymp-
totic stability of the endemic equilibrium in the mean sense, and then give the simulation of the 
system. 
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1. 离散模型的分析 

众所周知，流行病学是研究疾病传播的学科，目的是寻找促使疾病发生的因素等，在人口不重叠的

情况下，离散时间模型比连续时间模型更合理[1] [2]。 
本节主要研究具有非线性发生率的 SI 系统，并希望研究以下连续模型的离散版本的动力学性态： 
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其中 S、I 表示 t 时刻的易感密度和感染密度。参数 b、d 和 β 分别表示该疾病的增长率、死亡率和有效传

播率[3]。此外， µ 是代表感染者死亡率的参数，参数 a 衡量抑制作用，假设所有的参数都为正的。我们

研究以下具有饱和发生率的离散模型的动力学， 
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系统(1.2)中的所有参数均与系统(1.1)中的相同。 

通过对系统(1.2)的简单计算，可以得到两个非负平衡点 1 ,0bE
d
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和 *I 是方程的正根 *3 * 0a dI I d bµ βµ µ β+ + − = ，系统(1.2)的雅可比矩阵如下[4] 
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雅可比矩阵的特征方程可以写成 
2 0Tr Detλ λ− + =  

其中 
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为了研究平衡点的稳定性，我们首先给出了以下引理 
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引理 1 让 ( ) 2F B Cλ λ λ= − + ，假设 ( )1 0F > ， 1λ 和 2λ 是 ( ) 0F λ = 的根 
1) 1 1λ < 且 2 1λ < 当且仅当 ( )1 0F − > 且 1C < ； 
2) 1 1λ < 且 2 1λ >  (或 1 1λ > 且 2 1λ < )当且仅当 ( )1 0F − < ； 
3) 1 1λ > 且 2 1λ > 当且仅当 ( )1 0F − > 且 1C > ； 
4) 1 1λ = − 且 2 1λ ≠ 当且仅当 ( )1 0F − = 且 0,2B ≠ 。 

那么可以得到 
定理 1 假设 d bkµ > ，那么平衡点 1E  

1) 当参数满足 ( ) 2
2

b b d bd b d
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+ < + − + + 时， 1E 是一个源点。 

现在我们将讨论平衡点 2E 的稳定性及其分支。平衡点 2E 是稳定的如果它满足下列式子： 
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其中 ( )2Tr d m µ= − + + 并且 ( )( ) ( )1 1 1Det d m n dµ= − − − + − ， 
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这样保证了特征根 1 2λ，位于复平面的单位圆内，从而可以判断平衡点的局部稳定性。 
我们可以得到 
定理 2 如果满足以下条件，平衡点 2E 是渐近稳定的： 
1) ( ) ( )4 2 2d m q d m ndµ µ+ + + > + + + ； 
2) ( )  d m ndµ + > ； 
3) ( )d m nd d m nµ µ+ + + > + + 。 
随机模型分析 
在这一部分中，我们研究连续模型(1.1)的随机版本的动力学[5] [6]。在一些主要参数中引入了随机扰

动，我们允许变量 ,S I 在正平衡点 2E 处围绕其值的随机扰动。假设在模型(1.1)中变量在 2E 处的值周围的

随机扰动属于白噪声类型，其与 ,S I 与值 * *,S I 的距离成正比，所以系统(1.1)会导致 
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其中 jσ ， 1,2j = 是实常数， ( )j tξ ， 1,2j = 是相互独立的标准维纳过程。通过研究(2.1)的平衡点 2E 的渐

近随机行为来得出系统(2.1)的动力学行为对于这种随机性是否具有稳定性。我们将(2.1)视为 ITO 随机微

分系统。系统(2.1)正平衡 2E 处可以变量替换使其中心化[7]： 
* *

1 2,S S I Iν ν= − = −  

随机微分系统在 2E 处线性化 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )d d dt f t t g u t tν ν ν ξ= +  

其中 ( ) ( ) ( )( )1 2,t col t tν ν ν= 。 
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，那么(2.1)的零解是渐近均方稳定的。 

证明. 让我们考虑 Lyapunov 函数 ( ) ( )2 2
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即 
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其中 ( )T
1 2,Y u u=  and 

2 2ijZ b
∗

 =   。Z 是正定的，如果 i) 0, 1, 2iib i> = 和 ii) 0Z > 。证毕。 

2. 离散模型的模拟 

从模拟图形(图 1)可以看出系统(2.1)的平衡点渐近稳定，轨道收敛到正平衡点，也揭示了该系统的稳

定特性。 
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Figure 1. Simulation 
图 1. 仿真图 

3. 结论 

具有非线性传染率的离散随机 SI 系统展示了两种不同的动力性态。其中 Iβ 代表感染力，疾病的有

效传播率对控制疫情起着至关重要的作用。当感染个体的数量非常巨大时。从生物学角度来看，我们可

以解释，对于大量的感染性疾病，人群可能倾向于减少单位时间内的接触次数，促使易感者采取保护措

施。然而，对一种特定的疾病进行类似的分析将是有趣的，借助数据来解释这两类模型作为政策指导工

具的预测性质以及实施。 
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