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摘  要 

随着对混沌现象研究的深入，混沌系统的动力学行为变化及对混沌状态的控制研究已成为研究混沌的重

要任务。本文构造了一个具有多个平衡点的混沌系统，在理论分析和数值仿真下，详细分析了系统的基

本动力学特性，并通过Routh-Hurwitz定理分析了平衡点的稳定性以及作出了系统的分岔图。同时在计

算了系统的Hamilton能量后，通过增加一个与Hamilton能量相关的新变量来改进动力学系统，并通过

调整能量的反馈增益找到目标轨道。结果表明，为Hamilton能量设置适当的正反馈增益可以抑制混沌。 
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Abstract 
With the deepening of the study of chaos, the dynamic behavior changes of chaotic systems and the 
control of chaotic state have become an important task in the study of chaos. In this paper, a class 
of chaotic systems with multiple equilibrium points is constructed. Based on theoretical analysis 
and numerical simulation, the basic dynamic characteristics of the system are analyzed in detail, 
and the stability of the equilibrium point is analyzed by Routh-Hurwitz theorem and bifurcation 
diagram of the system is obtained. After calculating the Hamiltonian energy of the system, a new 
variable related to the Hamiltonian energy was added to improve the dynamics system, and the 
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target orbit was found by adjusting the feedback gain of the energy. The results show that chaos 
can be suppressed by proper positive feedback gain for Hamiltonian energy. 
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1. 引言 

20 世纪下半叶以来，非线性科学有了很大的发展。混沌是非线性科学的一个研究热点，被认为是继

相对论和量子力学[1]之后的第三次革命。由于非线性振动在实际工程中的广泛存在，故而研究具有特殊

动力学行为的混沌系统，对科学的进一步发展，解决实际工程中的问题，都具有很大的理论意义和科学

价值。1963 年，Lorenz 在一个三维自治系统中首次发现了混沌吸引子。1999 年，Chen 等人也发现了和

Lorenz 系统相似但不同的混沌吸引子。近年来，随着学术界在[2] [3] [4] [5]中对于非线性对混沌现象的深

入探索，混沌系统的动力学行为的变化及对混沌状态的控制已成为研究混沌的重要内容。 
随着非线性科学的广泛应用，国内外的学者基于不同的策略提出了大量的混沌控制方法。Sharma 等

人[6]应用线性增强的方法来控制混沌系统吸引子的多态性。Feng 和 Wei 等[7]研究了时滞反馈法对混沌

系统的控制。Vaidyanathan [8]对于超混沌系统通过自适应法进行系统的控制。Wei 等人应用非线性反馈

控制器、滑膜控制器及其组合来控制具有混沌特性的动力学系统。对于混沌系统来说，外力施加并输入

时，系统将获得能量，所以，系统的动力响应也会受到系统能量的控制。如外部电磁辐射可以通过提供

足够的能量来改变神经元[9]的电活动模式。对于非线性系统，我们可以从理论上来探讨其物理能量。Wang
等人利用 Helmholtz 定理对无量纲动力系统的哈密顿能量进行了计算。Ma 等人认为能量反馈可以有效抑

制振荡。Guo 等人提出相位压缩和能量调和来控制混沌系统。因此，讨论能量对于混沌系统的动力学行

为控制是十分具有意义的。 
本文通过对具有多个平衡点的混沌系统，在理论分析和数值仿真下，详细分析了系统的基本动力学

特性。通过 Helmholtz’s 定理求出了系统的 Hamilton 函数，设计了相应的能量反馈控制器通过降低能量

消耗来控制混沌系统。 

2. 系统的动力学分析 

2.1. 混沌系统的方程描述 

对于以下系统： 

( )
( )2

1

1

x ax ay
y bx b y xz

z bcx b cxy c

 = − +
 = − + +


= − + +







                                 (1) 

这里 , ,x y z 为系统参量， , ,a b c 为系统参数。 
当 10, 0.75, 20a b c= = = ，初始状态 ( ) ( ), , 0.3, 2.9,0.1x y z = ，仿真时间为 200 st = 时，系统(1)生成一

个混沌系统。此时系统的相图及时间序列图如图 1 所示。 
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(a)                                  (b) 

Figure 1. (a) Phase diagram; (b) Time series diagram 
图 1. (a) 相图；(b) 时间系列图 

2.2. 系统的平衡点及稳定性 

对于系统(1)，我们令 0x y z= = =   ，系统的平衡点为 ( ) ( )1 21, 1,1 , 1,1,1E E− − ，对于平衡点的稳定性，

通过求得其 Jacobian 矩阵为 

( )
( ) ( )

0
1

2 1 1 0

a a
J b z b x

bcx b cy b cx

− 
 = + − + 
 − + − + 

 

所以，特征多项式为 

( ) 3 2
1 2 3f m m mλ λ λ λ= − + + +  

其中 ( )1 1m a b= − + + ， 2 2
2m az a cx bcx= − − − ， 2 2

3m abcx acxy abcxy acx= − − −  
计算行列式 

( )1 1 1m a b∆ = = − + +  

1
2 1 2 3

3 2

1m
m m m

m m
∆ = = −  

1

3 3 2 1 3 2

3

1 0

0 0

m
m m m m

m
∆ = = ∆  

由 Routh-Hurwitz 稳定判据知，系统在稳定点处的特征方程的所有特征值都具有负实部的充要条件是： 

1 2 30, 0, 0∆ > ∆ > ∆ >  

因此，当且仅当 

1 2 30, 0a b c m m m+ + < > >  

成立，以上特征方程的所有特征值的实部一定是负数。当满足以上条件时，平衡点是稳定的，否则，

不稳定。 

2.3. 参数 a 的影响 

系统(1)的参数分别取 0.75, 20b c= = ，初始条件取为 ( )0.3,2.9,0.1 ，当 a 的取值范围为 [ ]8,15 时，关

于 a 的分岔图如图 2 所示，观察参数 a 的分岔情况，可以看出，当 [ ]8,9a∈ 时，系统处在稳定状态，不

存在混沌吸引子；在 [ ]9,13.6a∈ 时，所在区间分岔图无任何规律可循，此时系统处在混沌状态；当

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110773


王文静 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110773 7287 应用数学进展 
 

[ ]13.7,14.4a∈ 时，系统明显处于五周期状态；而在越过 14.4a = 之后，系统又回到混沌状态。同时在上

述区间段中，选取较为典型的参数值 a，给出了系统(1)在 x-y 平面上的相图如图 3 所示。 
 

 
Figure 2. Bifurcation diagram of parameters a 
图 2. 关于参数 a 的分岔图 

 

 
(a)                       (b) 

 
(c)                       (d) 

Figure 3. The phase diagram in the x-y plane increments with pa-
rameter a (a) 8.5a = ; (b) 10a = ; (c) 14a = ; (d) 14.8a =  
图 3. 随参数 a 逐步增大在 x-y 平面上的相图(a) 8.5a = ；(b) 

10a = ；(c) 14a = ；(d) 14.8a =  

3. 能量反馈控制 

3.1. 系统的 Hamilton 函数 

在这部分里，我们将寻找一个相空间变量函数，它就是系统(1)的 Hamilton 能量函数。这里，我们将

系统(1)简记为 

( )x f X=  

其中 nx R= ， ( )f X 是光滑函数。 
由文献[10]知， ( )f X 满足以下关系 

( ) ( ) ( )c df X f X f X= +  
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这里 ( )cf X 指涡旋场， ( )df X 指梯度场。 
能量的变化来自于电场的做功， ( ), ,H x y z 作为 Hamilton 能量，它满足以下方程： 

( )

( )

T

T

0
d
d

c

d

H f X
HH f X H
t

∇ ⋅ =


∇ ⋅ = =



 

则对于系统(1)，可以得到 

( )

( )
( )

2

1
, 1

1
c d

ay x a x
f bx f b y xz

bcx b cxy c

− −  
  = = − + +  
  − +   

 

由上述关系，Hamilton 能量函数 ( ), ,H x y z 服从以下偏微分方程： 

( ) ( ) ( )( )2 1 0H H Hay x bx bcx b cxy
x y z

∂ ∂ ∂
− + + − + =

∂ ∂ ∂
 

求解上式，有 

( )2 21 1
2 2

H bcx c ac ba y z
b

= + − − +                             (2) 

同时，可以验证其微分系数与时间的关系： 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2 2

2 2

2 2 2

1 1

1 ( ) 1 1 1

1 1

1
1

1 1

H bcx x c ac ba y y z
b

bcx ay ax c ac ba y bx b y xz bcx b cxy c
b

abcxy abcx bcxy b cy cxyz abcxy ac b y acyz cxy

c b cy xyz bcx b cxy c cxy bcxy
b b

bcx abcx cxyz b cy acxyz ac

= ⋅ + − − ⋅ + ⋅

= ⋅ − + − − ⋅ − + + + ⋅ − + +

= − + − + + − + + − +

+
− + + − + + − −

= − + − + − +



  

( ) ( )2 2

T

1

d

c cb y xyz b y c
b b

H f

+ + − + +

= ∇ ⋅

 

3.2. 能量控制方案及数值结果 
由式(2)，可以看出，系统参数及变量的改变对 Hamilton 能量的影响很大，不同状态下，系统的能量

函数也会发生巨大变化。相反，能量函数的改变也会对混沌系统的状态产生影响，故而，我们提出基于

Hamilton 能量函数的一种控制方法，设计控制器并将其引入混沌系统，其动力系统如下： 

( )
( )

( )

2

1

1
1 1

x ax ay kH
y bx b y xz

z bcx b cxy c

H bcx c ac ba y
b

= − + −
 = − + +
 = − + +

 = + − − +









 
其中，H 为系统的 Hamilton 能量函数，参数 k 是控制能量流的反馈增益。下面，我们将给定不同的反馈

增益，来控制动力学系统，进而研究系统的状态变化。 
通过固定参数 10, 0.75, 20a b c= = = ，选择不同的参数 k 来研究能量函数对混沌系统的抑制，结果如

图所示。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110773


王文静 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110773 7289 应用数学进展 
 

 
Figure 4. Time response diagram of variable x when feedback gain 

0.01k = −  
图 4. 反馈增益 0.01k = − 时，变量 x 的时间响应图 

 

 
Figure 5. Time response diagram of variable x when feedback gain 

0.02k =  
图 5. 反馈增益 0.02k = 时，变量 x 的时间响应图 

 
从图 4 可以直观看到，当选择反馈增益 0.01k = − 时，系统未得到有效控制，在 0~100 s 内一直处于

混沌状态；图 5 表明，当反馈增益 0.02k = 时，系统在经过短暂的无规则运动，即混沌状态后被有效的控

制到一个平衡点上。 
对比以上两种结果，可以看出通过改变反馈增益 k 的取值，能够有效改变系统的运动状态，从而达

到控制系统状态演化的目标。能量的变化是动力学系统振荡的重要组成，基于 Hamilton 能量函数所设计

的反馈法确实可以对已知的混沌系统进行一定程度的控制，通过改变反馈增益的大小，提供足够的能量

使得系统能够快速脱离混沌，使系统有效的被控制在平衡点处。

 

4. 结论 

本文对提出的具有多个平衡点的三维自激混沌系统，通过理论分析和数值仿真，讨论了系统平衡点

的稳定性及随参数变化，系统的复杂动力学特性。同时基于 Hamilton 定理等，计算了系统的 Hamilton 能

量，调整适当的参数，利用 Helmholtz’s 定理对 Hamilton 能量进行反馈控制，对处于混沌状态的系统进

行控制，达到了理想的平衡态。对于此类特殊系统的研究，对如何有效消除和解决实际工程中出现的混

沌振动问题，在理论和控制方法上，提供了良好的启示和借鉴。 
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