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摘 要

本文建立了一类具有恐惧效应的三种群随机食物链模型. 首先研究了该模型全局唯一正解的存在
性，然后利用 Lyapunov 函数方法证明了解的有界性，最后利用随机比较原理得到了种群灭绝的
充分条件.
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Abstract

A three-species stochastic food-chain model with fear effects is established. Firstly,
the existence of the globally unique positive solution of the model is established.
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Then, the boundness of the solution is proved by Lyapunov function method. Finally,
the sufficient condition of population extinction is obtained by stochastic comparison
principle.
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1. 引言

在食物链系统中, 捕食者的捕食行为直接影响着食饵种群的密度, 研究表明, 食饵对捕食者的恐
惧心理同样影响着食饵的种群大小, 食饵的行为与形态 [1] [2], 文献 [2] 研究了具有恐惧效应的随机
捕食者 – 食饵模型, 通过构造 Lyapunov 函数得到了系统平稳分布的充分条件, 即捕食者 – 食饵长
期共存的条件, 文献 [3] 研究了具有恐惧和捕获量的食物链模型, 发现恐惧效应会影响着系统的平衡
解. 与此同时, 食饵为了有效地躲避捕食者的猎杀和增加食饵的生存率, 食饵通常会寻求庇护, 但过
渡的依赖庇护的食饵会导致捕食者找不到猎物使得捕食者的种群减少 [4], 捕食者的时滞和空间扩
散也影响着捕食系统的稳定性 [5]. 另一方面, 食物链系统常常受到来自自然环境不同程度的噪声的
影响 [6], 因此在对食物链中种群的行为分析时, 考虑种群受到恐惧, 庇护效应以及白噪声的影响更
符合现实的意义. 这里, 受文献 [2] [7] 的启发, 主要研究以下具有恐惧效应的随机食物链模型

dx(t) =
[

αx(t)
1+Ky(t)

− bx2(t)− β1(1−m)x(t)y(t)
1+a(1−m)x(t)

]
dt+ σ1x(t)dB1(t)

dy(t) =
(

c1β1(1−m)x(t)y(t)
1+a(1−m)x(t)

− β2y(t)z(t)− d1y(t)
)

dt+ σ2y(t)dB2(t)

dz(t) = (c2β2y(t)z(t)− d2z(t))dt+ σ3z(t)dB3(t)

(1)

其中 α 表示食饵的内禀增长率, K 表示食饵对低级捕食者的恐惧水平, b 表示食饵内部竞争导致的
死亡率,β1, β2 表示捕食率,d1, d2 表示捕食者的死亡率,m 表示待在庇护所里的食饵的比例, a 是半饱
和常数,c1, c2 表示营养转化系数.

2. 全局正解的存在唯一性

定理 1 对于给定的任意初值 (x(0), y(0), z(0)) ∈ R3+, 模型 (1) 存在唯一的全局正解
(x(t), y(t), z(t)) , 即对 ∀t ≥ 0, (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3+ a.s. .
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证明 易知模型 (1) 的系数满足局部 Lipschiz 条件, 因此模型 (1) 存在唯一局部解 (x(0), y(0),

z(0)) ∈ [0, τe) , 其中 τe 是爆破时刻, 当 τe = ∞ , 则解就具有全局性. 令 m0 是充分大的整数, 使
(x(0), y(0), z(0)) 都落入 [ 1

k0
, k0] 区间内, 对于任意的 k ≥ k0, 定义停时

τk = inf
{
t ∈ [0, τe] : min{x(t), y(t), z(t) ≤ 1

k
}或 max{x(t), y(t), z(t) ≥ k}

}
其中约定 inf∅ = ∞ . 显然 τk 是关于 m 递增的, 设 τ∞ = lim

k→∞
τk, 则有 τ∞ ≤ τe . 若能够证明

τ∞ = ∞ , 则有 τe = ∞ . 采用反证法证明. 若 τe < ∞ , 则存在常数 T > 0 和 0 < ε < 1 使得

P(τ∞ ≤ T ) > ε 成立. 因此存在一个正整数 k1 ≥ k0 , 使得当 k ≥ k1 时, 有 P(τk ≤ T ) ≤ ε .

定义 C3 上的 Lyapunov 函数 V : R3+ → R+

V1(x, y, z) =

(
x− d1

2c1β1(1−m)
− d1

2c1β1(1−m)
ln 2c1β1(1−m)

d1
x

)
+

(
1

c1
y − d2

2c1c2β2

− d2
2c1c2β2

ln 2c1c2β2

h2

y

)
+

1

c1c2
(z − 1− ln z)

由 Itô 公式可得

dV1 = LV1dt+
(
x− d1

2c1β1(1−m)

)
σ1dB1(t)+

1

c1

(
y − d2

2c2β2

)
σ2dB2(t)+

1

c1c2
σ3(z−1)dB3(t) (2)

其中

LV1 =

(
x− d1

2c1β1(1−m)

)(
α

1 +Ky
− bx− β1(1−m)y

1 + a(1−m)x

)
+

d1σ
2
1

4c1β1(1−m)

+
1

c1

(
y − d2

2c2β2

)(
c1β1(1−m)x

1 + a(1−m)x
− β2z − d1

)
+

d2σ
2
2

4c1c2β2

+
1

c1c2
(z − 1)(c2β2y − d2) +

σ2
3

c1c2

=
αx

1 +Ky
− bx2 − β1(1−m)xy

1 + a(1−m)x
− αd1

2c1β1(1−m)(1 +Ky)
+

d1bx

2c1β1(1−m)(1 +Ky)

+
d1y

2c1(1 + a(1−m)x)
+

d1σ
2
1

4c1β1(1−m)
+

β1(1−m)xy

1 + a(1−m)x
− β2yz

c1
− d1y

c1

− β1d2(1−m)x

2c2β2(1 + a(1−m)x)
+

d2z

2c1c2
+

d1d2
2c1c2β2

+
d2σ

2
2

4c1c2β2

+
β2yz

c1
− d2z

c1c2
− β2y

c1
+

d2
c1c2

+
σ2
3

c1c2

≤− bx2 +

(
α+

bd1
2c1β1(1−m)

)
x− d1 + 2β1

2c1
y − d2

2c1c2
z +

d2
c1c2

+
d1σ

2
1

4c1β1(1−m)
+

d2σ
2
2

4c1c2β2

+
σ2
3

c1c2

≤J̃ +
d2
c1c2

+
d1σ

2
1

4c1β1(1−m)
+

d2σ
2
2

4c1c2β2

+
σ2
3

c1c2
:= J

其中

J̃ = lim sup
{x,y,z}→∞

{
−bx2 +

(
α+

bd1
2c1β1(1−m)

)
x− d1 + 2β1

2c1
y − d2

2c1c2
z

}
对 (2) 式两边从 0 到 τe ∧ T 积分并且取期望可得到
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EV1(x(τk ∧ T ), y(τk ∧ T ), z(τk ∧ T )) ≤ V1(x(0), y(0), z(0)) + JE(τk ∧ T )

≤ V1(x(0), y(0), z(0)) + JT
(3)

对于 k ≥ k1,设 Ωk = {τk ≤ T},则有 P(Ωk) ≤ ε.对于任意的 ω ∈ {τk ≤ T}, x(τk, ω), y(τk, ω), z(τk, ω)
必有一个等于 k 或 1/k , 因此

V1(x(τk), y(τk), z(τk)) ≥
[
k − d1

2c1β1(1−m)
− d1

2c1β1(1−m)
ln 2c1β1(1−m)k

h1

]
∧
[
1

k
− d1

2c1β1(1−m)
− d1

2c1β1(1−m)
ln 2c1β1(1−m)

h1k

]
∧
[
k

c1
− d2

2c1c2β2

− d2
2c1c2β2

ln 2c1c2β2k

h2

]
∧
[

1

kc1
− d2

2c1c2β2

− d2
2c1c2β2

ln 2c1c2β2

h2k

]
∧ 1

c1c2
(k − 1− ln k) ∧ 1

c1c2
(
1

k
− 1− ln 1

k
)

当 k → ∞ 时, 有
EV1(x(τk ∧ T ), y(τk ∧ T ), z(τk ∧ T )) = ∞

与 (3) 相矛盾, 因以 τ∞ = ∞.

3. 解的有界性

定理 2 对于任意的初值 (x(0), y(0), z(0)) ∈ R3+ 与任意的 p ∈ [0, 1], 模型 (1) 存在一个正常数
K1(p) 使得

lim sup
t→∞

E(xp) ≤ K1(p) (4)

且存在两个正常数 K1,K2 使得

lim sup
t→∞

E(y(t)) ≤ K2 , lim sup
t→∞

E(z(t)) ≤ K3 . (5)

证明 定义 Lyapunov 函数
V2(x, t) = etxp

由 Itô 公式可得到

dV2(x, t) =etxp + etdxp

=etxp + etpxp

(
α

1 +Ky
− bx− β1(1−m)y

1 + a(1−m)x
+

1

2
p(p− 1)σ2

1

)
dt+ σ1e

txpdB1(t)

≤et
(
−pbxp+1 + (1 + pα+

1

2
p(p− 1)σ2

1)x
p

)
dt+ σ1e

txpdB1(t)

≤K1(p)e
tdt+ σ1e

txpdB1(t)
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两边积分并取期望后可得

E(etxp) ≤ E(x(0)) +
∫ t

0

esK1(p)ds = E(x(0)) +K1(p)(e
t − 1)

因此有

lim sup
t→∞

E(xp) ≤ K1(p)

为了证明 (5), 定义三元 Lyapunov 函数

V3(x, y, z) = x(t) +
1

c1
y(t) +

1

c1c2
z(t)

则由 Itô 公式有

dV3 =

(
αx

1 +Ky
− bx2 − β1(1−m)xy

1 + a(1−m)x
+

β1(1−m)xy

1 + a(1−m)xy
− β2

c1
yz − d1

c1
y +

β2

c1
yz − d2

c1c2
z

)
dt

+ σ1xdB1(t) +
σ2

c1
ydB2(t) +

σ3

c1c2
ydB3(t)

≤
(
αx− bx2 − d1

c1
y − d2

c1c2
z

)
dt+ σ1xdB1(t) +

σ2

c1
ydB2(t) +

σ3

c1c2
zdB3(t)

≤((α+ ξ)x− bx2 − ξV3)dt+ σ1xdB1(t) +
σ2

c1
ydB2(t) +

σ3

c1c2
zdB3(t)

其中 ξ = min{h1, h2} , 对上式两边从 0 到 t 积分并取数学期望有

EV3 ≤E((α+ ξ)x− bx2 − ξV3)

≤(α+ ξ)E(x)− bE((x))2 − ξE(V3) ≤ (α+ ξ)
2

4b
− ξE(V3)

因此有

E(V3) ≤
(α+ ξ)

2

4b(1 + ξ)
.

又因为模型 (1) 的解是正的, 所以存在 K1 > 0,K2 > 0 , 使得 E(y(t)) ≤ K2 , E(z(t)) ≤ K3.

4. 灭绝性

为了方便研究, 定义以下符号 R1 =
2α
σ2
1
, R2 =

c1β1(1−m)

d1+
σ2
2
2

∫ +∞
0

x
a+(1−m)x

π(x)dx.

首先考虑下面的辅助系统{
dX(t) = (αX − bX2)dt+ σ1XdB1(t)

X(0) = x(0)
(6)

由随机比较原理可知 x(t) ≤ X(t). 对于模型 (6) 与文献 [8] 可得到以下引理.
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引理 1 如果 R1 < 1 , 那么 X(t) 趋于灭绝, 即 lim
t→∞

X(t) = 0 ；如果 R1 > 1 , 那么 (6) 存在
唯一的遍历平稳分布 π(X) , 且

π(X) =
ϱϱ1

2

Γ(ϱ1)
Xϱ1−1e−ϱ2X

其中 ϱ1 =
2α
σ2
1
− 1 , ϱ2 =

2b
σ2
1
, Γ(v) =

∫∞
0

tv−1e−tdt.

由 x(t) ≤ X(t) 与引理 1 可得到如下推论.

推论 1 如果 R1 < 1 , 模型 (1) 中的食饵 x(t) 趋于灭绝 a.s. , 即 lim
t→∞

x(t) = 0.

定理 3 如果 R2 < 1 , 那么捕食者 y(t) 趋于灭绝 a.s. , 即 lim
t→∞

y(t) = 0.

证明 对系统 (1) 的第二个式子运用 Itô 公式可有

d(ln y) =

(
c1β1(1−m)x

a+ (1−m)x
− β2z − h− σ2

2

)
dt+ σ2dB2(t)

≤
(
c1β1(1−m)X

a+ 1−m)X
− d1 −

σ2
2

2

)
dt+ σ2dB2(t)

两边从 0 到 t 积分后同时除以 t 并取极限的可得

lim sup
t→∞

ln y(t)

t
≤ c1β1(1−m)

∫ +∞

0

x

a+ (1−m)x
π(x)dx− (d1 +

σ2
2

2
)

=

(
d1 +

σ2
2

2

)
R2 −

(
d1 +

σ2
2

2

)
=

(
d1 +

σ2
2

2

)
(R2 − 1) < 0

因此

lim
t→∞

y(t) = 0.

5. 结论

本文研究了具有恐惧效应的随机食物链模型解的性质, 包括全局正解的存在唯一性与解的有界
性, 还讨论了种群的灭绝性. 由定理 3 可知, 当环境噪声过大时, 可以导致食饵与捕食者的灭绝, 并
且由于对捕食者的恐惧, 导致待在庇护所的食饵比例过大时, 捕食者无法捕捉到猎物也会导致捕食
者的灭绝.
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