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Abstract 
Using counterexamples appropriately in real variable function can not only make the students 
understand the definition and grasp the theorem and proposition, but also correct students’ er-
rors, stimulate their interest in discussing and raise their thought ability. 
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摘  要 

在实变函数教学中，恰当地运用反例，不仅能使学生准确地理解定义、正确掌握定理和命题，还能纠正

学生的错误认识，激发学生探讨问题的兴趣，培养学生的思维能力。 
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1. 引言 

实变函数是数学专业重要的通识基础课。通过学习实变函数，可以培养学生严密的逻辑思维能力和

数学的思想方法，运用点集分析方法分析问题和解决问题的能力，为学习有关专业课程和扩大数学知识

方面提供必要的数学基础[1] [2]。而要学好实变函数，首要的问题是要让学生掌握实变函数中的基本概念

和基本性质[3]。根据我们的经验，在实际教学中解决这个问题的一个有效方法是恰当地使用反例。在数

学中，要确立一个命题为真，必须在已有的知识之上，经过一系列的逻辑推理予以证明，而要说明一个

命题为不真，只需举一个与命题结论不符的例子就够了。这种用来说明某个命题为不真的例子，通常称

为反例(counterexamples [4])。 

2. 实变函数中反例的常见类型 

2.1. 一些简单命题的反例 

例1：任意多个开集之交集未必为开集。 

【反例】设
1 11 , 1nG
n n

 = − − − + 
 

， 1,2,n = ，每个 nG 为开集，但 [ ]
1

1,1n
n

G
∞

=

= −


不是开集。 

例 2：若 0mE = ，则 E 未必是可数集。 
【反例】设 E 是 Cantor 集，则 0mE = ，但 E c= ，故 E 为不可数集。 

2.2. 改变命题条件得到的反例 

实变函数中有许多数学命题，其条件有多个，当条件发生改变(增加、减少或变换)时，导致命题不真

的反例就是改变命题条件得到的反例。 
例 1：【命题】 . .a e 收敛的函数列必依测度收敛。 
【分析】命题错误。因为 Lebesgue 定理要求必须有 ( )m E < +∞这个条件。 

【反例】取 ( )0,E = +∞ ，作函数列： ( ) ( ]
( )

1 0,
   1, 2,

0 ,n

x n
f x n

x n
 ∈= = ∈ +∞

  

显然 ( ) 1nf x → ，当 x E∈ 。但当 0 1σ< < 时， ( )1 ,nE f nσ − ≥ = +∞  ，且 ( ),m n +∞ = +∞这说明 ( )nf x
不测度收敛到 1。 

例 2：【命题】对于任意可测集合 A , B ，如果 B A⊂ 则有 ( )m A B mA mB− = − 。 
【分析】命题错误。如果 A , B 都是测度无限集合，显然结果不成立。 
【反例】任何测度无限集合的 B 都可作为反例。 

2.3. 逆命题的反例 

例1：【命题】若 ( )f x 是可测函数，则 ( )f x 必是可测函数。 
【逆命题】若 ( )f x 是可测函数，则 ( )f x 必是可测函数。 

【反例】设 E 是 [ ],a b 上的不可测集， ( ) [ ]
;
, ;

x x E
f x

x x a b E
∈

= − ∈ −
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则 ( )f x 是 [ ],a b 上的可测函数，但 ( )f x 不是 [ ],a b 上的可测函数。 
例2：【命题】如果 ( ),f x y Lebesgue可积，则 ( ),f x y 的两个累次积分存在且相等。 
【逆命题】如果 ( ),f x y 的两个累次积分存在且相等，则 ( ),f x y Lebesgue可积。 
【反例】设 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]
2 2

22 2
0,

,     , 1,1 1,1

0 0

xy x y
f x y x yx y

x y

 + ≠
= ∈ − × −+


= =

, 

则虽然 ( ),f x y 的两个累次积分存在且相等，但 ( ),f x y Lebesgue 不可积。 

3. 反例在实变函数教学中的作用 

3.1. 有助于让学生准确理解基本定义 

通过运用反例，常常能从反面消除一些容易出现的模糊认识，有助于让学生严格区分那些相近的、

易混的概念，抓住概念的要素和本质，从而达到较好的教学效果。 
例如：集合的基数的定义比较抽象，通过举反例可以加深学生对此概念的理解。如有的学生观察到

有限集合不能与其真子集合具有相同的基数，就据此得出任何集合不能与其真子集具有相同基数的结论。

此时，我们给出整数集合和它的真子集自然数集合的基数相同的反例。通过这个反例不仅加深了学生对

集合基数的理解，而且也让学生看到了有限与无限的本质区别。 

3.2. 有助于让学生正确掌握基本定理和命题 

在实变函数的定理和命题教学中，运用生动的反例驳斥错误是非常有效的。反例可以用来说明真命

题的适用范围，这对于初学者是非常有帮助的，不仅能澄清一些错误的认识，对基本定理和命题作出正

确的理解，也能促使学生形成严密推理和重视条件的习惯。 
例如： . .a e 收敛的函数列未必几乎一致收敛。 

取 ( )0,E = +∞ ,作函数列： ( ) ( ]
( )

1 0,
   1, 2,

0 ,n

x n
f x n

x n
 ∈= = ∈ +∞

  

显然 ( ) 1nf x → ,当 x E∈ 。 
另一方面： 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1,  ,  ,  ,  0,
2 2

,  , 1 ,  1n

e R me N

n N N x R e n n f x f x

δ δ ε

ε

+

+

∃ = ∀ ⊂ < ∃ = ∀ >

∃ = ≥ ∃ ∈ − ∩ + − = ≥

可测子集

有
 

这个反例让学生对叶果洛夫定理的条件“ ( )m E < +∞”的重要性有了清醒的认识。 

3.3. 有助于纠正学生错误的认识，激发学生探讨问题的兴趣 

举反例和证明是数学的两大重要思维方式。学生在实变函数学习中的创造性，常常离不开直觉思维，

但因为直觉思维不够严谨，所以仅凭直觉所得的猜想可能伴有错误。此时，教师引导学生在学习的过程

中发现反例，就可以纠正猜想中可能带来的错误。 
学生在某一学习阶段，因为受过去认知的习惯性影响，对当前事物的认知容易产生思维定势。教师

可根据学生的心理特点，抓住机会恰当地运用反例，消除学生的思维定势，激发学生探讨问题的兴趣。 
例如：学生受Lebesgue积分可看作是Riemann积分的推广的影响，总认为Lebesgue积分也能看作是非
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正常Riemann积分的推广，但事实上可举反例来否定。 

例如：
0

sin πd
2

x x
x

+∞

=∫ ，但是相应的
sinx

x
在 ( )0,+∞ 上却不是Lebesgue可积分的。 

3.4. 有助于培养学生的思维能力 

3.4.1. 有助于培养学生思维的严密性 
例如：命题测度有限集上 . .a e 有限的非负可测函数 Lebesgue 可积。该命题不成立。一般只能说积分 

确定，只有当积分有限时才叫做可积。可以举反例：
1
x
在 ( )0,1 上却不是 Lebesgue 可积的。通过这样引 

导学生举反例，就有助于培养学生思维的严密性。 

3.4.2. 有助于培养学生思维的发散性 
实变函数教学中可经常选择一些需要较强发散性思维的典型问题，通过创设问题情景，引导学生构

造反例，鼓励学生勇于并善于发现问题、提出问题，鼓励并支持学生富有创造性因素的思维活动，从而

培养学生思维的发散性。 

例如：刚刚上面的反例除了可以举
1
x
在 ( )0,1 上，还有没有其它的反例呢？通过分析我们知道任何有 

限集上 . .a e 有限的非负无界可测函数都满足要求。显然这样的反例有无穷多个。 

3.4.3. 有助于培养学生思维的深刻性 
例如：由于 [ ] ( ) { }0,1 0,1 0,1− = ，故有学生就认为不存在使 ( )0,1 和 [ ]0 1，之间1 1− 对应的映射。我们记

( )0,1 中有理数全体 { }1 2, ,R r r=  ， 
令 

( )
( )
( )
( ) [ ]

1

2

2

0

1

,   1, 2

,   01
n n

r

r

r r n

x x x

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
+

 =


=


= =
 =



为 , 中无理数，

 

则显然ϕ 是 [ ]01, 到 ( )0,1 上的1 1− 映射。通过这样引导学生举反例，就有助于培养学生思维的深刻性。 

3.4.4. 有助于培养学生思维的灵活性 
反例在剖析错误上具有直观性强、说服力强等显著特点，重视反例教学不仅能使学生发现错误，而

且还可以完善相关知识，学会从多个角度思考问题，从而培养学生思维的灵活性。 

例如：有学生认为连续函数一定是有界变差函数。可以举反例： ( )
πcos , 0 1,

2
0 0.

x x
f x x

x

 < ≤= 
 =

 
显然是 [ ]0 1, 上的连续函数。如果对 [ ]01, 取分划

1 1 1 1: 0 1
2 2 1 3 2

T
n n

< < < < < <
−

 ，则容易证明

( ) ( )
2

1
1 1

1n n

i i
i i

f x f x
i−

= =

− =∑ ∑ ，从而得到 ( )
1

0
V f = ∞。 
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