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Abstract: Continuous Stirred Tank Reactor (CSTR) is commonly used in case of immobilized enzyme or 
immobilized cells. Mathematical model is a useful tool in reactor design, operation condition optimization, 
and production process optimization. The mathematical models of dynamic process are usually in forms of 
differential equations. Laplace transforming can make the solution of the differential equations easy. In addi- 
tion, Laplace transforming is often used in building the transfer function in field of process automation. In this 
paper, the methods of Laplace transforming and dynamic analysis of the mathematical models for CSTR with 
immobilized biocatalysts are introduced in detail. 
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摘  要：连续搅拌反应器是固定化酶、固定化细胞经常采用的反应器形式。数学模型是反应器设计、

操作条件优化以及催化生产过程优化的必要工具。动态过程的数学模型一般是微分方程的形式。拉氏

(Laplace)变换可以简化微分方程的求解，此外，拉氏变换还是自动控制领域构建传递函数数学模型的

工具。本文以连续搅拌反应器固定化酶或固定化细胞催化过程的数学模型为例，介绍生物催化过程数

学模型拉氏变换及过程动态特性分析方法。 
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1. 引言 

与传统化工工艺相比，生物催化具有常温、常压、

环保、无毒等优点，在食品、医药甚至大宗化工原料

或中间体生产方面越来越多地受到产业界关注[1]。与

发酵工程相比，生物催化具有容积效率高、产品纯度

高、副产物少、废弃物少、工艺简单等优点。生物催

化过程中最常使用固定化酶或固定化细胞，使生物催

化剂限制于生物反应器中连续或循环使用，从而大大 

降低生物催化剂的成本以及反应过程操作的复杂性[2]。

与批式操作方式相比，连续操作大大提高了生产效率

和容积生产率，是固定化酶、固定化细胞理想的操作

方式。数学模型是反应过程分析、反应器设计、反应

过程优化的有力工具[3-6]。拉氏(Laplace)变换可以简化

微分方程的求解并可用于构建传递函数数学模型，用

于自动控制过程的分析、设计和实施[7]。为此，本文

以连续搅拌反应器固定化酶或固定化细胞催化过程

的数学模型为例，介绍生物催化过程数学模型的拉氏

变换及过程动态特性分析方法。 
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博士后基金(200902568)，山东省自然科学基金(2009ZRB019US)。
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2. CSTR 固定化生物反应器微分方程模型 3. 数学模型拉氏变换及过程动态特性 

反应体系如图 1 所示，建立如下微分方程数学模

型： 
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d in C
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其中，V，反应器体积(l)；C，底物浓度(g/l)；Cin，

进料底物浓度(g/l)；F，底物流加速率(l/h)；rC，反应

速率(g/l/h)；P，产物浓度(g/l)。 

定义稀释率 D(1/h)： 

F
D
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方程(3)代入方程(1)、(2)得： 
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固定化酶或细胞催化反应速率 rC由米氏方程定义， 
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方程(6)代入方程(4)、(5)则有： 
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其中 

       2 l/h , 4 1 , 0.5 1/h , 0.2 g/lm SF V V K    。 

 

 

Figure 1. Schematic diagram of the CSTR 
图 1. CSTR 反应器示意图 

方程(6)为非线性方程，为适合拉氏变换的运算需

对 rC 进行线性化处理。用 Taylor 级数在平衡点 C 处

对 rC展开，并忽略二阶以上各项，得： 
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方程(9)代入方程(7)、(8)分别得方程(10)、(11)： 
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将参数数值以及底物平衡点浓度  1 g/lD  代入

方程(10)、(11)分别得方程(12)、(13)： 

d
0.57 0.5 0.347

d in

C
C C

t
            (12) 

d
0.5 0.069 0.35

d

P
P C

t
            (13) 

反应开始时 Cin为 1 (g/l)，则 C(0) = 1 (g/l)，P(0) = 

0 (g/l)。对方程(12)、(13)进行 Laplace 变换得方程(14)、

(15)： 
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将方程(14)代入方程(15)得方程(16)： 
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假设流入底物浓度稳定为 1 g/l，但从 0 时刻产生
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宽度为 0.25 h 高度为 5 g/l 的冲激输入，之后继续稳定

在 1 g/l。如式(17)所示： 
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冲激输入幅度为： 

     5 g/l 0.25 h 1.25 g h/lM          (18) 

方程(18)等价的输入方程为： 

   1 1.25inC t t               (19) 

其中， 为单位冲激函数。对方程(19)进行拉氏变

换得： 
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将方程(20)代入方程(14)、(16)，并整理得方程

(21)、(22)： 
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对方程(21)、(22)进行拉氏反变换，得到底物和产

物浓度的时域解： 

  0.571.357e 0.268tC t               (23) 

  0.5 0.5717.814e 18.555e 0.74t tP t          (24) 

对方程(23)、(24)作图，结果见图 2(曲线 1、2)。

结果显示在 0 时刻底物浓度最高(曲线 1)，这是由于

0~0.25 小时高底物浓度冲激造成的，之后逐渐降低，

最后稳定于 0.3 (g/l)。产物浓度(曲线 2)在第 2 小时达

到峰值，即比底物浓度峰值延迟 2 小时。 

对于前面的讨论，如果 rC = 0，即无生物催化发

生，则方程(4)变为： 
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对方程(25)进行拉氏变换为： 
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Figure 2. Model predictions of time series of substrates and product. 

1. Substrate at r  0; 2. Product at r  0; 3. Substrate at r  =0 C C C

图2. 模型预测底物和产物浓度时间曲线. 1. rC  0时底物浓度曲线; 2. 
rC  0 时产物浓度曲线; 3. rC =0 时底物浓度曲线 
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1 1.625

2 1 0.5
C s
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对方程(27)进行拉氏反变换为： 

  0.50.625eC t  1t             (28) 

对方程(28)作图，结果见图 2(曲

rC = 

，本文选择了较为简单的反应

体系

几个区间进行处理。 

线 3)。结果显示

0 情况下，底物浓度下降速度慢于 rC  0 的情况，

底物浓度最终平衡浓度低于 rC  0 的情况。这是由于

rC  0 的情况下生物催化反应对底物的消耗增加了底

物浓度的下降速度，降低了底物的平衡浓度，模型预

测与实际情况相符。 

作为基本方法介绍

，例如，采用最为常用的米氏方程，而没有考虑

产物抑制和底物抑制效应。在本模型中增加底物抑制

效应较为方便，只需用具有底物抑制效应的反应动力

学方程代替米氏方程即可，动力学方程的自变量不变，

仍是底物浓度 S。但若增加产物抑制效应，则需在反

应动力学方程中引入新的自变量，即产物浓度 P。用

Taylor 级数对方程进行线性化时需要用双自变量的

Taylor 级数展开方法。在 C(s)方程中含有 Cin(s)和 P(s)

两个输入变量。此外，本文以 CSTR 连续操作系统为

例，其特点是在平衡操作点底物浓度和产物浓度基本

恒定，变化幅度不大。这样，在操作点附近对系统进

行线性化处理误差很小。如果选用分批操作方式，底

物浓度和产物浓度变化范围较大，线性化近似会扩大

误差。为了增加精度，可以把整个浓度变化范围分成


将冲激输入方程(20)代入方程(26)得： 

       (26) 
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催化动态过程的分析

分方程模型的拉式变换方便了模型的求解

和分

) 
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