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Abstract 
In the inverted band HgTe quantum wells (QWs), there are quantum spin Hall effects characterized 
by topological protected gapless helical edge states within the bulk energy gap. By doping magnetic 
atoms (such as Mn) in HgTe layer, quantum anomalous Hall effects (QAH) may occur in magnetic 
HgMnTe QWs. In this paper, we investigate the effect of spin-orbit coupling induced by bulk inver-
sion asymmetry on HgMnTe QWs with respect to topological phase transition. Firstly, by the me-
thod of analytic calculation of spin Chern number in HgTe QWs, a topological phase transition from 
topological insulators (TI) to normal insulators (NI) is presented in HgTe QWs when the strength of 
spin-orbit coupling exceeds a critical value. On the combined effect of spin-orbit coupling and ex-
change filed, by numerical calculating spin Chern number, we plot the topological phase diagram 
with various parameters. When the coefficients GE and GH depicting the exchange field satisfy GEGH < 
0, three regions appear on the phase diagram, i.e., NI, TI and QAH. When GEGH > 0, a new region of 
gap closing appears and a nonzero spin-orbit coupling will open a gap in this region. 
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摘  要 

在能带反转的HgTe量子阱中，体态内存在着受拓扑保护的无能隙的螺旋边界态为特征的量子自旋霍尔效

应。在HgTe量子阱中掺入磁性原子(例如锰)后，磁性HgMnTe量子阱将会出现量子反常霍尔效应。本文

我们讨论了由体反演不对称产生的自旋轨道耦合作用在HgMnTe量子阱中诱导的拓扑相变。首先，通过

解析计算自旋陈数，我们发现当自旋轨道耦合强度超过某个临界值的时候，在HgTe量子阱中，发生了从

拓扑绝缘体到普通绝缘体的拓扑相变。在交换场和自旋轨道耦合的共同作用下，通过数值计算自旋陈数，

我们画出了在不同参数下的拓扑相图。我们发现，当锰掺杂引起的交换场系数GEGH < 0时，拓扑相图中

出现了三个区域：普通绝缘体，拓扑绝缘体以及量子反常霍尔效应。当GEGH > 0时，出现了新的体态能

隙闭合区域。然而随着自旋轨道耦合作用的增加，将会在该能隙闭合区域重新打开一个能隙。 
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1. 引言 

量子自旋霍尔效应作为一种新发现的量子态，由于在自旋电子学器件中有着潜在的应用前景，已引

起了人们广泛的关注。量子自旋霍尔效应又被叫作二维拓扑绝缘体(TI)。和普通绝缘体不同，拓扑绝缘体

在体态能隙有着受拓扑保护的无能隙的螺旋边界态，有着不同自旋方向的电子沿着相反的方向在材料的

边界上移动[1] [2]。在 2005年，Kane和Mele首次在石墨烯中提出实现量子自旋霍尔效应的理论模型[3] [4]。
在这个石墨烯模型中，本征自旋轨道耦合是实现量子自旋霍尔效应的关键因素。随后，人们发现在实际

材料中石墨烯的自旋轨道耦合强度太弱，导致量子自旋霍尔效应在石墨烯中难以实际被观测到[5]。在

2006 年，Bernevig，Hughes 和 Zhang 提出在 HgTe/CdTe 量子阱中可能会存在量子自旋霍尔效应[6]。不

久以后，在实验中观测到了弹道边界输运通道，证实了在 HgTe 量子阱上确实存在量子自旋霍尔效[7]。
到目前为止人们已在 HgTe 量子阱中做了大量的理论和实验工作[8]-[18]。 

量子自旋霍尔效应的拓扑性质可以由拓扑数定义。对 HgTe 量子阱而言，通过计算第一类陈数，人

们发现其拓扑性质是与材料参数有关[12]。当电子自旋不再守恒时，量子自旋霍尔效应体系的拓扑数可以

由 Z2不变量[3]或者自旋陈数[19]-[21]定义。对于时间反演对称破缺系统，Z2不变量则不能被定义，这时

仍可以计算自旋陈数[11]。 
对于具有锰掺杂引起的交换场的 HgTe 量子阱而言，也就是 HgMnTe 量子阱[13]-[16]，通过计算，人

们发现了这种材料可能存在量子反常霍尔效应。与此同时，有一些小组研究了由体反演不对称和结构反

演不对称导致的自旋轨道耦合对于 HgTe 量子阱物理性质的影响，比如说量子自旋霍尔态中有限尺寸效

应[8]-[10]。在本文中，我们首先讨论了体反演不对称导致的自旋轨道耦合对于 HgTe 量子阱拓扑性质的

影响。通过解析计算，我们发现，当 HgTe 量子阱处于量子自旋霍尔态时，在自旋轨道耦合强度大于某

个临界值时，HgTe 将会从拓扑绝缘体变为普通绝缘体。其次我们讨论了自旋轨道耦合对于 HgMnTe 量子

阱拓扑性质的影响，通过数值计算自旋陈数，我们画出了不同参数下的拓扑相图。 
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2. 模型和方法 

在 HgMnTe 量子阱中，考虑体反演不对称引起的自旋轨道耦合效应后系统哈密顿量可写为 
2
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哈密顿量矩阵的基矢为{ }1 1 1 1, , ,E H E H+ + − + ，其中 1E ± 和 1H ± 分别代表电子和空穴的子

能带。其中 B B D± = ± ， x yk k ik± = ± ， 2 2 2
x yk k k= + 。参数 , , ,A B D M 由量子阱材料的性质决定。 ( )HEG G

为锰掺杂产生的交换场导致的电子(空穴)能带劈裂的能量[13]。位于矩阵的非对角项 ∆，描述由体反演不

对称引起的自旋轨道耦合强度。 
我们采用的方法是通过解析和数值计算自旋陈数研究拓扑相变。为了计算自旋陈数，首先我们需要

得到两个价带的波函数φ± 。通过两个价带的波函数以及泡利自旋算符 Zσ ，我们可以得到自旋空间哈密顿

量 

.Z Z
s

Z Z
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φ σ φ φ σ φ
φ σ φ φ σ φ
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 
=  
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                             (2) 

通过矩阵对角化，我们可以得到自旋空间的哈密顿量的本征矢 

( )T1, ,χ α γ± ± ±=                                     (3) 

其中α± 为自旋空间波函数的归一化因子。所以我们可以得到价带波函数在自旋空间的投影为 

( ).ϕ β φ γ φ± ± + ± −= +                                    (4) 

从投影波函数出发，贝里曲率的表达式为 

( ) ,
x y y x

k i
k k k k
φ φ φ φ± ± ± ±

±

 ∂ ∂ ∂ ∂ Ω = −
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

                           (5) 

通过贝里曲率在第一布里渊区内的积分，我们可以得到自旋陈数为 

( )2
1

d .
BZ

C k k± ±= Ω∫∫                                    (6) 

在本文中，我们通过调节 HgMnTe 量子阱的材料参数，解析或者数值计算得到了哈密顿量(1)的自旋

陈数。 

3. 拓扑相变 

对于 HgTe 量子阱(GE = GH = 0)，不考虑自旋轨道耦合效应( 0∆ = )时，哈密顿量(1)为块对角形式。在

该情况下，HgTe 量子阱的拓扑性质由材料参数 MB 决定。当 0MB > 时，系统为受到时间反演不变性保

护的拓扑非平庸的量子自旋霍尔态，即拓扑绝缘体。然而当 0MB < 时，HgTe 量子阱则为普通绝缘体。 
然而对于 HgMnTe 量子阱(GE, GH ≠ 0)，不考虑自旋轨道耦合效应( 0∆ = )时，通过自旋陈数的解析计

算，对应的自旋陈数为 

( ) ( )( )sgn sgn 2 .E HC B M G G±  = ± + ± −                            (7) 

当 GEGH < 0 并且 2E HG G M− = 时，HgMnTe 量子阱发生了从量子自旋霍尔效应到量子反常霍尔效
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应的拓扑相变[13] [14]。 
下面我们将会讨论 HgMnTe 量子阱中自旋轨道耦合诱导的拓扑相变。我们首先讨论 GE = GH = 0 的情

况。通过解析计算，我们发现随着自旋轨道耦合强度的增加，能带反转的 HgTe 量子阱中将会发生从拓

扑绝缘体到普通绝缘体的拓扑相变。对于 GE, GH ≠ 0，我们分别讨论两种情况，GEGH < 0 和 GEGH > 0，
并且画出对应的拓扑相图。 

3.1. GE = GH = 0 

我们首先考虑一个比较简单的情况，在 HgTe 量子阱中(GE = GH = 0)，引入自旋轨道耦合后，我们可

以得到体态的能谱为 

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2
,
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,

,

,
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v
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= − − − + ∆ ±
                          (8) 

其中 ,cE ± 和 ,vE ± 对应的是导带和价带的能谱。接下来我们给出两个价带的波函数，在这里，我们采用了

极坐标的方式来表达波函数 
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其中 A± 对应的是两个价带的归一化因子以及 ( )tan x yk kθ = ，并且 

( )( )
( ) ( )

22

2 22 2

1 2 ,

.

A f Ak

f M Bk M Bk Ak

± ±

±

= + ∆ ±

= − + − + ∆ ±
                         (10) 

我们发现，在 HgTe 量子阱中考虑到自旋轨道耦合后，价带的波函数和在三维拓扑绝缘体 Bi2Se3 薄

膜的两个表面施加一个门电压后的哈密顿量的波函数具有类似的形式[21]。所以，在通过解析地计算自旋

陈数后，我们发现，对于 HgTe 量子阱处于拓扑绝缘体态 ( )0MB > 的时候，当 A M B∆ > ，材料由拓

扑绝缘体变成了普通绝缘体。然而对于拓扑平庸的 HgTe 量子阱，自旋轨道耦合强度 ∆对于材料的拓扑性

质没有影响。 

3.2. GE, GH ≠ 0 

对于 HgMnTe 量子阱来说，我们将通过数值计算的方法讨论自旋轨道耦合对于材料拓扑性质的影响。

在下面的数值计算中，我们选取的参数为 1, 1, 0, 0.1A B D M= = − = = − 。 
首先我们考虑几种特殊的情况。在图 1(a)和图 1(b)中，我们画出了 HgMnTe 量子阱在自旋轨道耦合

强度∆ = 0 时的能谱，通过数值计算得到自旋陈数，我们发现和解析的结果一致(见公式(7))。在这种情况

下，自旋上和自旋下部分的能谱发生了劈裂，并且出现了能带的交叉。但是在当 GE = 0.3，GH = −0.2，∆ 
= 0 时(图 1(a))，这个交叉只发生于自旋上和自旋下部分的导带和导带之间或者价带与价带之间。由于总

的陈数不为零，因此，在这种情况下，系统对应于量子反常霍尔效应。当 GE = −0.3，GH = −0.2，∆ = 0
时(图 1(b))，这个交叉却发生于自旋上部分的导带和自旋下部分的价带之间。尽管总的陈数为零，但是由

于能隙闭合，我们将这种情况称之为能隙闭合区域。 
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(a)                         (b)                        (c) 

 
(d)                         (e)                        (f) 

Figure 1. (a), (b), (d) and (e) The bulk state energy spectrum at ky = 0 varies with kx. The 
former (later) number in the brackets means the spin Chern number of the spin up (down) 
component of the Hamiltonian. (c) and (f) The bulk state energy spectrum at kx = ky = 0 varies 
with GH. The solid and dotted lines correspond to the conduction and valence bands, respec-
tively. The red and blue lines correspond to the spectrum of spin up and down part of the 
Hamiltonian, respectively. The corresponding parameters are given by (a) GE = 0.3, GH = 
−0.2, ∆ = 0; (b) GE = −0.3, GH = −0.2, ∆ = 0; (c) GE = 0.3, ∆ = 0; (d) GE = 0.3, GH = −0.2, ∆ = 
0.1; (e) GE = −0.3, GH = −0.2, ∆ = 0.1; (f) GE = −0.3, ∆ = 0 
图 1. (a)，(b)，(d)和(e)体态能谱在 ky = 0 随着 kx变化的关系图。在括号里的前一个数和

后一个数分别对应于自旋上和自旋下部分的自旋陈数。(c)和(f)体态能谱在 kx = ky = 0 随

着 GH 变化的关系图。实线和虚线分别对应于导带和价带。红线和蓝线分别对应于自旋

上部分和自旋下部分。图中的参数分别为(a) GE = 0.3，GH = −0.2，∆ = 0；(b) GE = −0.3，
GH = −0.2，∆ = 0；(c) GE = 0.3，∆ = 0；(d) GE = 0.3，GH = −0.2，∆ = 0.1；(e) GE = −0.3，
GH = −0.2，∆ = 0.1；(f) GE = −0.3，∆ = 0 

 

在引入自旋轨道耦合后，我们发现，能带不再交叉(图 1(d)和图 1(e))。通过计算对应的波函数，我们

发现自旋上部分的波函数和自旋下部分的波函数发生了耦合。对于图 1(e)，我们发现，虽然自旋轨道耦

合没有改变系统的自旋陈数，然而能隙闭合的区域却打开了一个能隙，价带由抛物线形变成了马鞍形。 
我们画出了体态能谱 G

cE ± (导带)和 G
vE ± (价带)在 kx = ky = 0 随着 GH变化的图像(图 1(c)和图 1(f))，其中

的正负号对应于自旋上和自旋下部分的能谱。我们发现，在 GEGH < 0 时，导带和价带不会交叉，交叉只

会发生在导带和价带之间。然而在 GEGH > 0 时，交叉则会发生在导带和价带之间。在随后的部分中，我

们将分别考虑两种情况，即 GEGH < 0 和 GEGH > 0。 

3.2.1. GEGH < 0 
在这一小节中，我们将讨论 GEGH < 0 的情况。由于拓扑相变总是伴随着能隙的打开或者闭合。由前

面的分析我们知道，当 GEGH < 0 时，能隙的打开或者闭合只可能发生于具有较小能量值的导带和较大能

量值的价带之间。所以，我们画出了这个能隙值的相图(图 2)。并且通过自旋陈数的数值计算，我们发现，

在随着能隙的打开或者闭合，系统发生了拓扑相变。 
我们首先考虑一个比较简单的情况(图 2(a))，令 GH = −GE。其中的白线对应为拓扑相变点或者能隙

闭合点。我们发现，在这种情况下，出现了三个具有不同拓扑相的区域。当自旋轨道耦合强度和交换场

强度较弱时，系统保持拓扑绝缘体态。在自旋轨道耦合较弱时，随着交换场强度的增大，系统发生了拓

扑相变，从拓扑绝缘体到量子反常霍尔态。然而在交换场较弱时，随着自旋轨道耦合强度的增大，系统 
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Figure 2. The phase diagram for the value of the energy gap as a function of GE, GH and ∆. 
The white lines correspond to energy gap closing. The parameters are given by (a) GH = −GE; 
(b) ∆ = 0; (c) ∆ = 0.2; (d) ∆ = 0.4 
图 2. 能隙值随着 GE, GH和∆变化的相图。白色虚线对应于能隙闭合。图中的参数分别

为(a) GH = −GE；(b) ∆ = 0；(c) ∆ = 0.2；(d) ∆ = 0.4 
 
从拓扑绝缘体相变至普通绝缘体。根据解析的计算，自旋轨道耦合强度∆ = 0 时，从拓扑绝缘体到量子反

常霍尔效应的拓扑相变发生在 GE = 0.1。在 GE = 0 时，从拓扑绝缘体到普通绝缘体的拓扑相变发生在∆ = 
0.316。我们发现，数值得到的结果和解析的结果保持一致。 

随后我们画出了能隙值的大小关于 GE 和 GH 变化的相图(图 2(b)~(d))。我们发现，自旋轨道耦合强

度∆ = 0 时，系统的相变线为一条直线，和解析的结果一致 ( )2E HG G M− = 。在引入自旋轨道耦合后，

相变线由直线变成了一条曲线(∆ = 0.2)。随着自旋轨道耦合强度的增加(∆ = 0.4)，我们发现又多出了一

个新的普通绝缘体相。原因是不考虑交换场时，较大的自旋轨道耦合会使得拓扑绝缘体发生相变到普

通绝缘体。 

3.2.2. GEGH > 0 
当 GEGH > 0 时，由于能隙的闭合，会出现导带和价带的能带交叉。对于能带交叉的部分，数值的方

法并不能很好的计算自旋陈数，我们只能通过解析的方法得到系统的拓扑性质。当引入一个较小的自旋

轨道耦合后，能带交叉点会打开一个能隙，打开的能隙使得我们能够通过数值的办法计算自旋陈数。我

们发现，一个较小的自旋轨道耦合虽然打开了能隙，但是拓扑数保持不变。 
首先我们考虑一个比较简单的情况(图 3(a))，令 GH = GE。我们发现，在自旋轨道耦合强度为零时

(∆ = 0)，当 GE > 0.1 时，出现了导带和价带的交叉，体态的能隙闭合，和解析得到的结果一致。随着自

旋轨道耦合强度的增加，这个区域的宽度将会减小，并且发生了从拓扑绝缘体到普通绝缘体的拓扑相

变。 
在图 3(b)~(d)中，我们给出了能隙关于 GH 和 GE 的相图，并且计算了对应的自旋陈数。我们发现，

当自旋轨道耦合强度为零时(图 3(b))，能隙闭合的曲线为一条直线，和解析的结果一致 ( )2E HG G M− = 。

在能隙打开的区域，通过数值计算自旋陈数，我们发现这块区对应的是拓扑绝缘体。当考虑一个较小的

自旋轨道耦合强度(∆ = 0.2)时(图 3(c))，能隙闭合的区域有很大一部分区域打开了能隙，通过数值计算对

应的自旋陈数，我们发现分别出现了拓扑绝缘体相和普通绝缘体相。在这两个相之间，仍然有一部分能

隙保持闭合。当自旋轨道耦合强度∆ = 0.4 时，整个区域都变成了普通绝缘体(图 3(d))。 
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Figure 3. The phase diagram for the value of the energy gap as a function of GE, GH and ∆. In 
(a) and (c), the gap closing (GC) region is surrounded by the white lines. The parameters are 
given by (a) GH = GE; (b) ∆ = 0; (c) ∆ = 0.2; (d) ∆ = 0.4 
图 3. 能隙值随着 GE，GH和∆变化的相图。在(a)和(c)中，白色虚线包围的区域是能隙闭

合的。图中的参数分别为(a) GH = GE；(b) ∆ = 0；(c) ∆ = 0.2；(d) ∆ = 0.4 

4. 总结 

在本文中，我们讨论了 HgMnTe 量子阱中自旋轨道耦合诱导的拓扑相变。我们发现，对于能带反转

的 HgTe 量子阱考虑到体反演不对称引起的自旋轨道耦合后，当该自旋轨道耦合强度 ( )A M B∆ > 时，

系统由拓扑绝缘体变成了普通绝缘体。在锰掺杂引起的交换场强度系数 GEGH < 0 时，由于体态能谱不会

出现导带和价带的交叉，拓扑相图将会分为三个区域：普通绝缘体，拓扑绝缘体和量子反常霍尔效应。

当 GEGH > 0 时，由于体态能谱出现了导带和价带的交叉，出现了能隙闭合的区域。然而我们发现，自旋

轨道耦合将会在能隙闭合的区域打开一个能隙，能隙打开的区域将会呈现出拓扑绝缘体相或者普通绝缘

体相。 
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