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Abstract: When the Hamiltonian circuit calculation algorithms of TSP stopped at local optimum trap, professor Boese 
discovered the hole phenomenon in 1995, and made backbone algorithm into TSP research filed. The backbone algo-
rithm in TSP edge recognition is making progress. The paper predicts that the fusion of backbone algorithm and fat al-
gorithm is inevitable trend. 
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摘  要：当 TSP 的哈密顿回路计算算法研究止步于局部最优陷阱时，1995 年 Boese 教授发现了大坑现象，使骨

架算法悄然进入了 TSP 研究领域。骨架算法在 TSP 边识别方面正在取得进展。预言了骨架算法与脂肪算法相融

合的必然趋势。 
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1. 引言 

1967 年，blum[1]教授在深入研究图形学有关算法

的基础上提出了骨架的概念。他假设图形边界点同时

着火，火源向图形内部各个方向等速燃烧直至熄灭，

所有熄灭点就构成了该图形的骨架，这是骨架的最早

定义。经过将近半个世纪的发展，逐步形成了模拟烧

草模型[2-6]、基于距离变换[7-12]以及 voronoi 图[13,14]等

用于图形检索、路径导航等图形学难题的有效算法。 

骨架算法在图形学上的成功，引起学术界的广泛

关注。1995 年 Boese[15]教授将骨架概念引入 TSP 研究

领域，1998 年 Monasson 等[16-19]讨论了可满足性问题

SAT 的骨架算法；2005 年 Zou 等[20]提出了求解 QAP

问题的近似骨架导向蚁群算法 ABFANT(approximate 

backbone-guided fant)。其中，Boese 教授的研究最为

引人关注。他用随机 2opt、快速 2opt、快速 3opt、LK、

LSMC 等五种局部最优算法对 532 点的 TSP 反复进行

实验，发现这些算法求得的局部最优解与公布的最优

解竟有高达 80%以上的共边，Boese 称这一现象为大

坑现象。 

大坑现象引起了许多学者的兴趣和深入思考。 

2003 年 Schneider[21]和邹鹏[22]等利用 TSP 问题局

部最优解交集作为近似骨架，得到了骨架导向并行系*本文受国家自然科学基金项目(60472121)资助。 
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统算法和求解 TSP 问题的多级规约算法；2004 年

Zhang[23]分析了骨架规模对于非对称旅行商问题

ATSP(asymmetric traveling salesman problem)求解难

度的影响；2005 年 Zhang 等[24]给出了求解 TSP 问题

的骨架导向 LK 算法。 

本文对骨架算法在 TSP 领域的研究进展进行综

述。第 2 节简要的介绍 TSP 问题和骨架算法的特点；

第 3 节介绍骨架算法系列中具有代表性的几个算法，

着重阐述相关算法的实现思想及主要创新点；最后，

对全文进行了总结并给出了对骨架算法的展望。 

2. TSP 问题和骨架算法的特点 

2.1. TSP 的定义和两种基本思路 

TSP 也称为货郎担问题或骑士旅行问题，最早可

以追溯到 1759 年，是典型的 NP 完全问题。其目标是

在 n 个节点的图中找到边权之和最小的哈密顿回路。

二维欧几里德平面上边权直接表述为欧几里德距离

或欧几里德距离的线性函数的对称 TSP 问题也称为

狭义 TSP。限于篇幅本文主要讨论狭义 TSP。TSP 算

法设计的基本思路有两种： 

思路 1 n 个节点的完全图中存在  1 1 !
2

n  个哈密 

顿回路。计算每一个哈密顿回路的长度，通过比较找

出其中最短的 TSP。 

这个思路是基于哈密顿回路计算的。因此，基于

该思路的算法也可称为哈密顿回路计算算法。其中比

较优秀的是通过增加一些策略，达到减少比较次数的

目的，例如 3OPT 等。 

思路 2 n 个节点的完全图中存在 1 1
2

n n  条边。

从 1 1
2

n n  条边中识别出属于 TSP 的 n 条边。 

这个思路是基于 TSP 边识别的，因此，基于该思

路的算法也可称为 TSP 边识别算法。 

当前关于 TSP 的算法研究正处于哈密顿回路计

算算法向 TSP 边识别算法转变的关键时期。骨架算法

的产生和发展正是这个转变的一个标志。 

2.2. 骨架算法的特点 

1) Boese 发现的大坑现象是 TSP 骨架算法的坚实

基础。根据 Boese 大坑理论，3OPT 的局部最优解中

含有 80%以上的 TSP 边，因此若干个 3OPT 的局部最

优解的交集中包含 TSP 边的可能性就很大，而含非

TSP 边的可能性就极小。在一个 n 节点的完全图中若

定义 TSP 为骨架。那么若干个 3OPT 的局部最优解的

交集就必然使部分骨架显现出来，这意味着识别出部

分 TSP 边。显然，骨架算法的交集迭代不会大于 n 次。 

2) 骨架算法发现了部分骨架后，则把这部分已经

确认的骨架空间压缩掉，使下一轮的骨架空间变小

了，因此，骨架算法的收敛具有显著的方向性。 

3) 具有鲜明的并行计算特征。 

4) 以 3OPT 等局部最优解为初始解，是对经典算

法的继承和发展。 

3. 几个典型的骨架算法 

3.1. 基于并行系统的骨架算法[21] 

Johannes Schneider[21]教授研究几个特殊的 TSP

算例后发现这些算例的局部解存在大量的交边，依据

此他提出了一种寻找骨架降低 TSP 规模的高效并行

算法。 

首先由从处理器在短时间内产生合理的初始迭

代解集合，所有从处理器产生的解路径发送到主处理

器上，主处理器依据此产生重叠向量集，这个集合中

包含所有路径中共同包含的边。 

重叠向量集中包含的边叫做骨架，它们是全局最

优解的一部分，因为它们包含在所有的局部最优解

中。这种解释仅仅是基于统计学来说的。在接下来的

迭代中用一对点来表示这些长度从 1 到点的规模最大

值不等的骨架，例如对于 10 个点的对称性 TSP 问题

产生如下四个解路径： 

0 9 1 2 3 4 5 6 7 8 

0 3 2 1 4 5 6 7 8 9 

0 9 7 6 5 4 8 1 2 3 

0 4 5 6 7 8 3 2 1 9 

根据这些初始解可以产生如下重叠向量集： 

0 9 

1 2 3 

4 5 6 7 

8 

在接下来的迭代中对这些骨架进行重新编码，目

地是尽可能的减少城市和距离矩阵的规模，从而降低

从处理器的计算量，所有骨架的边界点得到新的编
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号，中间的点将会被忽略掉， 
 

0            0 

9            1 

1            2 

3            3 

4            4 

7            5 

8            6  
 

因此重叠向量得到如下编码： 
 

0  9                        0   1

1  2  3                     2   3

4  5  6  7                  4   5

8                           6.  
 

经过这样的处理，原来 10 × 10 的距离矩阵 d，就

变成现在的 7 × 7 的距离矩阵 D，二者的关系如下： 

D(0,1) = d(0,9) 

D(2,3) = d(1,2) + d(2,3) 

D(4,5) = d(4,5) + d(5,6) + d(6,7) 

D(0,6) = d(0,8) 

D(1,6) = d(9,8) 

下列新路径和距离矩阵 D 一起返回给从处理器： 

0-----1   2-----3   4-----5   6-----6 

这些路径就是初始迭代解中产生的最优路径，

“-----”表示该路径不允许被打破。这样就产生了较

小规模的距离矩阵，直到产生一条和原始城市规模相

等长度的骨架运行终止。然而一个路径也许会包含更

多的点；假如用来产生重叠向量集的解完全不同，那

么重叠向量集中所有向量长度为 1，这些向量由两个

点表示，这样会产生是原始规模两倍的点集。这种对

重叠向量集中长度为 1 的向量用两个点表示的编码方

式，对于反复的去查看骨架是否被打破了是明智的。

这种编码对于完全不同的初始解来说会增加额外的

运算时间，但是对于有很多相同部分的初始解来说它

又会在很大程度上减少运算时间。最为重要的是这种

编码方式对于确保骨架不被打破是必要的。 

在接下来的迭代过程中，从处理器产生新的路径

时要采用略微不同的编程。它们只允许打破第二个、

第四个、第六个……最后一个城市之间的连接方式，

这样才能确保骨架不被打破。每个从处理器独自用不

同的初始路经做着各自的优化，最后将它们的优化结

果发给主处理器。主处理器用先前的重叠向量集对这

些解进行解码，对这些解的解码程序是一致的。例如

从处理器发来的解路径如下： 

0---1  2---3  6---6  4---5 

1---0  4---5  2---3  6---6 

0---1  6---6  3---2  5---4 

1---0  4---5  6---6  3---2 

主处理器解码后的路径为： 

0 9 1 2 3 8 4 5 6 7 

9 0 4 5 6 7 1 2 3 8 

0 9 8 3 2 1 7 6 5 4 

9 0 4 5 6 7 8 3 2 1 

这个结果优于之前的那个，对之前已经存在的最

优路径有了更好的表示。之前存在的骨架集合就会被

舍弃掉，程序根据解码的路径重新计算重叠向量集。

虽然重叠向量集是根据新的路径得到的，但是它也保

证了旧的骨架被继承下来，确保了骨架不被打破这一

原则，新产生的重叠向量集如下： 

0   9 

1   2   3   8 

4   5   6   7 

随着迭代次数的增加，得到的骨架越来越少但是

越来越长，系统优化的规模越来越少，继而运行时间

也越来越少，现在点的规模降低到了 6，距离矩阵也

变成了 6 × 6，在最后一次迭代中从处理器会产生相同

的路径，该路径便是最优解。 

这个算法的依据是：骨架是全局最优解的一部

分，当然不可能事先知道骨架一定是全局最优解的一

部分。算法中假设一定数量的解会产生骨架，因此需

要初始化一个合适的解的数目。如果这个初始解的数

目过少会造成产生的骨架过长，也许这样的骨架不是

最优解的一部分；如果初始解的数目过多有可能不会

产生一个骨架这也导致算法失效，因此该算法的关键

是给出一个合适的初始化解的数目。 

3.2. 基于频繁度的骨架算法[24] 

由于骨架一被发现就被确定下来不再发生变化，

这容易使算法陷入局部最优解中，针对这个问题
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Zhang Weixiong[24]提出了基于频繁度的骨架算法。 

首先根据某一条边在局部样本解中出现的次数

定义伪骨架频繁度。假如定义 S 是样本解集合，给出

已知边 e 定义集合 Se，其中 Se是 S 的子集，Se中包含

的解是 S 解路径中有边 e 的解，直观的将 eS S 叫做

伪骨架频繁度。 

选择的局部解集合会影响伪骨架频繁度的质量。

理想状态下，期望局部解都是高质量近似解的无偏样

本。能否达到这一理想状态，其中一个影响因素就是

所给出的初始化的开始路径：开始路径差别越大，一

般的最后形成的最优解差别就越大。虽然由贪心算法

初始化开始路径得到的局部最优解要优于随机初始

化开始路径的解，但是得到伪骨架的质量却是后者优

于前者。 

可以将伪骨架信息融合到 LS 算法中实现有偏搜

索。LS 中边的移动取决于移入边与移出边的长度，假

如移入边的总体长度少于移出的，那么这项移动将被

执行。算法中将采用两种有偏移动策略，一种是仅仅

依靠伪骨架频繁度；另外一种是综合考虑伪骨架频繁

度和城市之间的距离。定义集合 B 为骨架的边集合，

集合 T 为局部最优解集合，可以根据它得到伪骨架频

繁度。假如 X 和 Y 是被移出移入边的候选集，分别的

用 K-opt 对边进行移动。假如 Y 集合中的边有较大的

概率比集合 X 中的边获得更多的骨架，这时用集合 Y

中的边取代集合 X 中的边。假定边之间都是各自独立

的，假如 

  
i i

i iX Yyx
P B T P B Tyx 

          (1) 

其中  iP B Tx  就是边 ix 的伪骨架频繁度，该频繁度

是由解集合 T 得到的，我们就将 移入iy ix 移出。这种

方法已经运用到最大可满足性问题[17]并且取得了很

好的效果。 

但是，单纯的用伪骨架频繁度诱导局部搜素算法

解决 TSP 问题并不是很有效。造成这个结果的一个可

能因素是二者的搜索空间不同，TSP 问题搜索空间存

在的状态数量是 ，其中 n 个城市存在边的

数量是

 2

2 2E nO

 1 2n E n 。这些状态嵌入到可约束结构

中，在这个结构中一条边的移动会使得很多边不能移

动。相比之下最大可满足问题的搜索空间存在的状态

数是 2n，其中 n 是布尔变量。因此这种估计得到的伪

骨架频繁度用在最大可满足问题上比 TSP 问题上更

可靠。这种仅仅依靠伪骨架频繁度诱导算法的缺陷表

明：TSP 问题中实际城市之间的距离是不能被忽略的。

这就是伪骨架频繁度诱导局部搜素算法在 TSP 问题

上和在最大可满足问题上主要的不同点了。 

LK 算法中边之间的替换是由替换边的长度决定

的。同样的评价原则可以运用到骨架导向局部搜索算

法中，简称 BGLS。但是价值的计算方式不同，依据

不是两个城市之间的距离 w，而是 w(1 − P)，其中 P

是该边的伪骨架频繁度。因此一个边的长度是随着伪

骨架频繁度成线性减少的。极端情况该边不在伪骨架

中则该边距离就是实际两个城市间的距离，如果该边

在所有局部解中则该边的距离变成 0。 

LK 搜索算法使用这种策略取代原始城市间距离

后，得到的局部解有了很大的提高。这种有偏搜索之

所以有效的原因是：伪骨架频繁度最终改变了 TSP 实

例城市之间的距离。这种新得到的局部最优通常不是

上一代中的局部最优，因此对原始图形的持续搜索会

提高解的质量，即便有偏搜素已经找到了局部最优

解。 

此外伪骨架的信息同样可以用到初始化开始路

径中。众所周知使用贪心算法初始化局部搜索算法的

开始路径可以提高该算法的速度和效率。这种贪心路

径的构造过程是，首先随机选择一个城市点，然后寻

找距离该城市最近的城市，依次找下去，这样一条一

条的边被加入到开始路径中，直到所有的城市都被加

入进来。我们可以修改此过程，用伪骨架去重新定义

最短边，使用伪骨架频繁度计算各边的权值取代各边

的实际距离。 

将上面的思想运用到 LK 算法中，得到骨架导向

LK 算法，简称 BGLK。和 LK 算法相似 BGLK 也需

要运行很多代，每一代都由新的初始路径计算得到局

部最优解。与 LK 不同的是 BGLK 有两个阶段。第一

个阶段是学习阶段，运用原始的 LK 算法采用随机化

的开始路径运行一定的迭代次数，使用其求得的局部

最优解计算得到伪骨架频繁度。第二个阶段是骨架导

向阶段，使用有偏 K-opt 算法。并且，在第二个阶段

使用有偏的开始路径同样也可以提高局部最优解的

精度和局部搜索的速度。在实验中发现整个运行次数

的 30%用于学习就已经有效了。 

该算法提出的伪骨架频繁度概念，一方面它可以
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避免 LK 算法陷入局部最优解中；另一方面可以使用

它初始化开始路径加速局部搜索和提高局部最优解

精度。但是，此方法并没有在本质上降低每代城市的

规模。 

已经是全局最优解的一部分，那么接下来计算中就不

需要再去寻找它，而把它保留下来作为解的一部分即

可。因此邹鹏、周智、陈国良提出了多级归约算法[22]。 

该算法的基本原理是通过对 TSP 问题的局部最

优解与全局最优解之间关系分析，发现对局部最优解

的简单的相交操作能以很高的概率得到全局最优解

的部分解，利用这些部分解可以大大缩小原问题的搜

素空间，同时也不会降低搜索算法的性能。 

3.3. 求解 TSP 的多级规约算法[22] 

随着对骨架算法研究的深入，人们从不同的角度

来看骨架的含义。人们最初对骨架的定义就是局部最

优解的交集，把它看成全局最优解的一部分。既然它 其算法可以由图 1 形象的描述。 
 

要选择删去的规
约分支图内部城
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Figure 1. Main idea of multilevel reduction algorithm 
图 1. 多级规约算法主体思想描述图 
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算法描述： 

输入：TSPLIB 中的典型实例； 

输出：TSPLIB 中的典型实例的解。 

Begin 

初始化(对当前实例求解一个用于被归约的局部

最优解，记为 A)； 

1) 实例的多级归约 

while (当前实例规模不是足够小) do 

对当前实例规模生成 Rs个局部最优解记为 Bi(I = 

1,2,…, Rs)； 

由 Bi和 A 求交得到部分解 P； 

A = A − P； 

用部分解 P 对当前实例进行归约，减小其规模从

而生成新的实例； 

Endwhile 

2) 用已知算法直接求解当前实例(解记为 I) 

3) 恢复当前实例的解到原实例的解 

while (当前实例规模 ≠ 原实例规模) do 

I = I + P； 

endwhile 

End. 

该算法中一个难点是参数 Rs的取值，从本质上来

说就是选择几个个体相交产生骨架，在介绍 3.1 算法

中也提到了这个问题，但是目前缺少理论的支撑。该

算法中如果 Rs取值过大会加大运算的时间，但是结果

的精度会有较大的提高，在时间和精度上该算法折中

了一下将 Rs的值设定为 2，即三个个体共同含有的边

定为骨架。 

4. 总结与展望 

综上所述不难看出，当 TSP 领域的哈密顿回路计

算法陷入局部最优陷阱不能自拔时，骨架算法使 TSP

边识别算法的实现变为可能，从而使 TSP 研究出现了

新的生机，开辟了新的思路。 

如果我们把 TSP 边看做是骨架，那么，包裹着骨

架的非 TSP 边就可以看做是脂肪了。脂肪算法是将若

干局部最优解通过并集操作剥离部分脂肪，通过多次

迭代直至脂肪被剥净。近年来已有学者研究脂肪算法
[26,27]，并且取得了一定的成果。目前可以期待的是实

现骨架算法与脂肪算法的融合，也就是每一次迭代通

过交集操作获取部分骨架，同时也通过并集操作剥离

部分脂肪[25]。不难看出，这种融合将大大提高计算效

率，不仅是必要的，也是可能的。这个方向的研究希

望引起有关学者的关注。 

当然，由于骨架算法出现较晚，尚未成熟，还有

许多改进空间。例如，作为初始解的局部最优解数目

现在还是经验参数，对 TSP 边的识别率还有待提高。 
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