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摘  要 

随着社会的不断进步，对于数据处理的要求越来越高，人们需要处理的数据非常庞大，比如工业信息、

环境信息，有些数据没有明确的标签供人们进行处理，当存在海量的无标签数据时，如何从海量的无标

签数据中获得有用的数据，是需要重点研究的问题。半监督学习不仅能够更好地利用标签进行数据的处

理，同时还可以通过无标签数据进行指导以提高分类的精度。因此，本文将重点研究基于支持向量机的

半监督学习分类方法。 
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Abstract 
With the continuous progress of the society, the demand for data processing is getting higher and 
higher, the amount of data that people have to deal with, such as industrial information, environ-
mental information, some data don't have clear labels for people to process, when there are massive 
unlabeled data, how to get useful data from the massive unlabeled data is a key problem to be stu-
died. Semi-supervised learning can not only make better use of tags for data processing, but also 
improve the accuracy of classification through the guidance of unlabeled data. Therefore, this paper 
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will focus on the semi-supervised learning classification method based on support vector machine. 
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1. 引言 

支持向量机是一种机器学习方法，主要针对小样本分类问题开展的一种学习方法，遵守结构风险极

小化原则，获取全局最优解，并在压缩感知、模式识别以及图像处理等热点领域中得到了广泛的应用。

半监督支持向量机是一种能够同时兼顾标签与无标签样本的学习方法，因而半监督支持向量机的学习方

法在处理大规模数据识别与分类的过程中处理良好。半监督支持向量机的数学模型优化问题较为复杂，

在处理非线性分类问题时比较消耗时间，因此对半监督分类的模型与算法进行研究与设计非常重要。 

2. 半监督支持向量机 

2.1. 支持向量机 

训练样本集为 ( ){ } 1
,

l
i i i

x y
=
，任意 1, ,i l=  ， m

ix R∈ ， { }1, 1iy ∈ − ，m 表示样本特征的维数，l 表示样

本训练的个数。如果训练样本集是线性的，支持向量机需要满足条件 ,mw R b R∈ ∈ ，则： 
T

T

0, 1,

0, 1
i i

i i

w x b y

w x b y

+ > =

+ < = −
                                     (1.1) 

根据公式(1.1)，能够得到 T 0w x b+ = ，如图 1 所示，图中的三角标志和圆圈表示的是两种不同类型

的样本点，实线表示分类超平面，虚线表示支撑超平面[1]，两条虚线支撑超平面分别表示： T 1w x b+ = ，
T 1w x b+ = − 。 

 

 
Figure 1. Linear Separable Support Vector Machine 
图 1. 线性可分支持向量机 
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2.2. 半监督支持向量机方法 

在半监督支持向量机中，需要考虑到标签训练样本集和无标签样本集两种方式，分别为 ( ){ } 1
,

l
i i i

x y
=
和

{ } 1

n
i i l

x
= +

， , 1, ,m
ix R i n∈ =  ， { }1,1 , 1, ,l

iy i l∈ − =  ，如图 2 所示，实心表示标签样本，空心表示无标签

样本，无标签样本更能够体现出样本集的实际分布状况[2]。 
 

 
Figure 2. Semi-supervised support vector machines 
图 2. 半监督支持向量机 

 

将未知的样本类标签看成是一种新的变量，能够得到半监督支持向量机的模型： 

( ) ( )

( ) { }

2

, , 1 1

1 2

1min max 0,1 max 0,1
2

s.t. , , , 1,1

,

u

l np p
l i i u i iw b y i i l

n l
u l l n

m

w C y o C y o

y y y y

w R b R

= = +

−
+ +

+ − + −

= ∈ −

∈ ∈

∑ ∑

                    (1.2) 

其中， T
i io w x b= + ， ,l uC C 表示标签样本与为标签样本之间的惩罚参数。 

在半监督分类过程中，为了避免类标签偏差较为明显，可以引入公式： 

1

1 2 1
1

n

i
i l

y r
n = +

= −
− ∑                                    (1.3) 

r 表示所占比例。 
公式(1.2)的求解方式有组合优化方式和连续优化方式，这两种方式的求解思想为： 
组合优化方式中需要考虑 uy 的取值可能性，对每一组固定的 uy 进行取值，将公式(1.2)转化为标准的

求解支持向量机的问题。对 uy 的所有取值可能性进行遍历，得到相应的优化求解方式： 

( )
( )
( ) { }

2

2, , , 1 1

T

T
1 2

1
1 2

1min
2

s.t. 1 , 1, 2, ,

, , , 0

, , , 1,1

,

u

l n
p p

l i u iw b y i i l

i i i

n l

n
u l l n

m

w C C

y w x b i n

y y y y

w R b R

ξ
ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

= = +

−
+ +

+ +

+ ≥ − =

= ≥

= ∈ −

∈ ∈

∑ ∑







                            (1.4) 

公式(1.4)属于混合正数规划问题，求解的方式较为困难。 
在连续优化方法中，固定的数值在面对任意的 1, ,i l n= +  时，都可以使用 ( )Tsgn iw x b+ 表示，得到
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关于固定数值的连续优化问题： 

( ) ( )2

, 1 1

1min max 0,1 max 0,1
2

s.t. ,

l n pp
l i i u iw b i i l

m

w C y o C o

w R b R
= = +

+ − + −

∈ ∈

∑ ∑                     (1.5) 

其中 T
i io w x b= + ，公式(1.5)属于一个非凸优化问题，该问题中的平衡约束可以表示为： 

T

1

1 2 1
1

n

i
i l

w x b r
n = +

+ = −
− ∑                                  (1.6) 

3. 半监督支持向量机的锥松弛方法 

锥规划问题有着其特殊的结构方式，有较好的表述能力，在实际问题的解决中得到了广泛的应用于

推广。本节介绍的半监督支持向量机的锥松弛方法，在原问题的基础上提出新的问题，并估计原问题的

最优质与最新半正定松弛问题的比值，同时数值实验的结果证明松弛方法所取得的分类效果。 

3.1. 半正定松弛 

根据引理结论“若 { }1,1 ny∈ − 和 ˆ nK S+∈ 成立，则 ( ) 1T 1 Tˆ ˆK yy K yy
− −=  ”，则 

( )
( ) { }

T T T

1
1 2

1 ˆmin max1
2

s.t. , , , 1,1 ,

nyu

n n
u l l n

K yy

y y y y R

α
α α α

α−
+ + +

−

= ∈ − ∈





                          (2.1) 

将公式(2.1)的目标函数进行转化，为： 

( )( ) ( )( )T1 ˆ1 1 1
2 n ny K yµ µ+ − +                                (2.2) 

引入变量 ( ): 1nv yµ= +  ，公式(2.1)等价于[3]： 

T 1

2

1min
2

s.t. 1, 1, ,

1, 1, ,

v

i i

j

n

v K v

y v i l

v j l n

v R

−

≥ =

≥ = +

∈





                                    (2.3) 

该问题是含有凸与非凸的二次规划问题。 

3.2. 双非负松弛 

公式(2.1)的双非负松弛问题，在解决这类较难的非凸二次规划问题时，首先需要给出问题的完全正

松弛。 
令 ( ): 1 2 , : 1n n

n nz y R Rδ µ= + ∈ = + ∈ ，问题(2.1)能够被等价转换为[4]： 

( )( ) ( )( )

{ } { }

T 1

,

1 2

1 ˆmin 2 1 2 1
2

s.t. 1

, , , 0,1 ,

n
n nz

n
n l n

u l l n

z K z

z z z z R

δ
δ δ

δ

δ

−

−
+ +

− −

= ∈ ∈

 





                             (2.4) 

其中， { }1 2, , , nz z z z=  ，则： 
1 1

2
1 1

ˆ ˆ4 2
: , :

ˆ ˆ1 2
n

n

z K K
u R K

K K

δ
δ

− −

− −

 − 
= ∈ =     −   







                           (2.5) 
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公式(10)的目标函数可以进行转化，相应的等价问题为： 

( )

{ }

T

2

1 2 2 2

1min
2

s.t. 2 1, 1, ,

1, 0, 1, ,

, , ,

u

i i i

j n
j j n j

n n

u Ku

y u u n i l

u u u u j n

u u u u R

+
+

− + ≥ =

≥ − = =

= ∈









                               (2.6) 

3.3. 数值实验 

通过数值实验测试的方式对上述两种方法的分类表现进行记录，并将测得的试验结果与半监督支持

向量机进行比较，对标签样本个数的分类精度影响进行重点的分析与实验。 
选择两组人工数据，四组基准数据这六组数据集进行试验，如图 3 所示。具体的数据集信息如表 1

所示。 
 
Table 1. The date set 
表 1. 数据集 

数据集 特征维数 样本点个数 标签点个数 

Gaussian 3 60 3 

Circle 3 61 22 

Digit1 240 71 10 

USPS 240 71 10 

Sonar 59 205 22 

Ionsphere 33 355 22 

 

 
Figure 3. Artificial Data Set Sample Point Distribution and Classification Hyperplane  
图 3. 人工数据集样本点分布与分类超平面 
 

首先，对半正定松弛与双非负松弛进行分类，根据图 3 所示的平面得到两组人工数据集的分类决策

函数。其次，使用半正定松弛与双飞负松弛这两种方法对基准数据进行分类，记录使用这两种方式对采

集到的数据集分类精度的最佳数值，其数值对比结果如表 2 所示，从表 2 可以看出，双非负松弛问题比

半正定松弛所得到的分类精度更好更准确[5]。 
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Table 2. Comparison results of positive semi-definite relaxation method and twin non-negative relaxation method 
表 2. 半正定松弛方法和双非负松弛方法对比结果 

 半正定松弛 双非负松弛 

 最优值 错分率 最优值 错分率 

Gaussian 0.327712 5.11 0.327755 5.11 

Circle 0.388322 5.11 4.353422 5.11 

Digit1 0.305812 24.22 0.792088 18.55 

USPS 0.287577 18.88 0.650233 18.22 

 

结果 UCI 数据集，对比半监督支持向量机与半正定松弛、双非负松弛，在对比的过程中采取的方法

有梯度下降法、凹凸过程法等，不同对比方法的错分率结果如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. The influence of the number of labeled sample points on the error rate 
图 4. 有标签样本点个数对错分率的影响 

 

本节提出的半监督支持向量机所对应的规划问题，其中介绍的两种锥松弛方法都能够得到元混合正

数规划问题，通过进一步的分析能够得到更好的下届，通过数值实验的数据结果显示，这两种松弛方法

都能够得到较好的分类效果，且双非负松弛比半正定松弛的分类精度更高更准确。 

4. 多视角双平面支持向量机 

将双平面支持向量机进行扩展，升级为多视角双平面支持向量机，在同一视角中，正样本与负样本

由矩阵 1 1,A B′ ′表示，在另一个视角中，正样本与负样本 2 2,A B′ ′表示，为了使公式变得更加简洁，将所有的

e 表示为 1 的向量，都是合适维数的数值[6]。即： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2

31 2 4
1 2 1 2

2 2 3 4

, , , , , , ,

, , ,

A A e B B e A A e B B e

ww w w
v v u u

b b b b

′ ′ ′ ′= = = =

      
= = = =      
      

                         (3.1) 

公式(3.1)中的 ( ) ( )1 1 2 2, , ,w b w b 表示+1 参数， ( ) ( )3 3 4 4, , ,w b w b 是−1 参数。 
多视角双平面支持向量机的优化问题可以表示为： 
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1 2 1 2

2 2 T T T
, , , , 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1

1 1 2 2

1 1 1 2

2 2 2 2

1 2

1 1min
2 2

s.t.
,
,

0, 0,
0

v v q q A v A v c e q c e q De

A v A v
B v q e
B v q e

q q

η η

η

η

+ + + +

−
− +
− +





 


                     (3.2) 

1 2,e e 是全为 1 的向量，这些向量均是合适维数的数值， 1 2 1 2, , ,v v u u 表示分类器参数， 1 2 1 2, , , ,c c d d D 表

示非负参数。对公式(3.2)用拉格朗日公式表示为： 

( )

( ) ( )
( )

2 2 T T T T
1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2

T T
2 1 1 2 2 1 1 1 1 2

T T T T
2 2 2 2 2 1 1 2 2

1 1
2 2

L A v A v c e q c e q De A v A v

A v A v B v q e

B v q e q q

η β η

β η α

α λ λ σ η

= + + + + − − +

− − + − − + −

− − + − − − −

                (3.3) 

1 2 1 2 1 2, , , , , ,α α β β λ λ σ 表示拉格朗日向量。对公式(3.3)求偏导，使公式结果等于 0，可以得到： 

( ) ( )

( ) ( )

1T T T
1 1 1 1 2 1 1 1

1T T T
2 2 2 2 1 2 2 2

,v A A A B

v A A A B

β β α

β β α

−

−

 = − − 

 = − − 

                             (3.16) 

得到对偶问题： 

( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2 1 2

1 1 TT T T T
, , , 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2

T T
1 1 2 1 1 1

T T
2 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1

2 21 2 1

1 1min
2 2

s.t. ,

,
0 , ,
0

a a A A A A e

A B
A B

De
c e

ξ ξ ξ ξ ξ ξ α α

ξ β β α

ξ β β α
β β β β
α

− −
+ − +

= − −

= − −
+ 

 

                    (3.4) 

在进行计算的过程中要注意一个分类准则[7]，对于同一个样本 x，有两个不同的视角，如果 ( )1 1,1x x′= ，

( )2 2 ,1x x′= ，则该公式属于+1 类，否则为−1 类，多视角半监督双平面支持向量机能够解决二次优化问题，

但是它的复杂度较高，有两个不同视角的维数。 

5. 半监督支持向量机学习分类方法 

5.1. 优化方式分类 

5.1.1. 组合优化方式 
组合优化方式能够同时优化三个参数，分别为 *, , uw b y ，其中 *

uy 的值能够通过人为的方式进行指定。即： 

( ) ( )* *

,
min , ,u uw b

y I w b yΨ =                                    (4.1) 

采用指定的方式就可以像优化标准的支持向量机一样，对组合方程进行优化。这种组合的方式可以

供很多的优化算法进行使用，将组合优化方式应用在文本分类中，但是这些都是局部优化，无法对全局

最优化起到一定的作用。 

5.1.2. 连续优化方式 
连续优化方式首先需要通过固定的参数 ( ),w b ，寻找到代价函数最小的值： ( ) ( )*

*arg min , sign
u

uy
V y o o= ，

用指定标签值符号 T
i io w x b= + 进行表示，然后重复步骤标注其他的符号。即： 
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( ) ( )22 *

1 1

1 max 0,1 max 0,1
2

n m

l l u
l u

w C y o C O
= =

+ − + −∑ ∑                        (4.2) 

通过公式(4.2)能够看出，前两项是标准的支持向量机，最后一项是用二次代价函数进行代替，是一

个非凸优化，如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. Symbolic output of decision function 
图 5. 决策函数的符号输出 

5.2. 凹凸优化过程 

凹 凸 优 化 过 程 采 用 的 是 半 监 督 连 续 优 化 的 方 式 ， 优 化 的 方 式 就 是 将 方 程 

( )
( ) ( ) ( )*

2* * *

, , 1 1

1min , , , ,
2u

n m

u l l u u
w b y l u

I w b y w C V y o C V y o
= =

= + +∑ ∑ 中的最后一项进行分解，将其分解成凸函数与凹 

函数，在后面的迭代过程中，将这个凸函数替换为线性函数[8]，这种替换的方法叫做切线近似法，这样

在迭代的过程中就只是一个凸函数和线性函数的计算，在进行求解的过程中较为简单。即： 

( ) ( )2 2
max 0,1 max 0,1 2 2t t t t− = − + −                             (4.3) 

为了可以达到优化的最终目的，可以将代价函数的值应用在目标方程中，这样就可以通过迭代的方

式进行求解，从而得到最优解。对方程式作进一步的分类过程中，可以指定其中一个无标签的值为正数，

并将其应用到训练的下一次迭代中，对结果目标方程所造成的影响为： 

( ) ( )2

0, if 1

1 , if 1
4 , if 1

t

L t t t
t t

≥


= − <
− ≤ −

                                  (4.4) 

使用凹凸优化方法应用在半监督算法计算中，可以按照以下流程进行计算： 
首先用监督支持向量机标签样本得到参数值 ,w b ； 

( )

( ) ( )( ) ( )( )

*

22 *

1 1

*

repeat

sign , 1

1, are min max 0,1
2

until convergence of , 1

i i

n m

l u u
l u

i

y w x b n i n m

w b w C yl w x b C L y w x b

y n i n m
= =

← ⋅ + + ≤ ≤ +

= + − ⋅ + + ⋅ +

+ ≤ ≤ +

∑ ∑ 

            (4.5) 

使用凹凸优化方法的优势就是能够对原来的非凸函数进行替换，将其替换成凹凸函数之和，大大简

化了求解的复杂程度；但是存在的缺陷就是无法更好的利用原有的样本分布信息。 
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5.3. 基于标签传递的分类方法 

采用标签传递的方式进行分类，标签传递的分类方法相当于聚类方式直接进行无标签样本分类，并

与原数据进行训练，从而得到最终的决策函数，其主要的思想可以表示为[9]： 
对所有有标签的样本和无标签的样本进行构图，如果构建的图距离原来的标签样本越来越近，则说

明与标签样本的类别相似，可以表示为： 

( )
1

ij
ij l u

kjk

w
T P j i

w+

=

= → =
∑

                                  (4.6) 

ijw 表示图中样本点距离。 
repeat Y TY←  

UY 表示无标签样本，通过迭代求解的方式让其收敛，然后在 UY 中选择其他类的无标签样本，并指定

为该类别。其优势就是考虑到训练样本中存在的流形，采用构图的方式进行聚类，然后使用分类器进行

整体分类；但是缺陷就是构图完成后，这张图的效果是影响整个作品的关键，只能够通过寻找这种流形

的方式进行聚类，在构图的过程中选择相邻点容易出现模糊的情况，对分类精度的标签样本影响较大。 

基于相似度标签传递的半监督支持向量机 
半监督分类算法有聚类假设和流形假设两种方式，有标签的训练样本无法更好的描述整个样本空间

的实际情况，如果只是用标签样本进行训练则分类的精度较低，不能更好的更新更多的数据。而大量的

无标签样本则有可能更好的反映出整个样本空间的真实情况。因此，引入无标签样本能够更好的指导分

类器的整个训练过程，从而提高分类器的精度。在进行标注的过程中，如何选择无标签样本则是需要重

点考虑的问题。可以通过迭代的方式进行标注，通过其纠错能力解决这个问题。 
用训练样本构建一个相似度图，数据表示节点，对所有的数据进行连接，如果两点之间的相似度较

大，则相应的权值就越高，计算方法为[10]： 
2

, e
i jx x

t
i jd

−

=                                        (4.7) 

 

 
Figure 6. Approximately filter points with the same label 
according to similarity 
图 6. 按照相似度近似筛选可能相同标签的点 
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通过该公式构建了一个含有所有样本点的矩阵，该矩阵会受到 t 的影响，在取值的过程中需要适当

的考虑向量机中径向基核函数的参数。 
在进行标签传递的过程中，可以使用相似度的方式进行数据点的筛选，类似于聚类思想中的标签，

但是与聚类思想不同的是在开始时没有使用聚类思想进行类别的划分，而是通过归纳式的支持向量机的

方式进行结果的训练，将其作为标签传递的方向，并找到所有与其类别相同的数据点，这样做的目的就

在于必须限定正负类比例的问题，才能够更好的完成数据的分类。通过新的标签样本重新定义决策函数，

这种逐渐加入的样本信息，能够让决策函数变得更加完善。如图 6 所示。 

6. 结束语 

对提出的半监督支持向量机规划问题中所采用的两种凸锥松弛方法，能够更好地得到原混合正数规

划问题的下界，从而得到更为准确的下界。对半监督支持向量机的分类方法进行了讨论与研究，在标签

样本较少的情况下，可以使用无标签样本的方式提高分类的准确度，并在支持向量机的基础上进一步学

习半监督学习方法。改进的半监督学习分类算法在失去平衡的情况下依旧能够发挥出其作用，用标签传

递的方式对无标签样本进行标记，并在可能出现错误的地方进行标注和纠错，从而寻找到无标签样本中

更合适的比例。 
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