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Abstract	
The	disk	was	simplified	as	the	same	thickness	elastic	circular	plate	model	fixed	at	the	inner	ring	
and	free	at	the	outer	ring,	and	the	large	deflection	transverse	free	vibration	equation	of	axis	sym‐
metry	rotating	disk	was	established	in	the	fixed	coordinate	system	based	on	the	Kirchhoff	theory	
of	 thin	plates.	The	 free	vibration	mode	of	disk	was	obtained	by	using	 the	Galerkin	method	 two	
times.	A	transverse	load	was	applied	near	the	critical	speed;	the	forced	vibration	equation	of	ro‐
tating	disk	was	established,	and	then	the	dynamic	characteristics	of	the	disk	under	different	ro‐
tating	speeds	were	analyzed.	The	results	showed	that	the	same	diameter	number	corresponds	to	
the	same	vibration	mode	of	disk,	but	the	phases	of	two	vibration	modes	are	different.	The	forced	
vibration	responses	of	the	disk	under	different	rotating	speeds	are	periodically	distributed,	and	
the	higher	the	rotating	speed,	the	shorter	the	period	in	the	same	time.	The	dynamic	characteristic	
of	 the	disk	under	 the	 certain	 condition	 is	 roughly	presented	by	 the	dynamic	 response,	and	 the	
changing	trend	of	the	maximum	amplitude	of	the	disk	has	no	direct	relationship	with	the	rotating	
speed.	
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摘  要 

将轮盘简化为内圈固定–外圈自由的等厚弹性圆板模型，通过运用基尔霍夫薄板理论在固定坐标系里建

立了轴对称旋转轮盘的大挠度横向自由振动方程。运用两次伽辽金法获得轮盘自由振动的振型。在临界

转速附近，施加一个横向载荷，得到旋转轮盘的受迫振动方程，进而分析了不同转速下的轮盘动态特性。

结果表明：相同的节径数对应的振型相同，但是相位有所区别；不同转速下的受迫振动响应曲线总体呈

周期分布，转速越高，同一时间段内的周期越短。在一定工况下动态响应可以大致反映轮盘的振动形式，

且振幅最大值的变化趋势与转速大小没有直接关系。	
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1. 引言 

轮盘是航空发动机的重要零部件，在高温、高速下工作，所承受的载荷复杂、环境严酷，一旦发生

故障将导致严重的后果。我国某型发动机涡轮盘因轮盘径向有效应力超过材料屈服强度，造成涡轮盘塑

性变形过大而失效  [1]。美国某型发动机也因涡轮盘低周疲劳断裂，造成飞行事故。我国也曾发生过多起

涡轮盘的低周疲劳断裂失效事件  [2]  [3]。由此可见，轮盘的失效大多会造成严重破坏，所造成的后果是

灾难性的。由于日益追求发动机重量轻、寿命长，轮盘结构日趋轻型化，轮盘做得很薄，在高负荷和长

时间工作条件下，轮盘振动问题更为突出。 

采用连续体模型分析轮盘时，通常是将轮盘简化为一圆板进行研究。在国外，Southwell  [4]最早给出

了中心固定周边自由的均匀薄圆板的运动方程。Vogel 和 Skinner  [5]发展了 Southwell 的工作，计算了不

同边界条件下均匀薄圆板的固有频率和振型。Ehrich  [6]采用 Myklestad 法计算了变厚度旋转圆盘的固有

频率。Mote  [7]采用 Rayleigh-Ritz 法分析了中心固定变厚度薄圆盘的动力特性。在轮盘振动分析方面被广

泛接受的理论为薄板理论  [8]。Mindlin  [9]在分析厚板时，考虑了转动惯性和剪切变形的影响，这一修正

被称为 Mindlin 厚板理论。Mindlin 和 Derisicwicz  [10]应用厚板理论，使厚圆板的振动分析更为精确，同

时该理论也适用于薄圆板。目前研究薄板的方法大都是在 Mindlin 厚板理论上发展起来的。这些方法应

用都比较繁复，但引入相应的近似方法分析就能容易些。在国内，毛海鱼  [11]建立了旋转圆板的横向自

由振动方程，得到了圆板低阶模态对应的临界转速。朱梓根  [12]采用薄板和厚板理论，将轮盘振动特性

的求解问题化成导出等价的一阶微分方程组，用微分方程组数值解法求解。本文采用连续体模型将轮盘

简化成中间有孔的弹性均匀圆板，基于大挠度薄板理论，研究了旋转轮盘的振动及动力学特性。 

2. 轮盘自由及受迫振动模型 

2.1. 轮盘自由振动模型 

考虑一个等厚度的轴对称圆环板，如 图 1 所示，以定常角速度 绕 z 轴旋转。圆环板在内半径 r a

处固支，在外半径 r b 处自由，板的厚度为 h 。惯性坐标系  ,r  建立在板中性面 0z  的几何中心，因 
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Figure 1. Rotate circular plate with clamped inner-boundary and free outer-boundary 
图 1. 内圈固支–外圈自由的旋转圆板 

 

此板的上下表面分别为 2z h  。 

设中性面上各点的横向、径向、周向位移分量为 0w 、 0u 、 0v ，径向、周向和面内剪应变分量分别

为 0
r 、 0

 和 0
rr  。根据基尔霍夫板理论，垂直于中面的线在变形后仍垂直于中面，而且长度保持不变，

所以整个板内任一点的应变分量设为 r 、  、 rr  。由于中法线在变形过程中长度不变，因此其上各点的

挠度相等，等于中面上相应点的挠度 0w ，后面统一用 w 表示。在中面上，根据达朗贝尔原理，列出中面

内力的力平衡和弯矩平衡方程，联立平衡方程、几何方程与物理方程，并化简得到轴对称圆板的大挠度

动力学方程： 

     

   

2 4 2 2
, , , , , ,

4 2

2 , 0
2

, 2 1

tt t t r

r
h w w w D w c w w hL w hr w w

EL w w

    

  

                 
     

       (1) 

式中各参数说明参见文献  [11]，将式(1)采用文献  [11]中的方法进行简化，并采用文献  [13]的方法计算旋

转引起的应力，进而得到简化的圆板的大挠度横向振动控制方程： 
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式中算子 
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引入无量纲参数如下  [14]： 
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将式(3)代入式(2)，去掉上标后得到： 
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其中 

 
2

2
2

12 1
h

b
                                       (5) 

若考虑特殊情况 0  ，式(4)的第二式等于零，第一式则变成 

 2 4
, , ,2 0tt tw w w w F w                                  (6) 

式(6)即为旋转轮盘的线性自由振动方程。 

2.2. 轮盘受迫振动模型 

自由振动为轮盘的特殊振动形式，更具一般性的振动是受到外界激励作用下产生的受迫振动。因此，

为模拟激励力，在圆盘上施加横向载荷Q ，式(1)变成为 

     

   

2 4 2 2
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       (7) 

同样采用同样方法简化，在随板以固定角速度旋转的动坐标系中，原固定坐标系下的   , ,w w r t t

将变为  , ,w w r t ，则式(7)变为： 

 4
ttw w F w q                                     (8) 

式(8)即为旋转轮盘的受迫振动方程。其中： 

       0 0, , , 1q r t Q r r t r a r                                (9) 

3. 轮盘振动及动态特性分析 

3.1. 伽辽金法求解振动模态 

在运用伽辽金法求解旋转圆板自由振动式(6)的模态时，分两步进行。首先定义了一个自伴随的刚度

算子  [15]，通过该算子的特征值问题获得板的横向振动模态；接着将该模态解代入完整的动力学方程式(6)，

计算出各阶模态的频率。图 2 是轮盘按节径振动的正弦模态，节径数分别取 1, 2, 3n n n   。 

特定节径的轮盘振型对应着特定阶数的振型，但是正弦模态和余弦模态在轮盘同一节径下相位有所

不同，如 图 3 所示的轮盘振动俯视图，其中左侧为实部的余弦模态，右侧为虚部的正弦模态。 

3.2. 轮盘受迫振动分析 

定义线性刚度算子，对应的特征值问题为： 

   4 2
1L w w F w w                                   (10) 

在某阶临界转速下的圆盘横向位移模态可以表示为 

       , , cos sinmnw r t R r t n t n                               (11) 

其中、  为模态坐标。将式(10)代入式(8)，得到 

2
ttw w q                                       (12) 

将式(11)代入式(12)中，并两边同时乘以 cosrR n 和 sinrR n 且进行积分，得到 
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(a) 1 节径振型                                   (b) 2 节径振型 
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(c) 3 节径振型 

Figure 2. Vibration mode of disk 
图 2. 轮盘的节径振型  

 

 

Figure 3. The comparison of sine-mode and cosine-mode top view 
图 3. 余弦模态与正弦模态俯视图比较 
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Figure 4. Responses of forced vibration under 4 different working conditions 
图 4. 四种工况下的受迫振动响应图 
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式中：
 0

1 2d

QR r
f

rR r





。 

则可求得模态坐标为： 

  

2 2 2 2 2 2

cos sin
,

1 1n n
n n

f n t f n t

n n

 
 

   
 

 
                          (14) 

图 4 为四种工况下轮盘受迫振动响应，从 图 4 中可以看出，相同时间段内，转速越高，振动周期越

短；很显然前三个转速对应的响应均为节径振动，而第四个或为单纯的节圆振动，或为节圆和节径的耦

合振动；随转速的不同，节径振动的振幅最大值不同，而且振幅最大值与转速并不成正比、反比或周期

关系。 

4. 结论 

本文基于基尔霍夫薄板理论给出了轴对称旋转轮盘的大挠度横向自由振动方程。运用两次伽辽金法

获得轮盘自由振动的振型。并在模型上施加一个横向载荷，得到旋转轮盘的受迫振动方程，进而获得外

载荷作用下不同转速的轮盘动态响应曲线。结果表明：相同的节径数对应的振型相同，但是相位有所区

别；不同转速下的受迫振动响应曲线总体呈周期分布，转速越高，同一时间段内的周期越短；在一定工

况下的响应可以大致反映轮盘的振动形式，且振幅最大值的变化趋势与转速大小没有直接关系。 
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