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Abstract 
In this paper, we mainly study the temperature-rising characteristics about microwave heating 
straw, including theoretical research and numerical simulation. This process can be described by 
heat conduction equation; through simplifying the heat source term by Lambert law, we obtain the 
equation’s analytical and numerical solution with second boundary condition. We simulate the 
distribution of the temperature in the microwave heating process by means of Matlab. Through 
analyzing the graphic, we think that choosing the straw’s length at 0.5 meter is more appropriate, 
and heating the straw for 42 minutes can guarantee the heating efficient, and also will not lead to 
carbonization. The results obtained can be used for reference in engineering practice. 
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摘  要 

本文主要对秸秆料包微波加热过程的升温特性进行了理论研究和数值模拟。该过程可用热传导方程描述，
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在利用Lambert定律对内热源项进行简化的基础上，求得了此热传导方程第二边值问题的解析解和数值

解。并利用Matlab软件模拟其在微波加热中温度的分布情况，通过对图像的分析我们认为秸秆的长度选

为0.5米较合适，对其加热到42分钟，既能保证加热效率，又不会导致秸秆炭化，此结论可供工程实际

参考。 
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1. 引言 

微波加热因其加热时间短、穿透能力强、无污染等优点引起了广泛的关注，从数学的角度，主要有

加热模型、最优控制理论等方面的研究，见文献[1]-[3]。 
秸秆是成熟农作物茎叶(穗)部分的总称，通常指小麦、水稻、玉米、薯类、油菜、棉花、甘蔗和其它

农作物(通常为粗粮)在收获籽实后的剩余部分。农作物光合作用的产物有一半以上存在于秸秆中，秸秆富

含氮、磷、钾、钙、镁和有机质等，是一种具有多用途的可再生的生物资源。但在利用过程中存在着一

些不利因素，如堆积密度小、能量密度低，在收集、运输和存储过程也存在困难，需要对其进行干燥及

加热处理。使用微波加热可以实现秸秆料包的整体直接热解，从而省却农作物秸秆传统热解、气化前的

破绑、粉碎等工序。对其研究主要有热源的表示的研究，如文献[4] [5]中，作者结合 Maxwell 方程组对热

传导方程的热源项进行了研究，求得了热源项的精确表示；文献[6] [7]对 Lambert 定律和由 Maxwell 方程

组得到的热源表达式做了比较，通过实验及数值模拟证明了对于大尺寸物体，Lambert 定律能起到很好的

近似作用；对于 Lambert 定律的适用范围，文献[8]给出了数学表达式。在计算仿真方面，山东大学赵希

强等人在[9]中使用 Lambert 定律近似内热源，并采用有限元方法对微波加热过程中秸秆的温度分布进行

了数值计算，最后用实验验证了数值模拟结果。 
结合已有的研究结果，本文构建了微波加热模型，应用 Lambert 定律，给出了秸秆料包微波加热过

程的温度分布情况可用带有第二边界条件的热传导方程来描述，并采用分离变量法求得了该问题的解析

解。与[9]不同，我们利用有限差分法求其数值解，通过 Matlab 软件得到了秸秆料包微波加热过程的温度

分布图，所得结果与文献[9]的结果基本吻合，但有限差分法在求解方面比有限元法计算简洁，容易理解。

进一步，我们通过对温度分布图的分析，发现秸秆加热存在加热不均匀现象，靠近微波入射面的地方容

易烧焦，而远离微波入射面的地方温度上升缓慢。为了避免烧焦，我们给出固定长度秸秆的最佳加热时

间和不同长度的秸秆的温度分布状况。此研究可供工程技术人员在使用微波干燥秸秆时参考。 

2. 预备知识 

微波加热时，微波在物料内部发生耗散，微波能转换为热能，物料温度升高，物料的介电特性、形

状、密度等通常会随着温度的变化而变化。因此对微波加热进行模拟可以分为电磁传输和传热两个过程，

其中电磁传输过程可用如下的 Maxwell 方程组来描述[4]： 

,

BE
t

DH J
t

∂∇× = − ∂
 ∂∇× = +
 ∂

                                      (1) 

其中 E 表示电场强度， H 表示磁场强度， B 表示磁感应强度， D 表示电通量密度， J 表示电流密度。 
传热过程则用如下的热传导方程来刻画[9]： 
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( )2 ,p
TC k T P
t

ρ ∂
= ∇ +

∂
                                    (2) 

其中 ρ 表示物料密度， pC 表示物料的比热容，T 表示物料温度， k 表示物料的导热系数， P 表示加热

功率。 
引理 1：微波加热中物料吸收的热量可表示为[5]： 

2
0

1 ,
2

P Eωε κ ′′=                                       (3) 

其中ω 表示电磁波的角频率， 0ε 表示自由空间中的介电常数，κ ′′表示复电介质。 
引理 2：假设微波加热的物料是线性的，且电磁场为交变电磁场，即电磁场强度可表示 ( ) e i tE t E ω−=

和 ( ) e i tH t H ω−= ，那么热传导方程(2)中的热源项可表示为[4] [5]： 

2
0 0 1,2

1 ,
2

P E T Kωε κ ′′=                                   (4) 

其中： 

( )( )
( )

2 2 2 2

2 2

22 2 4 2
2,3 2 2,3 2,3

2 22 4
1,2 2,3 1,2 2,3 2 1,2 2,3

e 2 e cos 2 e e
.

1 2 e cos 2 e

x L L x

L L

R x L R
K

R R L R R

β β β β

β β

α δ

δ δ α

− − −

− −

− − − +
=

− + + +
                (5) 

注：由引理 2 得到的热源表达式形式复杂，需要大量参数。这样计算起来较复杂，在(5)式中，我们

令 L → +∞，可得 22e xK β−= 。因此 

( ) 2
0e ,xP x P β−=  

其中，x 为物料离微波入射面的深度或距离， ( )P x 为在深度 x 处的耗散功率， 0P 为入射功率或表面功率，

β 为衰减系数。这就是著名的 Lambert 定律[6]，一般当物料的尺寸大于临界值 2.7 0.08critL β= − 时，

Lambert 定律就适用。 
下面，我们给出三个热传导方程定解条件的提法。 
(1) 第一类边界条件(Dirichlet 边界条件) 
如物体的表面温度已知，则数学形式为： 

( ) ( ) ( )
, ,

, , , , , , ,
x y z

u x y z t g x y z t
∈Γ

=  

其中Γ表示物体的边界曲面， ( ), , ,g x y z t 是定义在 ( ), ,x y z ∈Γ， 0 t T≤ ≤ 上的已知函数。 
(2) 第二类边界条件(Neumann 边界条件) 
如已知热量在表面各点的流速，即表面各点单位面积上在单位时间内所流过的热量Q 是已知的。则

数学形式为： 

( )
( )

, ,

, , , ,
x y z

u g x y z t
n ∈Γ

∂
=

∂
 

其中
u
n
∂
∂

表示 u 沿边界Γ上的单位外法线方向 n 的方向导数，而 ( ), , ,g x y z t 是定义在 ( ), ,x y z ∈Γ，0 t T≤ ≤

上的已知函数。 
(3) 第三类边界条件(Robbins 边界条件) 
如已知与物体接触处的介质温度，则边界条件为： 

( )
( )

, ,

, , , ,
x y z

u u g x y z t
n

σ
∈Γ

∂ + = ∂ 
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这里
u
n
∂
∂

表示 u 沿边界Γ上的单位外法线方向 n的方向导数，而 ( ), , ,g x y z t 是定义在 ( ), ,x y z ∈Γ，0 t T≤ ≤

上的已知函数，σ 为已知正数。 

3. 计算模型 

3.1. 模型构建 

3.1.1. 假设条件 
在模拟计算过程中，为了计算简便又不失精度我们采用如下的假设条件： 
(1) 被加热的秸秆是弱磁非敏感(即加热过程中对磁场的影响可忽略不计)、各向同性的连续介质，且

各相处于局部热力学平衡状态。 
(2) 秸秆料包被切成长方体，并在微波加热过程中体积变化忽略不计。 
(3) 秸秆料包内部初始温度均匀，秸秆的热特性和介电特性参数会随着温度的变化而变化。 
(4) 秸秆料包的尺寸足够大，微波电场沿着秸秆表面垂直入射，内部微波分布呈指数衰减，符合

Lambert 定律。 

3.1.2. 微波加热模型 
我们假设各向同性连续均匀的秸秆料包呈长方体的形状，并在微波加热过程中体积变化忽略不计，

秸秆料包的材料特性如表 1 所示[9]。微波是沿着秸秆的一侧平行入射(见图 1)，加热过程中距离微波入射

面的距离是决定秸秆温度的主要因素，理论上距离微波入射面相等的位置温度应该是一致的，因此我们

可将一个三维模型简化成一个一维模型，即用一个一维热传导方程来描述秸秆料包的温度分布。 
我们将初始条件选为物料所处的环境温度 0T ，加热过程中物料的微波入射面升温迅速，温度较高，

表面出现热对流和热辐射，将其设定为恒定热流输出条件，将物料末端考虑成恒温条件。因此秸秆料包

微波加热过程的温度分布可用如下带有第二边界条件的一维热传导方程来描述，见公式(6)。 
2

2

0

0

0 :

0 :

:

p
T TC k P
t x

t T T
Tx
x

x L T T

ρ

ξ

 ∂ ∂
= + ∂ ∂

= =


∂ = = ∂
 = =

                                 (6) 

3.2. 模型求解 

微波在物料内部的渗透深度一般在 0.1 米到 0.2 米之间，取秸秆料包的尺寸长度为 0.6 米，因其大于

临界尺寸，因此 Lambert 定律适用。在(6)中令 2
0e xP P β−= ， 2

p

ka
Cρ

= ， 0
0

p

P
Q

Cρ
= ，得： 

2
2 2

02

0

0

e

0 :

0 :

:

xT Ta Q
t x

t T T
Tx
x

x L T T

β

ξ

−∂ ∂
= + ∂ ∂

= =


∂ = = ∂
 = =

                               (7) 

3.2.1. 解析解 
定理 1 中我们通过分离变量法求(7)的解析解。 
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定理 1 热传导方程初边值问题(7)的解为： 

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

2
22

2
2 1 π

2 1 π 2
2 2

02 2 2
0 0

2 1 π1 e, e 4 cos ,
22 1 π

k
a tk La t

L
k k

k k

k
T x t A B L x x L T

Lk a
ξ

+ 
− +   −  +∞ +∞  

 

= =

 
  + − = + + − + 
 +  
  

∑ ∑  

其中： 0
1
2

A Lξ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

222 2 2 41 1 , 1,2,3,
2 1 π 2 1 π 2 1 π

k k
k

L L LA k
L k k k
ξ ξ  
 = − − − + − =  + + +   


， 

( )20
0 1 e

2
LQ

B
L

β

β
−= − ，

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2

8 1 4 2 π e
, 1,2,3,

2 1 π 16

k L

k

L k L
B k

k L

ββ

β

−+ − +
= =

+ +


。 

证明：令 ( ) 0U x L Tξ= − + ，则当 0x = 时
U
x

ξ∂
=

∂
， x L= 时 0U T= 。 

再令 ( ) 0V T U T x L Tξ= − = − − − ，则V 满足如下带有齐次边界条件的方程 

( )

2
2 2

02 e

0 :

0 : 0

: 0

xV Va Q
t x

t V x L
Vx
x

x L V

β

ξ

−∂ ∂
− = ∂ ∂

= = − −


∂ = = ∂
 = =

                                (8) 

 
Table 1. Material properties of straw bale 
表 1. 秸秆料包材料特性 

参数名称 符号 数值 单位 

堆积密度 0ρ  75 3kg m−⋅  

空隙率 δ  0.22  

含水量 1m  2.025 kg  

热解吸收量 q∆  854 1kJ kg−⋅  

 

 
Figure 1. The model of microwave heating straw 
material bale 
图 1. 微波加热秸秆料包的模型 
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利用分离变量法和齐次化原理可求得(8)的解为： 

( )
( )

( )

( )
( )

2
22

2
2 1 π

2 1 π 2
2 2

2 2 2
0 0

2 1 π1 e, e 4 cos ,
22 1 π

k
a tk La t

L
k k

k k

k
V x t A B L x

Lk a

+ 
− +   −  +∞ +∞  

 

= =

 
  + − = +  
 +  
  

∑ ∑  

其中： 0
1
2

A Lξ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

222 2 2 41 1 , 1,2,3,
2 1 π 2 1 π 2 1 π

k k
k

L L LA k
L k k k
ξ ξ  
 = − − − + − =  + + +   


， 

( )20
0 1 e

2
LQ

B
L

β

β
−= − ，

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2

8 1 4 2 π e
, 1,2,3,

2 1 π 16

k L

k

L k L
B k

k L

ββ

β

−+ − +
= =

+ +


。 

进而可得(7)的解为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

2
22

2
2 1 π

2 1 π 2
2 2

02 2 2
0 0

2 1 π1 e, , , e 4 cos .
22 1 π

k
a tk La t

L
k k

k k

k
T x t U x t V x t A B L x x L T

Lk a
ξ

+ 
− +   −  +∞ +∞  

 

= =

 
  + − = + = + + − + 
 +  
  

∑ ∑  

3.2.2. 数值解 
由定理 1 知，热传导方程初边值问题(7)的解析解是级数，较为复杂。下面我们利用有限差分法求其

数值解。首先将求解区域Ω用两组平行于 x 轴和 t 轴的直线构成的网格覆盖，网格边长在 x 方向为 x∆ ，

表示空间步长，在 t 方向上为 t∆ ，表示时间步长，网格线的交点称为网格的结点。对于初边值问题(7)，
设 ( ){ }, 0 ,0x t x L t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ，则网格是 

0,1, 2, , ; ,n
Tt n t n N N

t
  = ∆ = =  ∆  

  

( )0,1,2, , ; ,jx j x j M M x L= ∆ = ∆ =  

对二元函数 ( ),T x t 定义 ( ),n
j j nT T x t= ，对于时间变量我们采用向前差分，空间变量采用中心差分，那么

(7)的第一式可用如下差分方程来近似： 

( )

1
1 12 2

02

2
e ,

n n n n n
j j j j j x jT T T T T

a Q
t x

β
−

+ − − ⋅ ⋅∆ ⋅− − +
= +

∆ ∆
                        (9) 

利用泰勒展开式得： 

( )( ) ( )( )21

2

, 1 , 1
,

2!

n n
j j T j x n t T j x n tT T t

t t t

− ∂ ∆ − ∆ ∂ ∆ − ∆− ∆
− = +

∆ ∂ ∂
  

因此时间方向上的截断误差为 ( )tΟ ∆ ，在空间方向上同样利用泰勒展开式可得其截断误差为 ( )( )2xΟ ∆ 。 

令
( )

2

2

a tr
x
∆

=
∆

，由(9)可得： 

( ) 1 2
1 1 01 2 e , 0,1,2, , .n n n n x j

j j j jr T rT rT T t Q j Mβ− − ⋅ ⋅∆ ⋅
+ −+ − − = + ∆ ⋅ ⋅ =   

结合(7)中的边界条件，当 0j = 时，有： 

( )

1 1

1
0 1 1 0 0

,2
1 2

n n

n n n n

T T
x
r T rT rT T t Q

ξ−

−
−

 −
=

∆
 + − − = + ∆ ⋅
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上述两式可推出： 

( ) 1
0 1 0 01 2 2 2 .n n nr T rT T r x t Qξ−+ − = − ∆ + ∆ ⋅  

当 1,2, , 1j M= − 时，有： 

( ) 1 2
1 1 01 2 e ,n n n n x j

j j j jr T rT rT T t Q β− − ⋅ ⋅∆ ⋅
+ −+ − − = + ∆ ⋅ ⋅  

当 j M= 时， 0
n

MT T= 。 
将上面式子写成矩阵形式得： 

1 00 0
21 01 1

1
2 2

1
2 2

1
1 1

21 2 2 0 0 0
e1 2 0 0

0 1 2 0

0 0 1 2
0 0 0 1 2

n n

xn n

n n

n n
M M
n n

M M

r x t Qr r T T
t Qr r r T T
tr r r T T

r r r T T
r r T T

β

ξ−

− ⋅∆−

−

−
− −

−
− −

− ∆ + ∆ ⋅   + − 
     ∆ ⋅ ⋅− + −     

∆ ⋅    − + −
= +    

    
    − + −         − +    







     
 





( )

( )

2 2
0

2 2
0

2 1
0 0

e

e

e

x

x M

x M

Q

t Q

T r t Q

β

β

β

− ⋅∆ ⋅

− ⋅∆ ⋅ −

− ⋅∆ ⋅ −

 
 
 
 ⋅
 
 
 ∆ ⋅ ⋅ 
 ⋅ + ∆ ⋅ ⋅ 



 

我们将秸秆的加热过程分为四个阶段，各项参数都是温变函数，不同阶段具有不同的表达式，见表

2 [10]。 

秸秆料包的长度取为 0.6 米，微波加热装置的额定功率 9000rP = 瓦，物料表面的功率 0 2

2
1 e

r
L

PP β

β
−=

−
 [3]，

令 100M = ，
Lx
M

∆ = ， 60t∆ = 秒，利用 Matlab 软件得到秸秆升温的时域过程，见图 2，再根据表 2 不

同阶段的温度范围，得到秸秆加热四个阶段的温度分布图，如图 3 所示，该结果与文献[9]所得结果基本

吻合。 

3.2.3. 模拟分析 
由上述四个阶段的温度分布图得知，秸秆料包的温度随着与微波入射面的距离的增大而减小，以时

间变量为横坐标，取秸秆五个不同位置，得到温度分布图 4。 
由图 4 可知，靠近微波入射面的位置升温迅速，而远离微波入射面的位置升温较慢。加热到 42 分钟

左右秸秆最高温度就达到了 475℃，再继续加热靠近微波入射面的地方就开始炭化，而远离微波入射面

的地方的温度还比较低。因此可知，加热时间应控制在 42 分钟，而且实验秸秆的长度选择得不够合理。 
 

 
Figure 2. The time domain process of straw heating up 
图 2. 秸秆升温的时域过程 
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Table 2. Expression of the parameters at different stages 
表 2. 不同阶段各项参数的表达式 

阶段名称 参数名称 符号 假设值或表达式 

 物料密度 ρ  77.76 0.1104T−  

干燥段 导热系数 k  0.0423 0.000124T+  

120℃~160℃ 比热容 pC  1112 4.85T+  

 穿透厚度 PD  1 0.0031T+  

 物料密度 ρ  75.151 0.08415T−  

预热段 导热系数 k  0.0378 0.000088T+  

160℃~275℃ 比热容 pC  1112 4.85T+  

 穿透厚度 PD  1.4 0.0015T−  

 物料密度 ρ  72.86 0.07143T−  

热解和燃烧段 导热系数 k  0.0333 0.000052T+  

275℃以上 比热容 pC  1057.6 3.47T+  

 穿透厚度 PD  0.8 0.00034T−  

 

 
(a) 干燥阶段                                      (b) 预热解阶段 

 
(c) 热解阶段                                      (d) 燃烧阶段 

Figure 3. Temperature distribution at different heating stage 
图 3. 不同升温阶段温度分布 
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我们观察图 5，发现加热到 42 分钟，0.5 米位置右边部分的温度还低于 175℃，靠近秸秆右端的部分温度

甚至还在 50℃以下，为了提高加热效率，应缩短秸秆的长度。 
为此，我们将秸秆的长度设定为四个不同的值，加热时间取为 42 分钟，得到各个不同长度的秸秆所

对应的温度分布图，见图 6，由图可知若秸秆长度选得太长，当秸秆左端温度达到燃烧阶段的温度时，

秸秆右端部分的温度还比较低，这样就造成加热不均匀。若秸秆长度选得太短，秸秆左端温度较高，容

易烧焦，因此我们认为秸秆的长度选为 0.5 米较合适，对其加热到 42 分钟，此时能保证加热效率，又不 
 

 
Figure 4. Temperature distribution at different heating stage 
图 4. 不同升温阶段温度分布 

 

 
Figure 5. Temperature distribution after heating 42 minutes 
图 5. 加热到 42 分钟时的温度分布 
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(a) 0.4 m 秸秆温度分布图                    (b) 0.5 m 秸秆温度分布图 

 
(c) 0.8 m 秸秆温度分布图                   (d) 1 m 秸秆温度分布图 

Figure 6. Different length straw’s temperature distribution after heating 42 
minutes 
图 6. 不同长度的秸秆加热到 42 分钟的温度分布 

 

会导致秸秆炭化。 

4. 结论 

本文在利用 Lambert 定律对内热源项进行简化的基础上，用一个带有第二边界条件的热传导方程来

描述秸秆料包微波加热过程的升温特性，求得了此热传导方程的解析解和数值解。并利用 Matlab 软件进

行数值模拟，得到了秸秆升温的时域过程，再根据不同的温度范围得到秸秆加热四个阶段的温度分布图，

由该图可知秸秆料包在靠近微波入射面的位置升温迅速，而远离微波入射面的位置升温较慢，并且若秸

秆长度太长会导致加热不均匀，若长度太短又容易烧焦。为此我们将秸秆的长度设定为四个不同的值，

得到各个不同长度的秸秆所对应的温度分布图，通过对图形的分析我们认为秸秆的长度选为 0.5 米较合

适，对其加热到 42 分钟，此时能保证加热效率，又不会导致秸秆炭化，此结论可供工程实际参考。 
进一步，我们可以考虑秸秆温度的升高会对周围的电磁场产生影响，而描述秸秆升温特性的热传导

方程的热源项受电场强度的影响，因此需要求解 Maxwell 方程组和热传导方程的耦合系统，耦合系统求

出的解能更精确的描述秸秆的升温过程。 
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