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摘  要 

主手作为医生与微创手术机器人系统交互的载体，其性能将直接影响手术质量。为提高主手的综合性能，

提出应用多目标遗传算法求解多目标优化模型，该模型含有3个优化变量(主手的3个连杆长度)、3个优

化目标函数(运动学性能指标，刚度性能指标，动力学性能指标)和1个约束条件(杆长约束)；为使腕部在

操作过程中拥有实现协作任务的功能，在三自由度腕部的基础上增加一个冗余关节，采用加权最小范数

法求得冗余关节的角度，使用解析法求得其余关节的角度，实现主手的冗余关节规划。 
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Abstract 
As the carrier of the interaction between the doctor and the minimally invasive surgical robot sys-
tem, the performance of the master hand will directly affect the surgical quality. In order to im-
prove the comprehensive performance of the master hand, a multi-objective genetic algorithm is 
proposed to solve the multi-objective optimization model, the model consists of three optimization 
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variables (the length of three connecting rods of the master hand), three optimization objective 
functions (kinematic performance index, stiffness performance index, dynamic performance index) 
and one constraint condition (the length of the connecting rod constraint); in order to make the 
wrist have the function of realizing cooperative tasks during operation, a redundant joint is added 
to the three-degree-of-freedom wrist, the optimal angle of redundant joint is obtained by weighted 
minimum norm method, and then the angle of other joints is obtained by analytic method. 
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1. 引言 

相比于传统微创手术，机器人微创手术不仅继承了其创口小，感染率低等优点，还克服了医生视野狭

窄，手眼不协调等诸多问题[1]。力反馈主手作为微创手术机器人系统的重要组成部分，是医生与机器人

交互的接口，其灵活性，工作空间，反向驱动等性能直接影响医生的操作体验，进而影响手术的质量。为

提高力反馈主手的综合性能，需要在确定主手的构型之后对其结构进行优化。为评价机器人性能的优劣，

需要将机器人的性能与量化的指标相联系。常见的指标由可操作度指标[2]，条件数指标[3]，波动性指标

[4]，动力学性能指标以及刚度指标[5]等。为更好的体现机械臂的综合性能，本文使用多个指标进行优化。 
冗余关节在保证末端运动规律的同时，可以利用自身零空间的自运动产生不同的位形，广泛应用于

各种协作任务中[6] [7]。这就涉及到冗余关节角选取的问题，需要对冗余关节进行规划。冗余关节的规划

一般用于让机械臂拥有更好的灵活性[8]，避免机械臂到达关节限位[9]，回避机械臂奇异位置[10]，规避

路径中的障碍物[11] [12]以及获得更优的动力学性能[13]等。本文采用加权最小范数法[14]规划冗余关节，

避免机械臂达到关节限位。并用解析法求取其余关节角，进一步提高了逆运动学求解的精度。 

2. 主手运动学建模 

2.1. 正运动学分析 

 
Figure 1. Master hand model diagram 
图 1. 主手模型图 
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力反馈主手设计为串联机械臂，该机械臂有 7 + 1 个自由度，分别为 7 个旋转自由度和 1 个夹持自由

度，如图 1 所示，在进行运动学分析时，夹持部分作为独立的机构，不影响手臂的最终位姿。采用改进

的 D-H 法建立主手的各连杆坐标系，如图 2 所示，连杆 D-H 参数见表 1。 
 

 
Figure 2. Master hand D-H coordinate system 
图 2. 主手 D-H 坐标系 

 
Table 1. Master hand D-H parameter table 
表 1. 主手 D-H 参数表 

关节 关节转角 连杆长度 连杆偏距 关节角 

1 0 0 0 θ1 

2 π/2 0 0 θ2 

3 0 a2 d3 θ3 

4 π/2 a3 d4 θ4 

5 π/2 0 0 θ5 

6 π/2 0 0 θ6 

7 π/2 0 0 θ7 
 
根据 D-H 参数计算力反馈主手的正运动学，力反馈主手末端相对于基坐标系的齐次变换矩阵为 

0 0 1 2 3 4 5 6
7 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 1

x x x x

y y y y

z z z z

n o a p
n o a p

T T T T T T T T
n o a p

 
 
 = =
 
 
 

                       (1) 

其中： 

( )1 3 23 2 2 4 23 3 1xp c a c a c d s d s= + + +                             (2) 
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( )1 3 23 2 2 4 23 3 1yp s a c a c d s d c= + + +                             (3) 

2 2 3 23 4 23zp a s a s d c= + −                                 (4) 

式中：θi为各个关节角，α和 d 为转角和偏距， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1cos , sin , cos , sini i i ic s c sθ θ α α α α= = = = 。 

2.2. 逆运动学分析 

由于该力反馈主手的连杆坐标系 5,6,7的三轴交于一点，其构型满足 peiper 准则[15]，故存在解析

解。 

3 1 1

4 2 20 0 0 1 2 3 0 1 2 0 1 0
7 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1

3 30
1 1 1

a f g
d f g

P P T T T P T T T T T T
f g

     
     −     = = = = =
     
     
     

               (5) 

其中： 

1 3 3 4 3 2

2 3 3 4 3

3 3

f a c d s a
f a s d c
f d

= + +

= −

=

                                  (6) 

1 1 2 2 2

2 3

3 1 2 2 2

g f c f s
g f
g f s f c

= −
= −

= +

                                    (7) 

(1) 求解 θ3 
将式(2~4)等式两端平方和后相加得： 

4 3 3 3d s a c k+ =                                     (8) 
2 2 2 2 2 2 2

3 4 2 3

22
x y zp p p d d a a

k
a

+ + − − − −
=                            (9) 

使用三角代换： 

3 4cos , sina dρ φ ρ φ= =                                (10) 

将式(10)代入式(8)： 

( )3sin kθ φ
ρ

+ =                                   (11) 

( )
2

3cos 1 kθ φ
ρ

 
+ = ± −  

 
                             (12) 

( )2 2
3 tan 2 ,a k kθ ρ φ= ± − −                             (13) 

其中： 

( )2 2
3 4 3 4, tan 2 ,a d a a dρ φ= + =                            (14) 

(2) 求解 θ2 

1 2 2 2sin coszp f fθ θ= +                                (15) 

同理： 

https://doi.org/10.12677/mos.2024.131069


牛国君，庞福坤 
 

 

DOI: 10.12677/mos.2024.131069 721 建模与仿真 
 

( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2tan 2 , tan 2 ,z za p f f p a f fθ = ± + − −                      (16) 

(3) 求解 θ1 

1 1 2 1sin cosyp g gθ θ= +                                 (17) 

同理： 

( ) ( )2 2 2
1 1 2 1 2tan 2 , tan 2 ,y ya p g g p a g gθ = ± + − −                      (18) 

(4) 求解 θ4 
关节 4 作为一个冗余主动关节，用以提高主手腕部的灵活性，在下文中使用加权最小范数法求得，

因此将该角度视为已知角度。 
(5) 求解 θ5，θ6和 θ7 

5 6

6 7 6 7 64 4 5 6
7 5 6 7

5 6

3 1 2 1 1 1 0 1 0
4 3 2 1 7

0 0 0 1

c s
s c s s c

T T T T
s s

T T T T T− − − −

 
 − = =
 
 
 

=

  



                           (19) 

( ) ( )( )4 4
5 7 7tan 2 3,3 , 1,3a T Tθ =                             (20) 

( ) ( )( )4 4
6 7 5 7tan 2 1,3 , 2,3a T c Tθ =                            (21) 

( ) ( )( )4 4
7 7 7tan 2 2,2 , 2,1a T Tθ = −                             (22) 

3. 主手多目标优化 

在对力反馈主手的机构优化中，需要对手臂机构的杆长进行优化设计，以使得医生操作力反馈主手

在其期望工作空间内达到最好的操控效果。定义相关的杆长参数 2 3 4, ,a a d 为设计变量。 

3.1. 各性能指标分析 

3.1.1. 运动学性能指标 
运动学性能指标可以有效地反应机构的灵活性，灵活性在一定程度上反应机构的优劣，运动学性能

指标包括速度最小值指标，各向同性指标以及可操作性。其中，可操作性是机构在可以产生运动的方向

上对力的反映和等效为运动的能力，适用于主手的优化，可以有效表现机构是否存在奇异。可操作度指

标被定义为 

( ) ( )( )Tdetw θ θ= J J                                (23) 

其中 θ为关节角，J(θ)为对应的雅克比矩阵，但是，ω只能表现力反馈主手处于特定位姿时的运动能力，

为了使其用于全局优化，将可操作性指标在其工作空间内取均值，并进行归一化处理。改进后适用于全

局的可操作性指标定义为： 

( )
1

1

1

max 1

n

i
i

w
f

n w
==
∑

                                 (24) 
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3.1.2. 刚度性能指标 
机构的刚度使之在受到外界约束时抵抗弹性变形的能力，为避免力反馈主手由于自身刚度问题导致

机构末端误差，将刚度性能指标作为主手优化指标之一。在基坐标下串联机器人第 i 部分在末端执行器

所产生的柔度矩阵被定义为： 
T

0 0

B B i B B i
i i T i i TB i

i iB B
i i

      − × − ×      =
      

R R P R R P
C C

R R
                     (25) 

机构的整体柔度是将前置所有连杆的柔度累加，即： 

1

n
B B

i
i=

= ∑C C                                     (26) 

机构的整体刚度矩阵定义为： 

1 t trB

rt r

−  
= =  

 

K K
K C

K K
                               (27) 

其中，B 表示基坐标系， t r tr rt、 、 、K K K K 分别表示平移矩阵、旋转矩阵、平移旋转矩阵、旋转平移矩阵。

其中： 
1

r r rk −= K K                                   (28) 

改进的全局刚度性能指标归一化处理后如式(29)所示，在此基础上构成的综合刚度性能指标如式(30)
所示： 

( )
( )

1 1
max 1

r
r

r

k
S

k
−

=                                   (29) 

( )
1

2 max

n

ri
i

r

S
f

n S
==
∑

                                  (30) 

3.1.3. 动力学性能指标 
机构动力学性能指标可以反映电机施加在机构上的力与机构在该力作用下运动之间的关系，为使力

反馈主手在动力学方面表现出优良的性能，需要将刚度性能指标作为主手优化指标之一。采用拉格朗日

动力学对主手进行动力学建模，即： 

( ) ( ) ( ),q q q q= + + M q C q gτ                              (31) 

其中 M(q)式惯性矩阵， ( ),q qC 是科氏和向心力力矩，τ是驱动力矩。由于医生在操作力反馈主手时末端

速度和加速度较小，因此可以将式中科氏和向心力力矩部分忽略，将上式简化为： 

( ) ( )q q= +M q gτ                                  (32) 

为了使其用于全局优化，将机构动力学性能指标在其工作空间内取均值，并进行归一化处理。改进

后适用于全局的机构动力学性能指标定义为： 

( )

( )

1 1
3

1
max

n m

i j i
m

j

j
f

n j

= =

=

 
 
 =
 
 
 

∑ ∑

∑

τ

τ
                                (33) 
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3.2. 优化模型建立 

3.2.1. 优化目标 
由上面所述的指标，模型的优化目标函数为： 

( )

( )

( ) ( )

1
1

2
1

3
1 1 1

1 max 1

max

max

n

i
i

n

ri r
i

n m m

i j ji

f w n w

f S n S

f j n j

=

=

= = =

=

=

   
=    

   

∑

∑

∑ ∑ ∑τ τ

                          (34) 

3.2.2. 约束条件 
如果力反馈主手的杆长过短，会使主手工作空间变小，需要更加频繁地进行离合操作，增加医生的

操作难度，同时也会导致电机，驱动器等元件难以安装；如果力反馈主手的杆长过长，会导致整体机构

体积过大，使得主手之间产生干涉，同时，过大的体积会增加主手连杆的重量，进而增大关节电机的负

担。应尽量控制杆长符合人体工程学，提高医生的手术体验，综合考虑杆长约束条件为： 

2 3680 mm 750 mma a≤ + ≤                              (35) 

因此该优化问题中三个变量 2 3 4, ,a a d 的取值范围如表 2 所示： 
 
Table 2. System resulting data of standard experiment 
表 2. 标准试验系统结果数据 

变量 范围 

a2/mm [320,380] 

a3/mm [320,380] 

d4/mm [−120,−160] 

3.3. 优化算法选择 

在多目标函数优化问题中所有目标函数无法同时达到最优，需要根据特定的条件进行取舍因此，多

目标优化问题的解是一组帕累托最优解，因此需要在多样化的解选择一组满意解。为使目标函数在可行

范围内取得一组满意解常用以下方法：第一种是求出大量非劣解并将其构成一个子集，依照决策者的意

图选取，但该方法主观性较强且依赖决策者的经验，具有较大的局限性；第二种方法为使用优化算法，

常见的多目标优化算法有粒子群算法，神经网络算法，模拟退火算法，遗传算法等。其中遗传算法借鉴

了自然界中生物优胜劣汰的遗传机制，通过计算机模拟，能够搜索出逼近最优解的一组优化解。遗传算

法借助概率化的寻优方式，能够随机，高度并行和自适应的调整搜索方向，不需要定义特定的搜索规则，

具有较强的鲁棒性。且一般的迭代方法容易陷入局部最小陷阱，使迭代无法进行，遗传算法很好的克服

了这一缺点，是一种全局的优化算法，适合求解复杂的非线性优化和多目标优化问题。因此，本文选择 
NSGA-II 遗传算法求解力反馈主手杆长的多目标优化问题，其中种群数量为 50，进化代数设定为 100 代。 

优化结果分析 
应用散布矩阵能更加直观的表现出多目标优化问题中优化函数与力反馈主手杆长参数之间的变化趋

势和相关性，如图 3 所示，矩阵图上三角显示为杆长参数与优化函数的相关系数，其值位于[-1,1]之间，

相关系数越接近 0，则二者越无关。由矩阵图可以得到： 
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Figure 3. Correlation matrix graph 
图 3. 相关矩阵图 

 

1. f1与 f2，f3之间的相关系数为−0.10，0.05，三个目标函数之间相关性并不大，因此三个目标函数可

以独立地表示力反馈主手的不同性能。 
2. a2与 f1，f2，f3之间的相关系数为 0.24，−0.42，−0.15，说明 a2与 f2，f3负相关，与 f1正相关。 
3. a3与 f1，f2，f3之间的相关系数为 0.11，0.44，0.29，说明 a2与 f1，f2，f3正相关。 
4. d4与 f1，f2，f3之间的相关系数为−0.16，0.24，0.52，说明 a2与 f2，f3正相关，与 f1负相关。 
所有优化函数均进行过归一化处理，所以三个优化函数的单位一致，力反馈主手部分参数值如表 3

所示，根据综合性能指标选取最优的力反馈主手杆长参数，综合性能指标表示为： 

( )1 2 3minF f f f= + +                                 (36) 

经圆整后主手杆长为： 

2 3 4370 mm, 360 mm, 150 mma a d= = = −                         (37) 

 
Table 3. Partial optimization result 
表 3. 部分优化结果 

a2/mm a3/mm d4/mm f1 f2 f3 

369.652 359.71 −150.265 0.084516 0.664383 0.011933 

374.683 365.315 −157.662 0.033766 0.646533 0.104008 

373.075 355.312 −160 0.13401 0.640102 0.019316 

367.099 364.924 −150.388 0.109952 0.652287 0.167743 

371.093 359.71 −149.332 0.291531 0.661198 0.01588 

366.63 352.561 −154.24 0.164204 0.657952 0.175321 

363.439 350.908 −154.198 0.073516 0.639883 0.295121 

347.377 365.739 −131.652 0.201081 0.649929 0.175455 

356.859 350.94 −133.894 0.289909 0.624196 0.128676 

346.224 349.694 −135.823 0.346933 0.650329 0.068917 
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4. 冗余关节规划 

在三维空间中，一般的机械臂只需要 6 个自由度便可以达到工作空间中的任意位姿，但这样的机械

臂存在关节限位，可达工作空间局限性高的问题。而拥有冗余自由度的机器人可以在保证末端运动不发

生变化的同时，利用零空间的自运动产生不同的关节位形。通过上述方法已经得到力反馈主手的杆长参

数，为避免关节角在运动过程中距离关节限位较近，对力反馈主手冗余关节进行规划。 

4.1. 加权最小范数法 

机械臂的雅可比矩阵将关节速度与笛卡尔速度联系起来。一个拥有 n 个自由度的机械(其中 n > 6)，
其关节变量可由 [ ]T1 2, , , n

nq q q q R= ∈ 表示，末端执行器的位姿由笛卡尔空间的坐标向量表示，对于关

节型机械臂的运行方程表示为： 
x Jq=                                        (38) 

定义末端广义速度： 

( )T
, , , , ,x y zx v v v α β γω ω ω=                               (39) 

其中 , ,x y zv v v 是机械臂末端线速度， , ,α β γω ω ω 是机械臂末端角速度( , ,α β γ 用来表示机械臂末端得姿态，

采用固定坐标系方法表示)操作臂末端位姿表示为： 
T

, , , , ,x y zx p p p α β γ =                                  (40) 

广义速度与末端位姿之间的关系为： 
Tdd d d d d, , , , ,

d d d d d d
yx zpp px

t t t t t t
α β γ 

=  
 

                            (41) 

关节速度的加权范数定义为： 
TWθ θ θ=                                       (42) 

其中 W 为正定对称矩阵，将正定对称矩阵，加权关节速度和加权雅可比矩阵定义为： 

1

2

7

0 ... 0
0 0

0 0 0

w
w

W

w

 
 
 =
 
 
 



   

                               (43) 

1 1
2 2,W WJ JW Wθ θ

−
= =                                 (44) 

其中 wi满足： 

( ) ( )

( )

1 ,        0

1,            0

i i
i

i

U U

w
U

θ θ
θ θ

θ
θ

 ∂ ∂
+ ∆ ≥

∂ ∂= 
∂ ∆ ≤ ∂

                         (45) 

式中： 

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )i i i

U t U t tU
t t t

θ θθ
θ θ θ

∂ ∂ − ∆∂
∆ = −

∂ ∂ ∂ − ∆
                       (46) 

https://doi.org/10.12677/mos.2024.131069


牛国君，庞福坤 
 

 

DOI: 10.12677/mos.2024.131069 726 建模与仿真 
 

其中 U(θ)为避免力反馈主手达到关节限位的优化函数，其定义为： 

( ) ( )
( )( )

27
max min

1 max min

1
4

i i

i i i i i

U
θ θ

θ
θ θ θ θ=

−
=

− −∑                            (47) 

在基于优化函数的加权矩阵作用下，可以保证在求取力反馈主手逆运动学是避免关节限位对公式(47)
求导得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

27
max min max min

2 2
1 max min

21
4

i i i i i

i i i i i

U
θ θ θ θ θ

θ
θ θ θ θ=

− − −
∇ =

− −
∑                       (48) 

从式(46)可以看出：当关节角度向关节极限位置运动时，式(46)的值为正值，当关节角度向远离关节

极限位置运动时，式(46)的值为负值。 
将式(38)改写成加权关节速度与加权雅可比矩阵形式： 

W Wx J θ= 

                                      (49) 

由式(49)得： 

( ) 1T T
W W W WJ J J xθ

−
=

                                  (50) 

结合式(42, 50)得： 

( ) 11 T 1 TW J JW J xθ
−− −=                                 (51) 

根据上一时间关节角度和关节速度求出该时间的关节角度： 

( ) ( )t t t tθ θ θ= − ∆ + ∆                                 (52) 

综上所述，由式(51)和式(52)可求得主手的角度流程如图 4。 
 

 
Figure 4. Redundant joint planning flowchart 
图 4. 冗余关节规划流程图 

4.2. 仿真验证 

将力反馈主手的初始位姿定义为： 
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T
360,300, 220,90 ,0 ,0x  = − 

                               (53) 

其对应的关节角度为： 
T

0 , 90 ,90 ,90 ,0 ,90 ,0θ  = − 
                                  (54) 

设定目标末端关节角度为： 
T

460,300, 170,115 , 19 ,28fx  = − − 
                            (55) 

设定时间为 10 s，为保证机器人末端在 10 s 内从初始位置到目标位置采用匀速直线运动，广义速度

表示为： 

[ ]T10,0,5,3.5, 1.9,2.8v = −                                (56) 

表 4 为关节角的限位： 
 

Table 4. System resulting data of standard experiment 
表 4. 标准试验系统结果数据 

关节 范围 
1 [−45,45] 
2 [−145,−30] 
3 [30,120] 
4 [0,180] 

5 [−90,90] 

6 [0,180] 

7 [0,360] 
 
图 5 为力反馈主手运动过程中各个角度变化，由图 5 可以看出所有角度均未接近关节限位。 
 

 
Figure 5. Joint angle change 
图 5. 关节角变化 

 
为验证计算的准确性，将所求关节角代入式(1)解出在该组关节角下的位姿，同时通过式(57~59)将姿

态转化为 X-Y-Z 固定角： 
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( )2 2tan 2 ,z z zY A n o a= +                                (57) 

( )tan 2 ,y xZ A a sY a sY=                               (58) 

( )tan 2 ,z zX A o sY n sY= −                               (59) 

同时定义相对误差： 

100%u s

u

p p
err

p
−

= ×                                  (60) 

式中 pu为求得的关节角度对应的末端位置，ps为实际的末端位置，结果如图 6 所示： 
 

 
Figure 6. Relative error 
图 6. 相对误差 
 

 
Figure 7. End position error 
图 7. 末端位置误差 
 

由图 6 可以看出误差最大的为 Y 角的相对误差，但误差依然未高于 0.01%，因此可以保证计算的准
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确性。 
为了较为清晰地判断仅用加权最小范数法求得的关节角度，和改进后使用解析法求得的关节角度之

间的精度，定义跟踪误差： 

( ) ( ) ( )22 2
err dx x dy y dz zp p p p p pε = − + − + −                        (61) 

式中 pdx为使用两种方法求得的关节角度对应的末端位置，px为实际的末端位置，结果如图 7 所示。 

5. 结束语 

本文在建立力反馈主手的运动学模型后，将运动学性能指标，刚度性能指标和动力学性能指标设计

为力反馈主手杆长参数优化的目标函数，并应用遗传算法求解该多目标优化问题，得到优化结果：

2 3 4370 mm, 360 mm, 150 mma a d= = = − ，为后续样机的研制奠定了基础。在已完成的优化变量的基础上，

应用加权最小范数法以避免力反馈主手达到关节限位的优化函数为目标求得最优的冗余关节角度，然后

用解析法求得其余关节的角度。仿真结果表明：该算法不仅能获得较为精确的逆解，并且可以很好的利

用冗余关节的自运动，避免各关节在运动时接近关节限位，具有很高的实用性。 
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