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Abstract 
Chaos is the most universally common form of bounded nonlinear function. It commonly exists in 
the various subject areas of nature. Chaos is the universal term of variously bounded nonlinear 
aperiodic oscillation. This paper proves that the first order differential circuit which is constituted 
by mixing of three harmonic sources with different frequency also can produce chaos. It suffi-
ciently explains that the extensiveness of chaotic functions exists in nature. The main harmonic 
components in the differential equations can be solved by using the harmonic balance principle 
and power balance theorem. Their correctness of solving results can be verified by phase portrait 
plotted by simulation. In last century, the era when chaos theory was first published, chaos was 
considered as a singular attractor in a lot of literatures. The recognition is obviously unilateral 
and wrong. In fact, people can also make a completely opposite conclusion, the motional trajectory 
of phase point will neither diverge to be infinite nor converge to stable limit cycle. The phase point 
freely and arbitrarily wandering in phase space is ordinary and universal motional form, but it is 
non-random. Chaotic phase portraits on which trajectories are not repeated are pervasive phe-
nomenon. The constant periodic oscillation which continuously repeats original orbit is an indi-
vidual and special motion form. 
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摘  要 

混沌是有界非线性函数最一般的普遍形式，它普遍的存在于自然界的各个学科领域。混沌是各种各样有

界非线性振荡的统一术语。本文证明三个频率不同谐波源混频构成的一阶微分电路，也可以产生混沌。

它充分说明混沌函数存在的广泛性。该微分方程能够用谐波分析法和功率平衡定理求出它的主谐波解。

并用仿真软件画出相图，验证求解结果的正确性。在上世纪混沌理论刚刚出现时，很多文献认为是奇

异吸引子，这种认识显然是片面的。事实上，人们也可以做出一个完全相反的结论，相点的运动轨道既

不发散趋于无穷，也不收敛为稳定极限环。相点自由任意的游荡在相空间不是随机的，是正常一般的运

动形式。轨线不重复的混沌相图是无处不在的普遍现象，轨线不断重复的等周期振荡才是特殊的个别现

象。 
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1. 引言 

在混沌理论诞生前，除了直流电源以外，人类无法构造一个非周期的激励源，因而习惯的将周期函

数视为普遍性的函数，非线性系统出现的极限环是一个闭轨，相点的运动始终在这个轨道上不断重复，

似乎是非常完美的动态形式，一旦离开这个完美的图像，就被人类认为是奇异的，这种认识显然是很值

得商酌的。难道自然界物体运动，或电荷运动表现为电压电流变化的时间过程，都要那么完美才是正常

普遍的吗？事实上，相轨线不重复的相图，应该是自然界的普遍普通现象，完美的闭合周期轨是特殊的

个别现象。 
当今很多文献，一旦提出新的混沌系统，就要用散度为负论证混沌吸引子的存在[1]-[6]。其实如果吸

引子存在散度必为负，但散度为负吸引子未必存在。用功率平衡理论分析非线性电路与混沌，为研究非

线性振荡开辟了另一个途径，而混沌是非线性振荡的普遍形式。 
本文介绍包含有三个频率不同激励源的混频电路，构成一阶微分方程，网络中只有耗能的正性电阻，

不能诞生自激振荡。用频域平衡定理与电路定律求出三个主谐波，在相互耦合的情况下，证明每一频率

成份的复功率各自守恒。并用谐波分析法印证求解结果的正确性。在一定的仿真时间内仿真相图是混沌

解。画出的相图验证主谐波解是数值仿真解的主体基本部份。又印证了频域功率平衡定理的正确性[7]-[14]。 
自然界的振荡解包含两种类型，一类是周期性信号，如果一个信号 ( )x t ，对任意的 t 存在有一个非

零正值T 使(1)成立，式中 n 为正整数，则 ( )x t 是周期性信号。 

( ) ( ) 2π 1         0x t x t n TT f tω =+ ∀== >                         (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
max

    0y t x t nT y t x t x t= + < − <                        (2) 

另类是非周期振荡性信号，这类信号虽然不满足(1)，但有持续振荡特性，而不是单调变化的。动态
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变量反复振荡变化，在相图表现为相点在有限范围内游荡，而其轨线永不重复，或者说在仿真时间内，

相点的循环轨道始终不重复。它满足(2)，即经过一定间隔T 后，函数值不等于原来的 ( )x t 而是 ( )y t ，两

者之差的绝对值小于信号绝对值的最大值 ( )
max

x t 。式(2)是对持续非周期振荡一个初步，粗略，大体的定

义，其含意是如果坐标原点是不稳定平衡点，相点围绕原点不停的游荡，而游荡的轨线又不重复。在经

过一个间隔T 后，质点或电荷的运动形式不会那么完美的重复原来的过程，它的瞬时值 ( )y t 会在原来值

( )x t 的上下波动，其波动量 ( ) ( )y t x t− 小于 ( )x t 的最大值，保持持续振荡的特性。 
存在于自然界各学科领域动态变量 ( )x t 的变化规律，在线性系统大多是周期性的。在电路领域里，

在科学技术历史的长河中，习惯的将周期函数视为普遍性的函数，即使在非线性电路中，人类也只能探

索，研究，定性分析出现周期轨的相图，例如极限环，哈密顿环等。在这种习惯的支配下，人类长期以

来认为周期函数是动态变量的普遍性函数。一旦在仿真时间内出现非周期解，就认为奇异，在上世纪中

叶混沌现象的出现，就被认为是奇异吸引子，这是对自然界客观真理认识的颠倒。人类认识自然的过程，

总是由简单到复杂。例如首先认识线性而后认识非线性。首先认识周期性而后认识非周期性。本文例证

说明，动态变量的变化过程，在仿真时间内没有周期性，但有持续的振荡特性，满足式(2)就是一个混沌

函数。 
非线性振荡有周期态与混沌态之分。但用数值仿真画出相图时，因为处理的全部是有理数，因而严

格的说，全部是周期解。如果所取仿真时间Ts 大于振荡周期T ，振荡表现为周期态；如果Ts T< ，在Ts
时间内显示是非周期的。混沌事实上是具有充分或无限长的振荡周期T 。是一个很普通的有界非线性函

数，混沌是人类认识自然的又一次飞跃。历史上很早以前，人类就已经发现自然界存在寄生振荡的现象，

显示屏上一片混乱。究竟是周期振荡或者是混沌振荡，恐怕是很难分清的。 

2. 用相量法求多谐波成份的耦合解 

本文使用的符号说明如下：用下标 v表示相量，下标m表示幅值， r 表示实部 x 表示虚部，文中的虚

数单位采用电工学的符号 j ，角频率记为ω 或 w 。以变量 u 为例， au 表示 u 的 aw 谐波分量的瞬时值， avU
表示 au 的相量值， amU 表示幅值；又如非线性支路电流用 ni 表示瞬时值， nai 表示 ni 的 aw 谐波分量， navI 表

示 nai 的相量， namI 表示幅值， narI 表示实功成份， naxI 表示虚功成份，各值关系如式(3)。 
2 2 2,   ,      sin cos ,      am ar aav ar ax a ar a ax a nav nax nax xU U jU u U t U t I IU U jU Iω ω= = + ++= + =        (3) 

例 1 电路如图 1，图中包含三个频率不同谐波源，画出三个分部网络如图 2，其中图 2(a)表示仅含 aw
谐波的分部网络；图 2(b)表示仅含 bw 谐波的分部网络；图 2(c)表示仅含 cw 谐波的分部网络。但三个谐波

相互之间有非线性耦合，表现在 aw 谐波的分部网络的 naeqg 包含有另两个谐波电压 ,  bm cmU U 的贡献，余

类推。也就是说三个分部网络不能独立求解后迭加；而必须共同联合求耦合解。 

2.1. 非线性支路的耦合关系 
2 3

1 2 3 non main main,     n na nb nci k u k iu k u i i i ii= + + = + ++ =                   (4) 

sin cos sin cos sin cosa b c ar a ax a br b bx b cr c cx cu u u u U t U t U t U t U t U tω ω ω ω ω ω= + + = + + + + +           (5) 
2 2 2 2 2 2 2 2 2,  ,  ,   ,  ,  av ar ax bv br bx cv cr cx am ar ax bm br bx cm cr cxU U jU U U jU U U jU U U U U U U U U U= + = + = + = + = + = + (6) 

压控非线性电导 ng 的伏安关系如式(4)，设 ng 的控制电压包含 a b cu u u+ + 三个主谐波，其瞬时值如

式(5)，相量值和幅值如式(6)。以(5)代入(4)，可得出 ni 包含有众多谐波，其中 maini 代表主谐波， noni 代表

非主谐波。 

( ) ( )1 , , ,     navna a b c nar nax ar ax naeqi f u u u I jI U jU gI + = +==                   (7a) 
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Figure 1. Mixing circuit 
图 1. 混频电路 
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Figure 2. (a) Only contain Va; (b) Only contain Vb; (c) Only 
contain Vc 
图 2. (a) 仅含 Va；(b) 仅含 Vb；(c) 仅含 Vc 

 

( ) ( )2 , , ,     nbvnb a b c nbr nbx br bx nbeqi f u u u I jI U jU gI + = +==                   (7b) 

( ) ( )3 , , ,     ncvnc a b c ncr ncx cr cx nceqi f u u u I jI U jU gI + = +==                   (7c) 

( )2 2 2
1 33 2 4naeq av am bm cmnavg U k k UI U U = = + + +                       (8a) 

( )2 2 2
1 33 2 4nbeq bv bm am cmnbvg U k k UI U U = = + + +                       (8b) 

( )2 2 2
1 33 2 4nceq cv cm am bmncvg U k k UI U U = = + + +                       (8c) 

在本例证的计算中暂时忽略非主谐波 noni 的影响，设 mainni i≈ ，只考虑主谐波的计算。程序 coupl.nb
解出三个谐波电流 ( ), ,na nb nci i i 与三个谐波电压 ( ), ,a b cu u u 的关系如式(7)。 

三个主谐波的电流相量与同谐波电压相量同相位，其中比值 naeqg ， nbeqg ， nceqg 称等效基波电导是

实常数如式(7)和(8)，它体现了三个分部网络是相互耦合关联的，不是分成相互无关的三个孤立部分。 
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2.2. 用相量法求三个主谐波 

sin cos ,     sin cos ,     sin cosa ar a ax a b br b bx b c cr c cx cv V t V t v V t V t v V t V tω ω ω ω ω ω= + = + = +           (9a) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2,   ,   ,       , ,aav a m ar ax bm br bx cm crr ax bv br bx cv r cx cc xV V jV V V V V V V V VV jV V V VV jV= = + = + = ++ = + = +   (9b) 

12345,     32211,     54321a b cw w w= = =                            (10a) 

3 4 5 6 8 7
1 2 31 10 ,   1 10 ,   2 10 ,   3 10 ,   10 ,   10a z yg k k k C C− −= = = = = =               (10b) 

4;   3;   1;   2;   1732 1000;   1;   5;   2.24;   2Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx Vam Vbm Vcm= = = = = = = = =     (10c) 

( ) ( ) 0av av a z y naeq av av af U jw C C g U V g = + + + − =                         (11a) 

( )( ) 0bv bv b z nbeq bv bv a b yf U jw C g U V g jw C = + + − + =                        (11b) 

( ) 0cv cv c z nceq a cv cv c yf U jw C g g U V jw C = + + + − =                         (11c) 

三个激励源的瞬时值，相量值与幅值如式(9)；各元件的参数如式(10)，用相量法列出三个分部网络

图 2(a)~(c)节点电压u 的三个电流平衡方程如式(11)。其求解变量是相量 avU ， bvU ， cvU 包含有六个未知实

数，三个方程的实部与虚部必须各自等于零，因而可以建立 6 个实数平衡等式，解出 6 个未知实数，程

序 phase.nb 解出的结果列如表 1。 

( )( ) ( )2 2 2 61 10000 9 2 4 10naeq am bm cmg U U U= + + + ×                         (12a) 

( )( ) ( )2 2 2 61 10000 9 2 4 10nbeq bm am cmg U U U= + + + ×                         (12b) 

( )( ) ( )2 2 2 61 10000 9 2 4 10nceq cm bm amg U U U= + + + ×                         (12c) 

2.73884 0.625     0.882 1.82     1.35 1.169Uav j Ubv j Ucv j= − = + = +                 (13) 

以 Table 1/A 的激励值为例，以式(10)的参数代入式(8)可求出式(12)，以(6)与(12)代入(11)，即可求出

三个主谐波的相量值如式(13)。网络中电压电流相量值全部求出后，可用图 2 的三个分部网络，验证各支

路的实功与虚功的总和各自为零。 
 
Table 1. Main harmonic solutions of example 1 
表 1. 例 1 的主谐波解 

A 
4;  3;  1;  2;  1732 1000;  1;  5;  2.24;  2;      maxu 6.62Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx Vam Vbm Vcm= = = = = = = = = =  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0.63Cos 12345 1.8Cos 32211 1.17Cos 54321 2.74Sin 12345 0.88Sin 32211 1.35Sin 54321u t t t t t t= − + + + + +  

B 
6;  8;  3;  4;  5;  5;      maxu 15.76Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx= = = = = = =  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0.835Cos 12345 3.74Cos 32211 5.33Cos 54321 5.02Sin 12345 2.36Sin 32211 3.28Sin 54321u t t t t t t= + + + + +  

C 
10;  15;  3;  4;  8;  5;     maxu 21.01Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx= = = = = = =  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2.45Cos 12345 3.77Cos 32211 6.09Cos 54321 8.07Sin 12345 2.10Sin 32211 5.59Sin 54321u t t t t t t= + + + + +  

D 
16;  12;  6;  8;  10;  10;     maxu 27.94Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx= = = = = = =

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0.682Cos 12345 7.49Cos 32211 10.95Cos 54321 7.74Sin 12345 3.09Sin 32211 5.083Sin 54321u t t t t t t= + + + + +  

E 
20;  12;  6;  12;  10;  15;     maxu 32.8Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx= = = = = = =

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0.575Cos 12345 10.09Cos 32211 14.73Cos 54321 7.69Sin 12345 1.15 Sin 32211 2.43Sin 54321u t t t t t t= + + + + +  

F 
25;  30;  18;  12;  20;  15;     maxu 42.7Var Vax Vbr Vbx Vcr Vcx= = = = = = =

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4.90Cos 12345 12.53Cos 32211 17.92Cos 54321 8.26Sin 12345 6.19Sin 32211 6.68Sin 54321u t t t t t t= + + + + +  
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3. 用谐波分析法求主谐波解 

( ) 0,     ,     z n y Cy a Cy c a Cy b c Cy b cC u i C u g u v v u u v v u u v v+ + + + − = = − − = − −                 (14) 

( )z y n a a b a a y b y cC C u i g u g v g v C v C v+ + + = + + +                           (15) 

由电路图 1 的 KCL 与 KVL 可列出(14)经整理得式(15)，这是一阶微分方程，用谐波平衡原理求式(15)
中的变量u ，设u 包含谐波的主要成份如式(5)，程序 harmo.nb 可求出三个主谐波的数据列如表 1，和相

量法程序 phase.nb 求出的结果是一致的。 
电路图 1 表面上看起来，有两个电容 zC 与 yC ，事实上只有一电容电压是独立状态变量，因为两个

电容电压和两个电压源 ,  a bV V 形成回路。故最后形成一阶方程如式(15)。在图 1， ,  ,  a a b b c cV v V v V v= = = 。 
分析非线性方程(15)的解，可以参考参照线性理论，近代线性电路理论，将线性微分方程的完全解分

成零输入解与零状态解。但比较经典的是分为齐次解与特解两部份，用这种分解方式类比式(15)会更合适，

按这种分解方式，其中一部份是和起始状态有关的齐次解或称自由分量(或自然响应)，这是令式右边激励

源为零的解。另部份是方程的特解或称强迫解，它取决于方程右边的激励项，和起始状态无关，线性方

程的完全解是两部份解的线性迭加。而非线性方程(15)的解应该是这两部份解的非线性耦合。 
然而关于非线性方程自由分量的解析解是求不出来的，因为它是耦合解的一部份，显然不可能单独

求出来。为了分析它的物理意义，我们令式(15)的右边激励项为零，得出式(16)并用数值仿真求出它的相

图，显然是一条趋于零的渐近曲线如图 3，式(16)对应于非线性的一维状态方程。 

( ) ( ) 2 3
1 2 3,     n a z y nu i g u C C i k u k u k u= − + + = + +                         (16) 

谐波分析法和相量法只能求进入稳态的强迫响应，故求解的程序 phase.nb 与 harmo.nb 中不引入起始

条件。图 3 的自由分量是无法用谐波分析法和相量法求出的。因为电路没有负阻没有自持的自激振荡，

只有耗散的正性电阻，因而自由分量最终要衰减为零，故有时又称暂态响应，受迫解有时又称稳态响应。 
以 Table1/A 的激励值为例。可做出下列三个稳态相图：作图语句做 0 400n = 万点，取最后的 2%相点

作为进入稳态的相图，显然到最后阶段自由分量或称暂态响应已完全消失，剩下的必然是稳态响应。 
① 激励源只保留 5Vam = ；另两个激励源为 0Vbm Vcm= = ；其 ~u u平面相图如图 4，在一个激励

源的驱动下，进入稳态的相图显然是一闭合的周期轨。本文相图 3 至相图 14，横坐标表示 u ，纵坐标表

示 d du u t= 。 
② 激励保留 5Vam = ； 2.24Vbm = ；另 0Vcm = ；其 ~u u平面相图如图 5，从直观而言已无法辩明

相图是周期态或混沌态，有的文献称拟周期态。 
③ 三个激励源为 5Vam = ； 2.24Vbm = ； 2Vcm = 其 ~u u平面相图如图 6，直观而言已很明显是一 

 

 

Figure 3. 0Vam Vbm Vcm= = =  
图 3. 0Vam Vbm Vcm= = =  
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Figure 4. 5Vam = , 0Vbm Vcm= =  
图 4. 5Vam = ， 0Vbm Vcm= =  

 

 

Figure 5. 5Vam = , 2.24Vbm = , 0Vcm =  
图 5. 5Vam = ， 2.24Vbm = ， 0Vcm =  

 

 

Figure 6. 5Vam = , 2.24Vbm = , 2Vcm =  
图 6. 5Vam = ， 2.24Vbm = ， 2Vcm =  

 

 

Figure 7. Plot (u(n96:n98), u1(n96:n98)) 
图 7. 画 96%至 98%的相图 
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Figure 8. Plot (u(n96:n0), u1(n96:n0)) 
图 8. 画 96%至 100%的相图 

 

 

Figure 9. Phase portrait of Table 1/A 
图 9. 表 1/A 的相图 

 

 

Figure 10. Phase portrait of Table 1/B 
图 10. 表 1/B 的相图 

 

 

Figure 11. Phase portrait of Table 1/C 
图 11. 表 1/C 的相图 
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Figure 12. Phase portrait of Table 1/D 
图 12. 表 1/D 的相图 

 

 

Figure 13. Phase portrait of Table 1/E 
图 13. 表 1/E 的相图 

 

 

Figure 14. Phase portrait of Table 1/F 
图 14. 表 1/F 的相图 

 
个混沌函数了，由此说明多谐波在非线性电路的混频会产生混沌。 

为了追究为什么一阶非自治微分方程会诞生混沌?可以将式(15)，化成不显含 t 的自治方程。记

aw tα = ， bw tβ = ， cw tγ = 。图 4 对应的二维自治状态方程如式(17)。图 5 对应的自治三维状态方程如

式(18)。图 6 对应的自治四维状态方程如式(19)。 

( ) ( ) ( )sin cos ,     a ar ax n a z y au g V V i g u C C wα α α = + − + + =                     (17) 

( ) ( ) ( ) ( )sin cos sin cos cos sin ,

            ,     .
a ar ax br bx y b br bx n a z y

a b

u g V V V V C w V V i g u C C

w w

α α β β β β

α β

 = + + + + − − + + 
= =







   (18) 
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( ) ( ) ( ) ( )sin cos sin cos cos sin cos sin ,

            ,     ,     .
a ar ax br bx y b br bx y c cr cx z y

a b c

u

g V V V V C w V V C w V V C C

w w w

α α β β β β γ γ

α β γ

=

 + + + + − + − + 
= = =





 

(19) 

以上情况说明，用频域分析方法研究混沌可以得出有价值的结论，这是时域分析方法无法做到的。

当加入混频的谐波成分越多，产生混沌的可能性越大，混沌的轨线越多越稠密，相图越复杂。直观判断

相图的混沌态或周期态，是在定义一定仿真观察时间内判定的。当只有一个激励源驱动非线性电路时，

不管非线性特性多么复杂，电路中诞生的各谐波必然是激励频率的整数倍，相图必然是一个闭合的周期

轨，它的解可用 Fourier 级数表示。当两个激励源驱动非线性电路时，会产生混频与变频，相图是周期态

或混沌态，从直观而言已分不清了，当三个激励源混合驱动时，直观观测已是很明显的混沌态了。 

4. 用仿真相图求证一阶微分电路的混沌态 

此处说的混沌态指的是在一定有限观察仿真时间内，相图是非周期的。 

4.1. 画 n0 400= 万点的最后阶段并没有完成一个周期 

以 Table 1/A 的激励值为例。取零起始状态，作图语句做 0 400n = 万点，取最后的 96%至 98%相点画

相图 7。再取最后的 96%至 100%相点画相图 8。可以发现后者相图的相轨线比前者稠密得多，从 98%到

100%相点的阶段，轨线并没有重复而仍在增加。说明画到 400 万点的最后阶段并没有完成一个周期，是

混沌的。 

4.2. 取最后的 98%至 100%相点画表 1 各数据的全部相图 

取起始状态为零 ( ) ( )0 0,  0 0u u= = ，画最后的 98%至 100%相点的相图；然后再取起始状态为非零

( ) ( )0 30,  0 0u u= = ，也画最后的 98%至 100%相点的相图，可以发现两者是完全相同的。图 9~图 14 横

坐标的最大值，与表 1 的 maxu 是相当接近的，说明用相量法或谐波平衡法求出的主谐波解，能近似代

表数值仿真解的主体基本部份。图 6 与图 9 相同。 

4.3. 取最后 98%至 100%相点画表 1/A 的 ( )av u, 与 ( )av u, 的相图 

在三个激励源的共同驱动下，随着 av 的变化，另两个因变量 u 与u的变化情况如图 15 与图 16，式(15)
包含的三个激励源是已知的动态量(不是因变量是已知量)，如果以 ( ), , au u v 组成一个三维的相空间，也可

画出一条空间曲线ξ ，其参数式如(20)，当 t →∞ 时ξ 是有界的，它的变化规律受式(15)的约束。激励源 av
幅值 5 伏是不变的，当动态量 av 在±5 伏范围内变化时，空间曲线ξ 显示另两个因变量 ( , )u u 的变化情况。

ξ 在三个平面的投影如相图 9，图 15，图 16。同理也可画出随着 bv 在±2，24 伏的范围内变化，或 cv 在

±2 伏的范围内变化，另两个因变量 u 与 u的变化情况，并用 ( ), , bu u v 或 ( ), , cu u v 组成另两个三维的相空

间，画出另两条空间曲线。 

( ) ( ) sin cos,      ,      a ar a ax at t v V t Vu u u u tω ω= = = +                         (20) 

和典型的三维连续混沌系统如 Lorenz 方程或蔡氏电路比较，描写这两个动态系统的微分方程如式

(21)，其解析解如式(22)是一条空间曲线的参数式，无法求出它的具体形式。当今可以用数值仿真画出其

相图，这就是混沌，它是三个动态变量相互关系的非线性函数。有一些能写出具体表达式被收入数学手

册的空间曲线，是三变量函数的特殊形式，其空间图形有较明显的规律。恰恰是写不出表达式的混沌函

数，才是三变量函数的普遍形式。其空间曲线的变化并非随机无规律的，这条空间曲线的变化规律受式 
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Figure 15. Plot ( ),av u of Table 1/A 

图 15. 表 1/A 的 ( ),av u 相图 
 

 
Figure 16. Plot ( ),av u of Table 1/A 

图 16. 表 1/A 的 ( ),av u 相图 

 
(21)的约束。此处用三维直角坐标的空间曲线表示三个动态变量的相互函数关系，其有关的定义，概念，

推理和结论可以推广到多维的欧氏空间。 

( ) ( ) ( ), ,      , ,      , ,x y zx f x y z y f x y z z f x y z= = =                           (21) 

( ) ( ) ( )          x x t y y t z z t= = =                                 (22) 

非线性动态系统的解，传统习惯于用时间函数 ( )u t 表示 u 随时间 t 的变化过程，但这不是唯一的方式，

特别是当 ( )u t 的表达式解不出来的时候。近代的电路与系统理论，也可以用相图来显示两个动态变量相

互间的非线性函数关系，作为方程的求解结果。在两个变量构成的直角坐标相平面上，画出相点连续运

动的相轨迹，也就是两变量相互间的关系曲线。同理，也可在动态系统中，选取合适的三个动态变量组

成一个三维的相空间，三个变量相互间的非线性函数关系，可以用一条空间曲线来描写，这就是三维的

相图。对于 n 个变量可以组成 n 维相空间。 
如果用替代变量 , ,a b cw t w t w tα β γ= = = ，将式(15)化成二维，三维，四维的方程如式(17)(18)(19)，

则当 t →∞ 时，变量 , ,α β γ 不是有界的，但 ( , )u u 是有界的如相图 4，图 5，图 6。做包含 , ,α β γ 的相图，

和画时间波形两者比较起来。例如画 ( , )plot a u 和画 ( )u t ，可以发现两者的纵轴均表示 u ，说明波幅的变

化两者是相同的，横轴 t 或α 的尺度被展缩一个比例系数 12345aw tα= = 。纵轴的变化量相同，横轴的

尺度被压缩一万倍的数量级，其轨线的密集度会使得显示范围一片兰色。因此要有一定作图技巧，才能

显示出两个图是一致类似的。 
我们说混沌可以用一条三维(或 n 维的欧氏空间)有界空间曲线，来描写变量间的非线性函数关系。其
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中,动态变量是指含有界能源系统中的物理变量，在电路网络是指各种电变量，不包含 , ,α β γ ，这三个数

学上的替代变量，它不是系统的物理变量，它的物理意义是时间 t 的尺度展缩，当 t →∞ 时，它显然不

是有界的。 

5. 关于混沌理论 

大多数文献认为，混沌理论起源于 1963 年提出的 Lorenz 方程，随后研究混沌的文献不断拥现如雨

后春笋，也有文献认为 20 世纪科学将永远铭记三件事相对论，量子力学与混沌，它在整个科学中的作用

相当于微积分在 18 世纪对数理科学的影响，混沌和分形成为 20 世纪末 21 世纪初的学科前沿，它激起对

非线性科学的广泛关注与研究[15] [16]。此后，关于混沌的论述广泛出现在各个学科领域，但至今没有一

个统一的定义，较著名的定义有李天岩–约克定理。各文献的介绍有共同共识的论点，也有分歧的论点

见解不尽相同，混沌的性质多种多样更是各说不一，也有一本文献介绍多种定义的。并没有综合成一个

常规完整的理论与统一严格的定义。 
用频域的方法研究混沌是本文有价值的贡献，文中在例证电路图 1 的基础上，有以下几点结论与当

前有些文献介绍的混沌理论是不同的。 
① 不少文献认为混沌是奇异吸引子。我们认为相点运动轨迹的有界性不一定是吸引子，其相图的复

杂性并不等于奇异，是很普通的自然现象。无损耗电路受外界因素干扰，使相点运动偏离原来的轨道，

没有收敛的能力没有吸引性，此类混沌不是吸引子。从全局而言不会发散趋于无穷是有界的，从微小局

部而言混沌轨线对邻近相点没有吸引性是不稳定的。诞生混沌的一阶微分电路图 1，说明混沌态是普遍

广泛存在的，周期态是个别特殊的，闭合周期轨的相图是混沌态的退化形式。 
②用空间曲线描写混沌，事实上就是用相图显示系统中各量之间的函数关系，组成三维或 n 维空间

的坐标变量，在电路网络中除了取状态变量(如例 1 中的 u )外，还可取非状态变量(如例 1 中的u )，也可

取系统中已知的动态量(如例 1 中的 ( ), ,a b cv v v )。 
③ 有文献认为确定性系统可能诞生随机性结果，本文认为混沌是微分方程确定性的解。相图是根据

微分方程理论画出来的，只要微分方程的理论没有被推倒，混沌函数可以用唯一的相图来描写的结论恒

成立。一个微分方程包括起始条件，只对应一个相图。不可能有两个相图，因而混沌方程的解是唯一确

定的。 
④ 混沌的非周期性，这是当今学术界的共识，但要注明一点，按照数学理论的严格分析，只要是数

值仿真，其处理的全部是有理数，因而其画出的仿真相图全部都是周期态，不过周期很长很长。在定义

有限的观测时间内，画出的相图可以有周期态与非周期的混沌态之分。只要承认在仿真时间内的混沌是

非周期的，那么随着仿真时间的延长，轨线会不断延长和增加而显得更加稠密，当空间曲线的平面投影

相图，在轨线的充满性遍历性已达到不能分清线条的程度，混沌仍表现为还没有完成一个周期。反之，

如果后面的轨线重复前面的轨道，就说明此后相点的运动会不断重复下去，不会有新增的轨线，不会更

加稠密，相图最后进入周期轨。 
⑤ 当今出现一些定名的混沌系统，如 Chua’s 电路，Lorenz 系统，Chen，Lu，Liu，Qi 系统，等等，

似乎是有限的少数例证，这些例证为混沌理论的发展做出重要贡献，但不久的将来，千姿百态各种各样

的混沌系统必然会大量涌现出来。混沌和求不出解析表达式的有界非线性非周期振荡，两者是同义语。 
⑥对初值敏感依赖，并非混沌专有的特性，很多系统例如处于不稳定极限环的点集，对初值的依赖

也非常敏感。数学上已经有 0+ 与 0−的定义，在 0 点左右都是极其敏感的，这种特性甚至于在线性系统

也屡见不鲜。 
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6. 结论 

① 本文用频域分析方法，研究多谐波混频构成的一阶微分电路会得出混沌相图，这是与当今学术界

所提出的各种混沌不同的新型混沌，可以形成一个新的混沌系统族。通过本文的研究，可以充分说明混

沌函数存在的广泛性，决不是当前出现的几十个例子，只要将图 1 电路网络做各种各样的变化，例如将

图中的两个电容改换成两个电感，或改换成一个电感一个电容，必然又是另一个混沌电路，改变图 1 的

网络连接与增减元件，可以有各种各样无穷无尽的变化，随着混沌研究的不断深入与发展，其可以构造

出的混沌相图不计其数，这已经是勿用置疑了。 
② 这个电路网络的特点是具有多谐波源与正性非线性电阻，图 4 至图 6 的演化过程说明，随谐波源

的增加，诞生混沌的可能越大，其前提是参与混频各谐波源的强度要相差不多。不能有其中一个激励源

的幅值，远远超过其它激励幅值。 
③ 表 1 数据全部相图的混沌态，说明要有足够的瞬时能量交换源，图 1 电路共有 5 个能量交换源，

三个激励源和两个电容，电路中的五个元件，能量不断的吞吐相互交换是诞生混沌很重要的原因。这种

元件起码要有三个或以上。无损耗电路的激励源不是一个能源，它不送出能量，它发挥的作用仅仅是一

个能量交换源，它和电感电容共组成三个能量交换源，不断交换吞吐能量，故也能诞生混沌[17] [18]。 
④ 图 1 电路作为混沌信号发生器，有广泛的实际应用价值，在实验室实现起来，要比其他电路简单

容易得多。例如用无损耗电路构造混沌信号发生器，要制作非线性电感[17] [18]。用蔡氏电路要构造一个

有负阻效应的非线性电导，它必须用有源器件实现。和这两种电路比较起来，电路图 1 有更加广泛的实

用价值，除了一个正性的非线性电阻外，全部是线性元件，根据表 1 的数据，三个电压源的幅值在 2~40
伏之间，振荡频率 ( ) ( ), , 2π 1965,5127,8645  Hza b cf w w w= = ，这在电子实验室是很容易实现的。正性非

线性电阻的构造可以用无源元件实现，要比制作非线性电感容易得多。用一个混沌信号发生器(例如本文

的电路图 1 或蔡氏电路或无损耗电路，视为一个非周期激励源)，去驱动一个仅仅由非线性的 L 与 C 元件

组成的非线性网络，其输出端必然又是另一个新型的混沌。这样一来混沌函数就包罗万象无处不在了。 
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