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Abstract 
The semileptonic decay B →η ν  is studied. The transition form factor and the branching ratio 
for this decay are calculated by using the light cone sum rule method within the framework of the 
heavy quark effective field theory. We adopt both the chiral current and the pseudoscalar current 
in the correlation functions. The results are compared with those from other approaches and ex-
periments. 

 
Keywords 
B →η ν , Light Cone Sum Rule, Heavy Quark Expansion 

 
 

重夸克展开下B →η ν 的光锥求和规则计算 

马晨亮 

北京科技大学数理学院，北京 
Email: lianxingqingjie@163.com 
 
收稿日期：2014年11月20日；修回日期：2014年12月28日；录用日期：2015年1月7日 

 
 

 
摘  要 

本文利用光锥求和规则讨论 B →η ν 半轻衰变形状因子，并估算了分支比。计算在重夸克有效场论框架
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下进行，且在关联函数中分别采用手征流和赝标流，并且对不同方法的计算结果及实验数据作了比较。 
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1. 引言 

B 介子到轻介子的半轻衰变是抽取 CKM 矩阵元数值 ubV 的最重要途径。但是目前确定的 ubV 结果

相对于 cbV 而言还有较大不确定度，而且从单举衰变 B X ν→  和遍举衰变 ( )B π ρ ν→  抽取的 ubV 值还

有较明显差异[1]。对于 B 介子到其他轻介子衰变如 ( )B η η ν′→  的研究将有助于 ubV 的更准确确定，当

然也有助于了解η η′− 混合，所以成为近年来实验和理论上很受关注的问题。文献[2] [3] [4]利用 QCD 光

锥求和规则计算了 ( )B η η ν′→  形状因子，文献[5] [6]则计算了类似的过程 ( )sD η η ν′→  。由于 B 含有

一个重夸克和一个轻夸克，人们也经常利用重夸克有效理论来处理有关衰变[9]-[13]。例如文献[13]在统

一的重夸克有效场论框架下计算了 , ,s sB D B 等重介子到轻介子 , , ,K Kπ ρ ∗的衰变。其优点是可以明显体现

出不同重强子衰变形状因子间的联系。 
本文在重夸克有效场论框架下利用光锥求和规则方法讨论 B η ν→ 

衰变。之前文献计算重介子到轻

介子的衰变关联函数多采用赝标流，文献[14]为消除扭度 3 贡献以减小不确定度而提出采用手征流，文献

[2]也据此采用手征流计算了 B η ν→ 
。本文计算中，关联函数中将分别采用手征流和赝标流，根据计算

结果对夸克流的选取作比较。本文结构如下：第二节给出形状因子定义，以及与重夸克有效场论下相关

波函数的联系；第三节采用不同的流组成关联函数，并由此展开光锥求和规则计算；第四节根据求和规

则等式作数值分析，得到形状因子和衰变分支比。最后是简要总结。 

2. B →η ν 跃迁矩阵元和形状因子 

与半轻衰变 B η ν→ 
相关的强子矩阵元是 u b Bµη γ ，其行为可以用两个形状因子 f+ 和 f− 表示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22p u b B p q f q p f q f q qµ µ µη γ + + −+ = + +                     (1) 

其中 q 为放出的轻子对动量。 f+ 和 f− 包含 QCD 非微扰效应，所以无法从 QCD 微扰计算得到。如果忽

略轻子质量， B η ν→ 
的微分衰变宽度为 

( ) ( )
22 23 22 2 2

2 3

d
d 24π

F ubG V
E m f q

q η η +
Γ  = −                               (2) 

式中 ( ) ( )2 2 2 2B BE m m q mη η= + − 。因此，对形状因子 ( )2f q+ 的计算是了解该衰变过程的关键。 
从 QCD 出发，通过场的重新定义，并积分掉夸克场小分量，可以得到有效拉氏密度及矩阵元的重夸

克展开式。相应地，(1)式中的跃迁矩阵元也可以展开为[13] 

( ){ }1B
v v Q

B

mu b B u Q M O mµ µη γ η γ += +
Λ

                         (3) 

其中 vQ+ 是重夸克有效场，重介子有效态 vM 归一化关系为 2v v v vM Q Q M vµ µγ+ + = Λ 。而 BΛ 定义为

B B bm mΛ = − ，其极限 lim
Qm B→∞Λ ≡ Λ 是重介子束缚能，它与重夸克质量无关。 ( )1 QO m 表示重夸克展

开的1 Qm 修正，在本文计算中将忽略。 
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基于重夸克自旋-味道对称性，跃迁矩阵元可参数化为 

( ) ( ),v v vp u Q M Tr v pη η+Γ = − Γ                                (4) 

上式中 Γ代表狄拉克矩阵的任意组合， v 是与味道无关的自旋波函数。对于赝标介子， 51
2v

v γ+ /= − Λ 。

而函数 ( ),v pη 可以分解为 

( ) ( ) ( )5, ,   ˆ ˆ  pv p A v p B v p p
v p

p
µ

η γ= ⋅ + ⋅ =   / ⋅/                            (5) 

如此定义的洛伦兹标量函数 ,A B 与重夸克质量无关，我们称其为有效场论框架下的波函数。 

综合式(1)~(5)，通过求迹计算可得形状因子与 ,A B 的联系： 

( ) ( ) ( )2 Λ
Λ

b

B B

m
f q A v p B v p

v pm±

 
= ⋅ ± ⋅ 

⋅ 
                              (6) 

3. 光锥求和规则 

作为光锥求和规则分析的出发点，我们先考虑两点格林函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 5 5, d e 1 , 0 1 0 0iq xF p q i x p T u x b x b i uµ µη γ γ γ⋅= + +∫                (7) 

上式中采用了手征流 ( )51bi uγ+ ，这一选择的好处是求和规则计算中将不再涉及扭度3的光锥分布函数，

而这些分布函数目前还具有很大不确定度。为便于表述，暂时忽略η η′− 混合。 
在(7)式中两流之间插入具有 B 介子量子数的完备组态，可得唯象表示 

( )
( )

( )
( )

( )

5 5

2 22 2

0 0
, hph

B h

p u b B B bi u p u b h h bi u
F p q

m p q m p q

µ µ
µ

η γ γ η γ γ
= +

− + − +
∑                (8) 

式中两项分别代表 B 介子态及更高能态 h 插入后的结果。在有效理论中，第一项可以用(5)式中的波函

数 ,A B 及 B 介子衰变常数表示，而第二项可以表示为对于谱函数 ρ 的积分形式，即表示为 

( ) ( )
0

,ˆΛ
, 2 d

Λ 2Λ
B

ph s
b B B

y sm Av BpF p q iF s
m s

µ µ
µ ρ

ω ω
∞+

= +
− −∫                             (9) 

其中 ( ) ( )2 2 2 2B By v p m m q mη= ⋅ = + − ， 2v kω = ⋅ 。 F 为有效场论中定义的 B 介子衰变常数(重夸克展 

开领头阶)， [ ]0
2v v v
Fq Q B Tr+Γ = Γ 。同时，关联函数(7)可以在 QCD 或其有效理论框架下被计算， 

结果也可以表示为对谱函数积分的形式。从夸克-强子二象性假设，可令唯象表示和理论表示相等。为了

突出基态贡献并降低高阶非微扰贡献，还应对等式两边同时做 Borel 变换： 

( ) ( ) 1

,

dˆ lim
! d

n n

T n
n T

B
n

ω

ω
ω

ω
ω

+

− →∞
− =

−  ≡  
 

 

最终得到的求和规则等式形式为： 

( ) ( ) ( )02Λ
0

Λ ˆ2 e d , e
Λ

B
sT s TB

b B

miF A y v B y p s y s
m

µ µ ρ− − + =  ∫                    (10) 

我们在重夸克有效场论下计算关联函数(7)并以光锥分布函数来表示。此时重夸克有效场 ( )vQ x+ 与
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( )0vQ+ 缩并为传播子： 

( )
0

1 d
2

vv t x tδ
∞

−/+ ∫  

相比 QCD 夸克场传播子而言，这使得计算很简单，而且仅需涉及两粒子光锥分布函数。得到的谱密度

是： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1
2

ˆ,
2 16 su

y

f m m
y s v u p y u u

y y y u
η η ηµ µ

ηρ φ
= −

    ∂
= + −       ∂     

                  (11) 

其中 ( )uηφ 、 ( )u 、 ( )u 是扭度为 2、4、4 的η介子光锥分布函数[3]。所以波函数可表示为 

( ) ( )0
22

0
1

2

d e
2 2

B s
sb B T

sB u
y

f mm
A y s u

yF m y
η η

Λ −

= −

 Λ
=  

Λ   
∫                           (12) 

( ) ( ) ( )0
22 2

20
1

2

e
2 16

B s
sb B T

sB u
y

f mm
B y y u u

yF m y u
η η

ηφ
Λ −

= −

 Λ ∂
= − 

Λ ∂  
∫                      (13) 

式中 0s 为阈值。 
在求和规则计算中，对于关联函数中流的选取具有一定自由度。在上述计算中我们在关联函数(7)中

采用了手征流 ( )51bi uγ+ 。如果采用赝标流 5bi uγ ，则关联函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 5, d e 0 0 0iq xF p q i x p T u x b x b i uµ µη γ γ⋅= ∫                     (14) 

此时可得到谱密度 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2

2 22

2

4
1 3, 1

4 42 2 6
3 3

4
1 3ˆ                      1

416 6
3

s

p

s s

s

s

mf m m m
y s v u u u

y y m um m

mm m
p y u u u

y m uu m

η η η ηµ
σ

η

η ηµ
η σ

η

ρ φ φ

φ φ

         ∂   = + + −      ∂        

      ∂ ∂  + − − −     ∂∂        





1
2

.

su
y

= −








           (15) 

其中 pφ 、 σφ 是扭度为 3 的η介子光锥分布函数[3]。此时得到的波函数为 

( ) ( ) ( ) ( )0

2

2 2 22

0

1
2

4
1 3d e 1

4 44 2 6
3 3

B s ssb B T
p

B
s s

su
y

mf m m mm
A y s u u u

yF m y m um m

η η η η
σ

η

φ φ
Λ −

= −

      Λ ∂  = + + −  
 Λ   ∂       

∫         (16) 

( ) ( ) ( ) ( )0

2

2 22 2

20

1
2

4
1 3e 1

44 16 6
3

B s ssb B T

B
s

su
y

mf m mm
B y y u u u

yF m y m uu m

η η η
η σ

η

φ φ
Λ −

= −

      Λ ∂ ∂  = − − −  
 Λ   ∂∂        

∫       (17) 
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4. 数值分析 

光锥求和规则计算所需的输入参数包括衰变常数等强子参数和光锥分布振幅，以及合理的阈值 0s 。

对于η介子，质量 0.548 GeVmη = ，衰变常数 1.07 0.140 GeVf fη π= =  [4]。对于 B 介子，在有效场论框

架下得到 0.53 GeVBΛ ≈ Λ = ， 3 20.30 GeVF =  [12]。对于光锥分布函数中的光锥分布振幅，我们采用文

献[3]给出的结果， 

2 4 3 3 4 40.115,    0.015,    0.013,    3,    0.5,    0.2a a η ω η ω= = − = = − = =  

确定了以上输入参数后就可以利用式(12)，(13)分析波函数 A 、B 。图 1 显示了取不同阈值 0s 时 A 、

B 在零反冲点的值随 Borel 参数T 的变化曲线。求和规则方法只在当高阶非微扰修正及激发态和连续态

的贡献都不太大的情况下有效，所以我们主要考察 2.0 0.5 GeVT = ± 区域。从图上看 A 没有一个很理想

的求和规则平台，但选取阈值在 0 1.7 0.3 GeVs = ± 时 B 随T 变化很小，且 A 的曲线也相对平稳。 
当 0s 和T 确定后，就可以计算形状因子和波函数随 2q 的变化情况。不过由于光锥展开仅在小 2q 区

域有效，在大 2q 区域不能由前述公式直接计算得真实物理结果。采用常用的方法，我们先在
2 20 15 GeVq≤ ≤ 区间把以上求和规则计算的结果表示为双极点形式： 

( ) ( )
( ) ( )

2
22 2 2 2

0

1 B B

f
f q

a q m b q m
+

+ =
− +

                              (18) 

然后再把它拓展应用到整个动力学区间。拟合得到式中参数值为 ( )0 0.28, 1.52, 0.50f a b+ = = = 。图 2 展

示了理论计算的 ( )2f q+ 和拟合后的 ( )2f q+ 函数曲线。可以看出，两者在区间 2 20 15 GeVq≤ ≤ 非常接近，

而当 2q 变得更大，两者明显分离。查粒子表可知 B 介子寿命 1.638 ps
B

τ ± = 和 33.28 10ubV −= × ，进而可得

分支比 ( ) 41.17 10Br B η ν −→ = × 。 
如果采用关联函数(14)，也可根据计算结果(16)和(17)做类似分析。图 3 是此时波函数随 Borel 参数T

的变化情况，由图可见对于 A 、 B 这两个波函数， 0 2.1 0.3 GeVs = ± 时曲线都很平坦，与手征流情况相

比具有更好的稳定性。我们同样采用双极点形式来将结果拓展到整个物理的动力学区间。为直观和便于

比较，表 1 给出了 ( )0f+ ，参数 a 、 b 和分支比。 
 

  
(a)                                                      (b) 

Figure 1. Variation of wave functions A  and B  with respect to the Borel parameter T  at the momentum transfer 
2 20 GeVq =  when choosing the chiral current. The dashed, solid and dotted curves correspond to the threshold 

0 1.4,1.7,2.0 GeVs =  respectively 
图 1. 采用手征流计算，波函数在 2 20 GeVq = 点的数值随 Borel 参数T 的变化曲线。点线、实线、虚线分别对应于

0 1.4,1.7,2.0 GeVs =  
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Figure 2. Variation of form factor f+  with respect to the momentum 
transfer 2q  when choosing the chiral current. The dashed curve is calcu-
lated from light cone sum rules for 0 1.7 GeVs =  and 2.0 GeVT = . The 
solid curve is the parameterized result 
图 2. 用手征流计算的形状因子 ( )2f q+ 。点线是光锥求和规则结果，取

阈值 0 1.7 GeVs = 并固定 2.0 GeVT = 。实线是参数化后的双极点函数 

 

  
(a)                                                        (b) 

Figure 3. Variation of wave functions A  and B  with respect to the Borel parameter T  at the momentum transfer 
2 20 GeVq =  when choosing the pseudoscalar current. The dashed, solid and dotted curves correspond to the threshold 

0 1.8,2.1,2.4 GeVs =  respectively 
图 3. 采用赝标流计算，波函数在 2 20 GeVq = 点的数值随 Borel 参数T 的变化曲线。点线、实线、虚线分别对应于

0 1.8,2.1,2.4 GeVs =  

 
Table 1. The values of form factor f+  at 2 20 GeVq = , parameters a and b, and the 
branching ratio. “This work (A)” corresponds to the results from the chiral current, 
“This work (B)” corresponds to those from the pseudoscalar current 
表 1. 形状因子 f+ 的零反冲点数值、参数 a 和 b、衰变分支比。其中“This work (A)”
表示采用手征流计算的结果，“This work (B)”表示采用赝标流计算的结果 

 ( )0f+  a b ( )Br B η ν→ 
 

This work (A) 0.28 1.52 0.50 1.17 × 10−4 

This work (B) 0.26 1.45 0.45 0.94 × 10−4 
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从解析式(11)，(15)和图表中计算结果可以看出，虽然用赝标流得到的 Aρ 和 Bρ 分别比用手征流的结

果多了 pφ 、 σφ 两项和少了 σφ 一项，这会导致波函数计算结果差异。例如在 2 0q = 处前者得到 A 值

( )1 20.065 GeV 大于后者 ( )1 20.018 GeV ，而前者得到的 B 值 ( )1 20.27 GeV 小于后者 ( )1 20.32 GeV ，但是

从(6)式可知 f+ 中 A 和 B 贡献的这些差异会部分抵消，从而取不同流计算得到的 f+ 值相差不大。 
以上计算中是把η介子当作跟π 介子一样来处理，未考虑与η′介子的混合。实际应该考虑混合，采

用夸克-味道混合方案[15]，有 

cos sin
sin cos

q

s

ηη φ φ
η φ φ η

   − 
 =    ′     

                                 (19) 

其中混合角 39.3φ = 。相应地关联函数之间的关系为 

cos sinq sF F Fµ µ µ
η φ φ= −                                     (20) 

由于关联函数中流为 ( )51u bµγ γ+ 或 u bµγ ，只考虑 sα 领头阶贡献 sF µ 为零。于是 

cosqF Fµ µ
η φ=                                        (21) 

之前计算中取的 η 实际为考虑混合后的 qη ，因此形状因子和衰变分支比分别需要 cosφ 和 2cos φ
的因子修正。我们把考虑η η′− 混合后得到的结果列于表 2。作为比较，表中也同时列出了其他一些工作

得到的结果。从表 2 可以看出，重夸克有效场论框架下的衰变分支比，与从完整 QCD 出发得到的结果略

有出入，比实验结果稍大，但基本在误差允许的范围内。 

5. 结论 

我们用光锥求和规则方法计算了半轻衰变 B η ν→ 
形状因子 f+ 。计算在重夸克有效场论框架下进行。

由 b 夸克有效场的传播子形式简单，计算得到简化。重夸克有效场不发出胶子线，所以计算中仅涉及两

粒子光锥分布函数，三粒子及多粒子分布函数在重夸克展开的高阶才会出现。 
本文在作为研究出发点的强子关联函数中分别采用了手征流和赝标流进行计算。取手征流计算的优

势是结果不涉及不确定度大的扭度 3 的η介子分布函数，但我们发现波函数 A 随T 变化没有一个很理想

的平台区域。而取赝标流时虽然涉及更多光锥分布函数，但求和规则平台获得了更好稳定性。 
 

Table 2. The values of form factor f+  at 2 20 GeVq = , parameters a and b, and the 
branching ratio considering the η η′−  mixing. “This work (A)” corresponds to the results 
from the chiral current, “This work (B)” corresponds to those from the pseudoscalar current 
表 2. 考虑η η′− 混合后的形状因子 f+ 的零反冲点数值、参数 a 和 b、衰变分支比。其中

“This work (A)”表示采用手征流计算的结果，“This work (B)”表示采用赝标流计算的结果 

 ( )0f+  a b ( )Br B η ν→ 
 

This work (A) 0.22 1.52 0.50 0.70 × 10−4 

This work (B) 0.20 1.45 0.45 0.56 × 10−4 

QCD LCSR [2] 0.15 1.08 0.22 0.16 × 10−4 

QCD LCSR [4] 0.229    

QCD LCSR [6] 0.238    0.73 × 10−4 

Experiment [7]    (0.44 ± 0.23 ± 0.11) × 10−
4
 

Experiment [8]    (0.36 ± 0.05 ± 0.04) × 10−
4
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目前对 B η ν→ 
的实验和理论研究结果都还有很大不确定度。本文给出的分支比数值在实验误差允

许范围内，但比实验结果中心值偏大。更深入的研究需要更细致地考虑η η′− 混合、重夸克展开高阶修正

以及更高扭度分布函数的贡献。 
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