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摘  要 

一个物理体系，如果相互作用哈密顿量算符含有演化参数，那么其可以被称为量子演化系统。这样的(参
数)演化系统可携带几何或整体特性，体现其拓扑效应。研究量子演化系统的前人理论方法包括

Lewis-Riesenfeld不变量理论及基于此理论的一种么正变换方法。我们以最简单的二态体系旋量(可用于

手工计算)为例，旋量可以用于构造此么正变换，我们探究该么正变换方法的物理含义，发现其可以用于

表示规范群空间标架场，构造Yang-Mills规范势。由此我们可以定义非阿贝尔规范群空间的平直与弯曲

度规，研究该规范群空间中的复Levi-Civita联络以及自旋联络，也可以计算其存在的扭率和挠率。本文

从探讨非厄密哈密顿量系统的一般性质出发，研究了非厄密薛定谔方程和非齐次薛定谔方程的求解方法，

然后以二态体系哈密顿量、Lewis-Riesenfeld不变量及其本征态作为基本素材，构造规范标架场、联络、

曲率等，再将规范群空间与高维引力规范理论内空间对接起来。我们把非阿贝尔规范场论写成复流形微

分几何，而高维引力规范理论内空间正是一个复流形，此为理解和建立引力场和规范场的统一理论奠定

数学基础。本文内容的应用并不仅限于规范理论和引力理论。如果将此套方案用于量子力学，可以定义

所谓的薛定谔联络。本文得到结论：凡是线性微分方程组，无论是否齐次，均可以定义其数学空间内的

“旋量”、标架场、联络、曲率和挠率；即使对于单一的微分方程，只要它含有两个或两个以上自变量(如
二维和三维空间中的电磁学和声学Helmholtz方程)且无法用分离变量法求解，那么其中必然会呈现出等

效的规范势，而该等效的规范势(联络)也可用标架场表示出来，从而度规、曲率和扭率或挠率均可以定

义和计算。本文专题对量子力学、量子光学及电磁理论中部分问题的理解亦有参考价值。 
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Abstract 
A physical system could be referred to as a quantum evolutional one if its interaction Hamiltonian 
operator contains some evolutional parameters. Such an evolutional system can carry geometric 
or global characteristics, reflecting its topological effects. Theoretical methods for studying quan-
tum evolutional systems include Lewis-Riesenfeld invariant theory and an invariant-based unitary 
transformation approach. Taking a kind of simplest two-state system spinors as an example 
(which can be used for manual calculation), the spinors can be adopted for constructing a unitary 
transformation. We explore the physical meanings of such a unitary transformation method and 
find that it can be used to express the mathematical form of Yang-Mills gauge potentials. Then we 
can define flat and curved metrics of its non-Abelian gauge group space, and study complex Le-
vi-Civita connections and spin-affine connections, where the existing contortion and torsion can 
also be calculated. In this paper, general properties of non-Hermitian Hamiltonian systems will 
be discussed, and the methods for solving non-Hermitian Schrödinger equation and inhomoge-
neous Schrödinger equation will be investigated. The Hamiltonian operators, Lewis-Riesenfeld 
invariants and their eigenstates of such two-state systems will therefore be utilized as elemen-
tary tools aiming at constructing the relevant vielbein fields, affine connections, curvatures and 
so on for the present gauge group space, which is then connected with inner spaces of a high-
er-dimensional gravitational gauge theory. The non-Abelian gauge field theory can be rewritten as 
complex manifold differential geometry, and since the inner space in a higher-dimensional gravi-
tational gauge theory is just such a complex manifold, it lays a mathematical foundation for un-
derstanding and establishing the theory of unification of gravitational field and gauge field. The 
application of this paper may not be limited to gauge theory and gravitation. If the scheme is em-
ployed in quantum mechanics, a so-called Schrödinger connection can be defined. Some conclu-
sions in this paper can be drawn as follows: In all linear differential equations, whether homoge-
neous or not, the “spinor” field, vielbein, connection, curvature and torsion in their mathematical 
(group theoretical) spaces can be defined; even for a single differential equation, which contains 
two or more independent variables (such as electromagnetic and acoustic Helmholtz equations in 
two- and three-dimensional spaces) and it is unable to be solved by using the method of separa-
tion of variables, an equivalent gauge potential will unavoidably emerge, and such an emergent 
equivalent potential (connection) can also be expressed in terms of the vielbein fields. Therefore, 
the metric, curvature and contortion or torsion can be defined. The topics in this paper would also 
be of interest for understanding some issues in quantum mechanics, quantum optics and electro-
magnetic field theory. 
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1. 引言 

本专题上一篇论文研究了量子系统在演化过程中会涉及到的若干微分几何概念及其应用，包括几何

相联络、规范势、度规和曲率张量等[1]。本文继续此专题，内容包括旋量、标架场、自旋联络、曲率和

挠率等性质。这些知识具有比较广泛的适用性，在含时量子系统、量子光学、拓扑物理系统(如凝聚态、

光学、声学领域)、规范场论、引力理论以及“引力–规范统一”理论中都会有应用价值。Kleinert 在这

方面已经写了一本专著[2]，尽管本文处理方法与它有很大不同。Kleinert 专著主题为“多值场论在凝聚态、

电磁学和引力理论中的应用”，内容包括凝聚态中的缺陷和位错的挠率、曲率和规范理论、超导超流的

多值场论处理、时空晶体中的引力理论等[2]。将各种物理现象和效应用微分几何和规范场论思想来处理

是该专著的主要精神，根据不同现象找共同秉性，从而让读者对看似无关的物理现象有一个更为本质的

理解。本文则研究含演化参数的量子力学系统以及一般光学、声学材料系统，研究其复流形微分几何性

质包括标架场、度规、自旋联络和曲率等，构造规范群空间和规范势联络。 
本文的切入点是二体系统的哈密顿量算符体系。尽管量子力学中常见的哈密顿量体系都是厄米的，

但是本文有意从非厄米哈密顿量体系出发。究其原因是，一方面非厄米哈密顿量体系代表之一即所谓的

宇称–时间对称性结构系统是当前的研究热点之一[3] [4] [5] [6] (包括量子力学、光学甚至声学系统之内)，
另一方面由本作者所研究的基于厄米哈密顿量体系的复流形规范标架场、度规、联络和曲率理论概念和

数量关系对于非厄米哈密顿量体系其实也是成立的，因而值得在一般情形中亦研究。 
二体量子哈密顿量系统的代表性例子有很多，如电子、中子或质子的自旋磁矩和磁场的相互作用体

系、经典光场与原子二能级体系的相互作用[7]、超导约瑟夫森结系统、双耦合介观电路或超导电路[8]、
双耦合波导体系[9]等，它们的哈密顿量算符具有相同的数学结构，例如都是 SU(2)群李代数生成元的线

性叠加。当然，如果研究经典光场与原子 N 能级体系的相互作用，或者由 N 个耦合介观电路构成的体系，

或者由 N 个耦合波导构成的体系等，那么它们的哈密顿量算符具有 SU( N )群结构。在本文中，为了使

得手工计算得以进行，我们考虑最简单的 SU(2)群结构，但是其思想具有一般性，即也适用于哈密顿量均

具有 SU( N )群结构的体系。具有 SU(2)群结构的哈密顿量算符的本征态矢量是旋量。这样的旋量可以当

作是 SU(2)规范群空间的标架场(半度规)，我们称之为规范标架场(gauge vielbeins)。于是，SU(2)规范群

空间内的平直度规、弯曲度规、自旋仿射联络、曲率张量等都可以被定义出来，它们均可以用这些旋量

表示出来。这正是一个复流形的微分几何。这里的自旋仿射联络具有 Yang-Mills 规范势的地位。由此也

说明，如果把普通的四维时空的引力理论推广到高维复空间(允许标架场为复数)，那么其自旋联络正是

Yang-Mills 规范势，从而在引力规范理论中，可以把引力场和 Yang-Mills 规范场统一在一起[10]，即

Yang-Mills 规范势正是高维自旋联络(高维复 Lorentz 联络)在低维(四维)普通时空内的反映，高维曲率张

量是低维普通时空内的Yang-Mills规范场张量，物质场的高维自旋流密度是低维普通时空内的Yang-Mills
规范荷的流密度[10]。本文把非阿贝尔规范场论写成了一个复流形微分几何，而高维引力规范理论的内空

间正是一个这样的具有非阿贝尔群规范对称性的复流形。 
值得一提的是，目前引力理论(和广义相对论)一般教材与前沿文献之间其实是有所脱节的，亟待教材

升级。例如目前的教材在阐述微分几何和爱因斯坦引力理论时，主要还是围绕度规、Levi-Civita 联络、

黎曼曲率张量来展开，所用的物质场要么是经典粒子和流体，要么是最简单的标量场。这对于研究天体

物理与宇宙学而言，确实是足够了的。但是，对于引力理论本身的发展而言，以上内容还是相当古旧的，

至少在引力理论文献中，所遇到的问题却是涉及比较复杂的旋量物质场，描述引力场的数学语言是标架

场、自旋仿射联络、引力规范场曲率张量、挠率等(标架场、自旋仿射联络、引力规范场曲率张量分别代

替了前述的度规、Levi-Civita 联络和黎曼曲率张量)。尽管在某些场合下，这两套语言是等价的，新的或
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旧的语言并无特别优势，但在其它场合下，非得用“标架场、自旋仿射联络、引力规范场曲率张量”语

言不可。例如，当物质场是旋量场的时候，其场方程中会有自旋联络(体现自旋与引力场的耦合)，而自旋

联络需要用标架场(半度规)表达。按照爱因斯坦–嘉当(Einstein-Cartan)引力理论[11] [12] [13]，自旋流密

度张量还是挠率之源，所以时空会出现挠率(尽管这一思想被 Yang-Mills 型引力规范理论所不容)。
Yang-Mills 型引力规范理论要求挠率是时空平移规范场强[13]，时空平移对称性所对应的 Noether 流是物

质的能量–动量张量，所以能量–动量张量才应该是挠率之源；黎曼曲率张量是洛仑兹时空转动对称性

规范场强[13]，时空转动对称性所对应的 Noether 流是物质的自旋流密度张量，所以自旋流密度张量是曲

率张量之源。 
下面我们将从非厄米哈密顿量体系(其代表为宇称–时间对称性的哈密顿量体系[3] [4] [5] [6])作为出

发点，从平凡例子到非平凡结果，研究其旋量解、复流形空间内的(规范)标架场、度规、自旋联络等。为

复流形规范场理论建立了数学基础之后，就可以将它与高维引力规范理论[10]对接，因为高维引力规范理

论的复空间微分几何正是上述复流形规范场理论，于是普通的规范场就可以被统一在引力(规范)理论之中

[10]。值得一提的是，本文的写作思路并非唯一(作者的实际研究过程却是与上述写作思路相反)，上面的

写作思路只是为了说明微分几何思想方法在诸领域具有比较广泛的适用性。 

2. 非厄米哈密顿量体系的简单例子：宇称–时间对称电磁或声表面波 

根据量子力学基本原理，可测力学量算符必须是厄米的(即力学量算符或者矩阵的转置再取复共轭后，

仍旧是该算符本身)，否则它的本征值就是复数，而物理可测量必须是实数，因此可测力学量算符必须是

厄米算符。普通量子力学一直奉行着这条“金科玉律”。但实际上，这条要求太严格了，其实它可以放

宽一下。一些人发现，只要力学量算符(如哈密顿量)满足一定的对称性，尽管它并不厄米，但其本征值仍

旧可以为实数(实数本征值谱) [3] [4]，这样的对称性叫宇称–时间对称性[parity-time (P-T) symmetry]。P-T
对称系统可以用人工方法构造，在固体微结构、光学或声学材料结构中可以被设计出来[5] [6]。在光学或

电磁材料中，一个最简单的 P-T 对称系统是：如果介电系数的实部是空间坐标的偶函数，虚部是空间坐

标的奇函数，那么就可以说这样的材料界面结构具有 P-T 对称性质，界面上的电磁波本征模式的相位常

数仍旧是实数(不带虚部)，即表面波在界面上传播时不会被损耗[14] [15] (我们在该两文[14] [15]中虽然研

究的是声 P-T 对称表面波，但是实际上缘起正是受到了来自电磁 P-T 对称表面波的启发)。具体举例说明：

这样的界面材料结构的介电系数为 1 a bε = +i  (在 0x > 区域)， 2 a bε = −i  (在 0x < 区域)。所谓 P-T
对称操作是： x x→− ， t t→− ， →i -i。当对介电系数完成 P-T 对称操作后，界面材料结构的参数

仍旧为本身，例如 1 a bε = +i  (在 0x > 区域)在 P-T 对称操作后变为 2 a bε = −i  (在 0x < 区域)；

2 a bε = −i  (在 0x < 区域)在 P-T 对称操作后变为 1 a bε = +i (在 0x > 区域)，这与对称操作前的结果

其实一样。满足这样的性质的界面就是 P-T 对称电磁材料界面。 
作为对以上抽象观点的实战演练，我们以表面电磁束缚态(表面倏逝波) [15]和一维光子晶体为例来说

明光学或电磁 P-T 对称结构的若干特性。 
表面等离极化激元 (surface plasmon polaritons, SPPs)是一种麦克斯韦方程在(具有负介电系数的)金属

表面上的电磁束缚本征态(表面电磁波模式) [16]。该表面电磁模式因为场强很强，且对外部环境比较敏感，

在光学、材料、化学、生物检测领域有重要应用价值[17]。我们先来研究一下表面电磁波模式的一般理论，

然后把它推广到 P-T 对称表面电磁波模式。 
图 1 是 P-T 对称界面结构，介质 1 (位于 y-z 平面上方)和介质 2 (位于 y-z 平面下方)的介电系数和磁

导率各自互为复数共轭( *
2 1ε ε= 和

*
2 1µ µ= )。我们可以研究简化的情形，即介质 1 和介质 2 的相对磁导

率为 1，只有介电系数为复数共轭( *
2 1ε ε= )。我们设表面电磁波(束缚本征态)的传播方向为 z 方向；在 y
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方向上电、磁场均匀，也即电、磁场关于 y 坐标的导数为零。根据麦克斯韦方程，界面附近的介质 1 和

介质 2 内的电磁场分布为[16] 
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Figure 1. Parity-time symmetric interface. The surface electromagnetic bound state 
can be sustained at the interface (y-z plane) between medium 1 (located in the half 
space of x > 0) and medium 2 (located in the half space of x < 0), if the dielectric 
coefficients (or the magnetic permeability) of medium 1 and medium 2 satisfy the 
condition of parity-time symmetry, and the electromagnetic wave can be confined on 
the interface in the form of surface evanescent wave 
图 1. 宇称-时间对称界面。如果介质 1 (位于 x 轴的正轴区间)和介质 2 (位于 x 轴

的负轴区间)的介电系数(或者磁导率)满足 P-T 对称条件，则介质 1 和介质 2 之间

的界面(y-z 平面)上会呈现表面电磁束缚态，电磁波能以表面倏逝波的形式被约

束在界面上 
 

在上面表达式中，介质 1 和介质 2 内的电磁波(倏逝波)在 x 方向的衰减系数为
2 2

1 0 1kα β ε= − 和
2 2

2 0 2kα β ε= −  (注：
2 2
0 ( / )k cω= ， / cω 为真空波数)。根据电磁边界条件，电场强度在界面上的

切向分量必须连续，即
(0) (0)
1 2y yE E= ，

(0) (0)
1 2z zE E= ；磁场强度在界面上的切向分量也需要连续，即 

(0) (0)
1 2y yH H= ，

(0) (0)
1 2z zH H= 。这意味着

2 2
(0) (0)0 1 0 2
1 2z z

k kE Eε ε
α α

= −
1 2

及
(0) (0)

1 1 2 2y yE Eα α= − 。由于已经有

(0) (0)
1 2z zE E=  和 (0) (0)

1 2y yE E= ，故而这意味着我们就有
(0) (0)
1 2 0y yE E= = 和 1 2ε ε

α α
= −

1 2

 [16] [17] [18]。需要 

指出的是，该电磁场的表面本征态是 TM 模式(因为
(0) (0)
1 2 0y yE E= = ，非零磁场仅在垂直于入射面即 z-x 

平面的 y 方向上) [16]。从关系式 1 2ε ε
α α

= −
1 2

 (由电磁场的边界条件得到)，我们可以得到表面电磁本征态
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(在 x 方向上的束缚态)在 z 方向上的相位常数： 1 2
0

1 2

k ε εβ
ε ε

=
+

 [16] [17]。计算过程如下：关系式

1 2ε ε
α α

= −
1 2

可以被化为
2 2 2 2
1 2 2 1ε α ε α= 。将衰减系数平方

2
1α 和

2
2α 代入进去，我们就有 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 0 2 2 0 1k kε β ε ε β ε− = − ，于是 ( ) ( )2 2 2 2

1 2 0 1 2 1 2kε ε β ε ε ε ε− = − 。这样，我们得到 

( ) 2 2
1 2 0 1 2kε ε β ε ε+ = ，从而表面电磁本征态在 z 方向上的相位常数 β 就这样可以得到。 

讨论 z 方向上的相位常数 β 有特征意义：如果介质 1 和介质 2 内的介电系数 1ε 和 2ε 互为复数共轭， 

*
2 1ε ε=  (即满足 P-T 对称)，那么 1 2

0
1 2

k ε εβ
ε ε

=
+

就为纯实数，也就是说，P-T 对称体系也可以承载表

面电磁束缚态，介质 1 和介质 2 内的电磁衰减系数
2 2

1 0 1kα β ε= − 和
2 2

2 0 2kα β ε= − 是互为复数共 

轭的关系。由此也可以发现该电磁波模式的振幅(除去公共因子 ( )exp z tβ ω  i - )在 x 轴正区间和负区

间也具有复数共轭的关系[15]。 
承载传统的表面等离极化激元的界面条件是需要有金属的负的介电系数(如金属 2 0ε < 、普通介质

1 0ε > 且 2 1ε ε− > ) [16] [17]，现在我们这里不需要负的介电系数，也可以承载电磁表面波。另有一个重

要的不同点是：在传统的光滑金属表面上是无法直接激发出表面等离子波的，因为 

1 2
0 0 1

1 2

k kε εβ ε
ε ε

= >
+

，所以在光滑金属表面上的波数 0 1k ε 无法提供足够的光子动量来产生表面 

等离子波的波数 β  (需要依靠棱镜耦合器来提供多余的波数[16] [17])。但是在 P-T 对称界面结构上，这

一条件不再需要，因为其中之一介质内的波数(如 0 1k ε )足够提供界面上的表面电磁波的波数 β 。 
我们还可以考虑复杂的情形。针对图 1 介质 1 和介质 2 的介电系数和磁导率均各自互为复数共轭的

情形( *
2 1ε ε= 和

*
2 1µ µ= )，此时界面上允许有两种表面倏逝电磁波模式(横磁 TM 和横电 TE 模)：TM 倏

逝表面电磁波( 0yH ≠ 、 0xE ≠ 、 0zE ≠ ； 0y x zE H H= = = )的相位常数是 

1 2 2 1 1 2
0

1 2 1 2

k ε ε µ ε µ εβ
ε ε ε ε

−
= ⋅

+ −
；TE 倏逝表面电磁波( 0yE ≠ 、 0xH ≠ 、 0zH ≠ ； 0y x zH E E= = = )

的相位常数是 1 2 2 1 1 2
0

1 2 1 2

k µ µ ε µ ε µβ
µ µ µ µ

−
= ⋅

+ −
。可以看出，如果介质 1 和介质 2 的介电系数和磁导率均 

各自互为复数共轭( *
2 1ε ε= 和

*
2 1µ µ= )，那么上述 TM 和 TE 模在 P-T 对称界面上的相位常数 β 也都为

实数。 
除了 P-T 对称电磁表面波外，我们曾提出和研究了 P-T 对称声表面波，指出它也可以在声学参量互

为复数共轭的声学材料界面上存在[14] [15]。在声学超材料中，质量密度是一个动力学参量，允许其带有

虚部，如果两种声学介质的动力学质量密度 1ρ 和 2ρ 互为复数共轭(P-T 对称)，那么在由该两种声介质构 

成的界面上的声表面波的相位常数 1 2

1 2

ρ ρωβ
ρ ρκ

=
+

也是纯实数(其中κ 为此两种声学介质的体模量， 

我们暂时设它们相等[14] [15]。当然它们一般是不等的。即使它们不等，它们之间的界面也允许有这样的

声表面波模式)。对于这种 P-T 对称声表面波，我们可以使用类比的方法很容易来理解：我们设介质 1 和

介质 2 的相对磁导率为 1，介质 1 和介质 2 的介电系数互为复数共轭。对于 TM 模(磁场垂直于入射面即
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z-x 平面)，我们有 ( )0, ,0H H=


，其中 yH H= ，且 0y x zE H H= = =  (这是 TM 模特征)。我们定义

一个矢量 ( ),0,z xU E E= −


，那么U


的散度等于 ( )x z z x yE E E−∂ + ∂ = ∇×


，它是旋度 E∇×


的 y 方向。 

根据麦克斯韦方程， E∇×


的 y 方向等于
yH

t
µ
∂

−
∂

 (也即
H
t

µ ∂
−

∂
。本例这里和下面所用的磁导率 µ 和

介电系数ε 都是指绝对磁导率和绝对介电系数)，所以
HU
t

µ ∂
∇⋅ = −

∂



。与此同时，安培环路定律微分方

程
EH
t

ε ∂∇× =
∂





可以化为： x
y z z y

EH H
t

ε ∂∂ − ∂ =
∂

、
y

z x x z

E
H H

t
ε
∂

∂ − ∂ =
∂

、 z
x y y x

EH H
t

ε ∂∂ − ∂ =
∂

。 

由于我们已经设表面电磁波(束缚本征态)的传播方向为 z 方向，在 y 方向上电、磁场均匀(也即电、磁场 

关于 y坐标的导数为零)，那么上述方程对于TM模可以简化为： x
z y

EH
t

ε ∂−∂ =
∂

、0 0= 、 z
x y

EH
t

ε ∂∂ =
∂

。

此可以进一步写为
UH
t

ε ∂∇ = −
∂



。现在我们有结论：
HU
t

µ ∂
∇⋅ = −

∂



 (来自 TM 模的法拉第电磁感应

定律)和
UH
t

ε ∂∇ = −
∂



 (来自 TM 模的安培环路定律)分别可以写为 

0H U
t

µ ∂
+∇⋅ =

∂



， 0U H
t

ε ∂ +∇ =
∂



。 

同时，我们可以回忆起声学横波的方程组[19] [20] 
1 0p u

tκ
∂

+∇⋅ =
∂



， 0u p
t

ρ ∂
+∇ =

∂



， 

其中第一个方程与质量守恒定律有关，第二个方程为牛顿–欧拉方程。在上述声学横波的方程组中， p
为声压，u为流体声学介质质量元的速度或者固体弹性位移 d



的时间导数即 /u d t= ∂ ∂




 (说明：流体内

难以定义弹性位移 d


，因为弹性位移是质量元离开平衡位置的矢量距离，而流体内处处是平衡位置，但

是质量元的速度u仍旧可以定义。故流体力学及其微挠方程即声学方程内的可测物理量是u，而不是 d


)；
ρ 为声学或弹性介质质量密度，κ 为体模量，声速平方为

2 /c κ ρ=s 。可以发现，上述 TM 模电磁波的

方程组与声学横波的方程组在数学结构上是一模一样的：磁场在 y 方向的分量 H 类似声压，矢量

( ),0,z xU E E= −


类似质量元速度矢量u，介电系数ε 类似声学或弹性介质质量密度 ρ ，磁导率 µ 类似 

声学介质内的
1
κ

。有了这样的类比关系，那么对表面电磁波的所有性质[16] [17]的理解可以很容易被移 

植到声波中来理解[14] [15]。 
下面看 P-T 对称光子晶体。将两种介质周期性排列、组装起来，形成 ABABAB……型结构，如果晶

格常数的数量级与光波波长同数量级，那么这构成一维光子晶体[21] [22] [23] [24]。已知一维(无穷长)光
子晶体内的电磁波的色散关系是[25] 

2 1
1 2 1 2

1 2

1cos( ) cos( ) cos( ) sin( )sin( ).
2x x x x

n nK k a k b k a k b
n n

 
Λ = − + 

 
 

这里，设这两种介质的折射率为 1n 和 2n ，其长度分别是 a 和b ，晶格常数为 a bΛ = + 。电磁波在

两种介质内的波数为 1 1 /xk n cω= 和 2 2 /xk n cω= 。根据上述色散关系，我们可以求出电磁波在一维光

子晶体内的波数 ( )K K ω=  [23] [24]。假设这两种介质的折射率 1n 和 2n 为纯实数(虚部小到可以忽略不

计)，根据上述色散关系可以看出，波数 K 要么是纯实数，要么是纯虚数。如果求出来的波数 K 是一个
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纯实数，那么这个对应的频率范围为电磁波的“导带”；如果求出来的波数 K 是一个纯虚数，那么这个

对应的频率范围为电磁波的禁带。如果 1n 和 2n 带有虚部，且虚部满足一定的条件(如 P-T 对称，即 1n 和 2n
的实部相等，虚部互为相反数，且介质周期 a b= )，那么以上性质仍旧保留，即波数 K 要么是纯实数，

要么是纯虚数，故而 P-T 对称光子晶体仍旧可以保留普通光子晶体的一般性质。简要数学分析如下：在

P-T 对称光子晶体中， 1cos( )xk a 和 2cos( )xk b 互为复数共轭，那么 1 2cos( ) cos( )x xk a k b 为纯实数；

1sin( )xk a 和 2sin( )xk b 也互为复数共轭，那么 1 2sin( )sin( )x xk a k b 也为纯实数，于是根据前述光子晶体

色散关系，这要求 cos( )KΛ 也为纯实数，设 K A BΛ = + i，则 
cos( ) cos cos( ) sin sin( )K A B A BΛ = −i i ，结果为 cos cosh sin sinhA B A B−i 。要求它为纯实数，

只有两种可能：要么 0A = ，要么 0B = ，所以光子晶体内的波数 K 要么是纯实数(光波“导带”)，要

么是纯虚数(光波“禁带”)。 

3. 宇称–时间对称性及对一般非厄米哈密顿量体系的分类 

上面已经讲了宇称–时间对称性在电磁学和声学中的实例[14] [15]。下面来讲宇称–时间对称性的一

般理论。我们从量子力学能量本征值方程 Ĥ Eψ ψ= 的角度来考虑有关 P 和 T 变换。在本征值方程 

Ĥ Eψ ψ= 两 边 左 乘 ˆ ˆPT 算 符 ， 得 到
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )PTH PT PT PTEψ ψ− = ， 它 可 以 化 为 

( ) ( )*ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH PT E PTψ ψ=new ，其中新的哈密顿量算符为
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )H PTH PT −=new 。有两种典型情况值得 

专门考虑：(i) 当本征值
*E E=  (能量本征值是实数)且 ˆ ˆH H=new  (哈密顿量具有 P-T 变换不变性或 P-T 

对称性)，那么我们就可以得到 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH PT E PTψ ψ= ，将此方程与原方程 Ĥ Eψ ψ= 比较，就 

可得到 ˆ ˆPT ψ ψ=  (态矢量具有 P-T 变换不变性)；P-T 对称哈密顿量所满足的关系 ˆ ˆH H=new 等价于 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆHPT PTH= 或者 ˆ ˆ ˆ[ , ] 0PT H =  ( ˆ ˆPT 变换算符与哈密顿量 Ĥ 对易，这说明 ˆ ˆPT 算符有确定的本征值， 
ˆ ˆPT 是一个守恒物理量) [3] [4]；(ii) 本征值

*E E= −  (能量本征值是纯虚数)且 ˆ ˆH H= −new  (哈密顿量 

具有反 P-T 变换不变性或反 P-T 对称性[26] [27])，那么我们就可以得到 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH PT E PTψ ψ= ，将 

此方程与原方程 Ĥ Eψ ψ= 比较，我们得到 ˆ ˆPT ψ ψ= ；关系式 ˆ ˆH H= −new 意味着
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )H PTH PT −= − ，即 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆHPT PTH= − 或者 ˆ ˆ ˆ{ , } 0PT H = 。 

当然我们还可以考虑更为一般的情形： Ĥ E φψ ψ= ie  ( E 为实数)。它进一步变形为 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH PT E PTφψ ψ= -i
new e ，其中新的哈密顿量算符为

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )H PTH PT −=new 。该新方程也可以写

为 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH PT E PTφ φψ ψ=i2 i
newe e 。于是将它与 Ĥ E φψ ψ= ie 比较，我们得到 ˆ ˆH Hφ =i2

newe ， 

即
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )PTH PT Hφ − =i2e ，或者 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆPTH HPTφ =i2e 。当 1φ = ±i2e ，分别对应于前面的 P-T 对称[3] [4]和

反 P-T 对称[26] [27]情形。对于 1φ ≠ ±i2e 的情形，我们可以称之为“分数 P-T 对称”。 
上面讲的都是在坐标系统中的 P-T 对称。推而广之，P-T 对称也可以在二态体系中实现。这样的体

系的哈密顿量(二维矩阵)的对角元的实部相等，但虚部为互为相反数。二态体系的例子很多，如二能级原

子体系、磁场中的磁矩、超导约瑟夫森结、耦合波导[5]等。P-T 对称的哈密顿量也可以被推广为反 P-T
对称的哈密顿量[26] [27]。如此，这类物理系统就有 P-T 对称、反 P-T 对称、厄米、反厄米哈密顿量四种

可能性，我们可以用哈密顿量矩阵表达式将它们分别表示为 

0

0ˆ
0

H
γ

γ
∆ + 

=  ∆ − 
PT i

i
，     0

0ˆ
0

H
γ

γ
∆ + 

=  −∆ + 
anti-PT i

i
， 
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*0ˆ
0

H
 Ω

=  
Ω 

Herm
c ，           

*0ˆ
0

H
 Ω

=  
Ω 

anti-Herm
c

i

i
。 

在此基础上，我们可以考虑如下四种组合： 

(1) 0
ˆ ˆ ˆH H H= +PT Herm

c 体系：总哈密顿量为 P-T 对称哈密顿量算符和厄米算符之和，例如 
*

Ĥ
γ

γ
 ∆ + Ω

=  
Ω ∆ − 

i

i
。对此哈密顿量施行 P 变换操作，就是把矩阵元素指标 1 和 2 互换，即

11 22
ˆ ˆH H→ 、 22 11

ˆ ˆH H→ 、 12 21
ˆ ˆH H→ 、 21 12

ˆ ˆH H→ ，得到 *

γ
γ

∆ − Ω 
 Ω ∆ + 

i

i
；施行 T 变换操作，

就是对各个参数取复数共轭，于是得到

*γ
γ

 ∆ + Ω
 

Ω ∆ − 

i

i
，它与原哈密顿量算符 Ĥ 一样，这就是哈密 

顿量算符的 P-T 变换对称性，本征值方程为 ˆ( ) 0H λ ψ− = 。让其本征值方程算符 Ĥ λ− 的行列式为 

零，即

*

det 0
γ λ

γ λ
 ∆ + − Ω

= 
Ω ∆ − − 

i

i
，我们就可以得到

2 2 2 *2 0λ λ γ− ∆ + ∆ + −Ω Ω = 及哈密顿 

量本征值
* 2λ γ± = ∆ ± Ω Ω− 。当

2 *γ ≤ Ω Ω时，本征值为纯实数；当
2 *γ > Ω Ω，本征值为复数，

即此表示 P-T 对称体系会发生破缺，这种形式的 P-T 对称哈密顿量可以在双耦合波导内添加适当的增益

机制来实现，前人对此已有研究[5]。 

(2) 0
ˆ ˆ ˆH H H= +PT anti-Herm

c 体系：总哈密顿量为 P-T 对称哈密顿量算符和反厄米算符之和，例如 
*

Ĥ
γ

γ
 ∆ + Ω

=  
Ω ∆ − 

i i

i i
。我们要求其本征值方程算符 Ĥ λ− 的行列式为零，即 

*

det 0
γ λ

γ λ
 ∆ + − Ω

= 
Ω ∆ − − 

i i

i i
，我们从而得到本征值

* 2λ γ± = ∆ ± −Ω Ω−  

* 2γ= ∆ ± Ω Ω+i 。无论
2γ 和

*Ω Ω关系如何，本征值总是复数。 

(3) 0
ˆ ˆ ˆH H H= +anti-PT Herm

c 体系：总哈密顿量为反 P-T 对称哈密顿量算符和厄米算符之和，例如 
*

Ĥ
γ

γ
 ∆ + Ω

=  
Ω −∆ + 

i

i
。如果本征值方程算符 Ĥ λ− 的行列式

*

det 0
γ λ

γ λ
 ∆ + − Ω

= 
Ω −∆ + − 

i

i
， 

那么本征值方程为
2 2 2 *2 ( ) 0λ γλ γ− − ∆ + +Ω Ω =i ，我们可以得到本征值

2 *λ γ± = ± ∆ +Ω Ωi 。

无论
2γ 和

*Ω Ω之间的关系如何，本征值总是复数。 

(4) 0
ˆ ˆ ˆH H H= +anti-PT anti-Herm

c 体系：总哈密顿量为反 P-T 对称哈密顿量算符和反厄米算符之和，例 

如

*

Ĥ
γ

γ
 ∆ + Ω

=  
Ω −∆ + 

i i

i i
。对此哈密顿量施行 P 变换操作，就是把矩阵元素指标 1 和 2 互换，即

11 22
ˆ ˆH H→ 、 22 11

ˆ ˆH H→ 、 12 21
ˆ ˆH H→ 、 21 12

ˆ ˆH H→ ，得到 *

γ
γ

−∆ + Ω 
 Ω ∆ + 

i i

i i
；施行 T 变换操作，

就是对各个参数取复数共轭，于是得到

*

Ĥ
γ

γ
 ∆ + Ω

− = − 
Ω −∆ + 

i i

i i
。如果本征值方程算符 Ĥ λ− 的行
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列式

*

det 0
γ λ

γ λ
 ∆ + − Ω

= 
Ω −∆ + − 

i i

i i
，那么本征值方程为

2 2 2 *2 ( ) 0λ γλ γ− − ∆ + −Ω Ω =i ，我 

们可以得到本征值
2 *λ γ± = ± ∆ −Ω Ωi 。当

2 *∆ ≤ Ω Ω，本征值为纯虚数。该体系的一个特点是其中

一个模式的衰减率为正，另一模式的衰减率可正可负(即 * 2( )λ γ± = ± Ω Ω−∆i )；当
2 *∆ > Ω Ω时，

本征值为复数，即此反 P-T 对称体系发生破缺。设ϖ γ= ∆ +i ，这种哈密顿量可以写为 
* *

* * *
ˆ

( )
H

γ ϖ
γ ϖ

   ∆ + Ω Ω
= =   

Ω −∆ + − Ω −   

i i i

i i i
。 

这正是一般的反 P-T 哈密顿量形式[26] [27]。 
我们研究任意情形的哈密顿量 Ĥ 及其本征值方程算符 Ĥ λ− 的行列式： 

1 1 1 1

2 2 2 2

ˆ a b e f
H

e f a b
+ + 

=  + + 

i i

i i
，    1 1 1 1

2 2 2 2

det 0
a b e f

e f a b
λ

λ
+ − + 

= + + − 

i i

i i
。 

这可以得到本征值所满足的方程
2 0B Cλ λ+ + = ，其中系数 ( )1 2 1 2 )B a a b b= − + + +i( ，

1 1 2 2 1 1 2 2( )( ) ( )( )C a b a b e f e f= + + − + +i i i i 。C 可以进一步写为 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( )C a a b b e e f f a b a b e f e f= − − + + + − +i 。 

当 1 2a a= ， 1 2b b= − ，这是 P-T 对称所需要的条件；当 1 2a a= − ， 1 2b b= ，这是反 P-T 对称所需

要的条件；当 1 2e e= ， 1 2f f= − ，这是传统厄米性要求；当 1 2e e= − ， 1 2f f= ，这是反厄米性要求。

此形式将上述四种情形写在了一起。 
二能级体系的裸态 e 、g 和缀饰态 ± 之间的转换是么正变换，么正变换不改变哈密顿量本征值。 

由于反厄米耦合的哈密顿量算符
0ˆ

0
H

γ
γ

 
∝  
 

i

i
的本征值是 γ±i ，由此我们推断出只能由

0ˆ
0

H
γ

γ
 

∝  − 

i

i
来生成它(对于负的衰减系数，需要专门的设计来实现)。考虑到 

1 2 1 2

1

2 1 2 1 2

0 00 2 2
0 0 0

2 2

γ γ γ γ
γ

γ γ γ γ γ

+ −   
    

= +     + −     −   
   

i i
i

i
i i

， 

其右边第一个矩阵与单位矩阵成正比，右边第二个矩阵为 P-T 对称矩阵，这说明反厄米耦合的哈密 

顿量算符
0ˆ

0
H

γ
γ

 
∝  
 

i

i
正是构成 P-T 对称的哈密顿量的配件。 

在二态体系中，如果演化方程为 

1

1 1

2 12

t

t

ρ
ρ γρ
ρ γρρ

∂ 
  −∆ Ω     ∂ = +       +∂ Ω ∆       ∂ 

i

-i
， 

其中衰减项为 
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1 1 1

1 2 2

0
(1 )

γρ γρ γρ
γρ γ ρ γρ γ
− − −       

= = +       + + − −       
， 

那么演化方程可以化为 

1

1

22

0t

t

ρ
ργ
ρρ γ γ

∂ 
  ∆ − Ω     ∂ = +      ∂ Ω ∆ −       ∂ 

i

-i
。 

如果能设法(设计合适的外部调控条件)去掉非齐次项
0
γ
 
 
 

，如让能级 2 (或态 2)向第三个能态衰减(衰 

减速率为γ )，那么这就得到一个反 P-T 对称体系。 

如果一个二态体系满足方程

1

1 1

2 22

t

t

ρ
γ ρ

γ ρρ

∂ 
  ∆ − Ω  ∂ =    Ω ∆ −∂     ∂ 

i

-i
，它可以进一步化为 

1 1 2

1 11 2

2 22 1 2

1 02
0 12

2

t

t

ρ γ γ
ρ ργ γ
ρ ρρ γ γ

∂ +   ∆ − Ω       −∂ = −       ∂ + −        Ω ∆ −  ∂   

i

-i

。 

如果能设计适当的调控条件去掉
11 2

2

1 0
0 12

ργ γ
ρ

  −
−   −  

，那么这就是一个反 P-T 对称体系。具体 

说来，可以建议这样来办到：哈密顿量中这一需要被去掉的项具有对角化结构，它在形式上具有二态(二
能级)体系的自由哈密顿量特点，因此我们可以采用“在外加磁场中的塞曼能移效应”或“在外加电场中

的斯塔克能移效应”来将其抵消，即：设两个能级有相反的磁量子数(一般总是可以找到)，那么它们有相

反的磁矩( M


 )，在外磁场内的能级各自会移动频率 /M B+ ⋅
 

和 /M B− ⋅
 

  (塞曼能级移动效应)，因

此我们取适当强度的外加磁场就可以让 /M B⋅
 

与 1 2( ) / 2γ γ− 精确相等，从而由外磁场引起的二能级

体系哈密顿量与前述需要去掉的项精确抵消，使得剩余的哈密顿量算符具有反 P-T 对称结构。 
反 P-T 对称方程也可以在超导隧道结内的准粒子输运过程中实现。描述该准粒子输运过程可以借助

Bogoliubov-de Gennes 方程[28] 

2
2

2
2

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),
2

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),
2

x t x V x x t x x t
t m

x t x V x x t x x t
t m

ψ µ ψ ψ

ψ µ ψ ψ

 ∂
= + − ∇ − + − Γ + ∆ ∂  

 ∂
= − − ∇ − + + Γ + ∆ ∂  



 



 

e
e h

h
h e

i i

i i

 

其中 ( , )x tψ e 与 ( , )x tψ h 分别系电子与空穴波函数， ( )xµ 为电子和空穴化学势， ( )x∆ 为超导能隙[28] 
我们已经在此方程组中添加了耗散(衰减)项 ( , )x tψ− Γ ei 和 ( , )x tψ− Γ hi  (原方程组[28]内无此

二项)，此方程也就具有反 P-T 对称形式。我们认为，在具体实践中，这种在 Bogoliubov-de Gennes 方程

[28]中被添加的耗散(衰减)项 ( , )x tψ− Γ ei 和 ( , )x tψ− Γ hi 可以用温度效应(空穴–电子复合)来产生。 
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4. 具有非厄米哈密顿量的薛定谔方程解 

上面我们已经提出了具有非厄米哈密顿量的体系的分类和特性。下面我们就来求解其薛定谔方程的

解。我们以二态体系为例，研究具有如下哈密顿量算符 

cos sinˆ
2 sin cos

H
φ

φ

θ θ
θ θ

 Ω
=  

− 



-i

+i

e

e
 

的含时薛定谔方程。此处Ω已经被假定为纯实数。如果极角θ  (polar angle)和方位角φ  (azimuthal angle)
都为实数，这样的哈密顿量用于表示电子、中子或质子的自旋磁矩和磁场的耦合，亦可描写经典电磁

波与原子二能级体系的相互作用(拉比振荡)、约瑟夫森隧道电流穿透效应、耦合波导等[7] [8] [9]。这样

的哈密顿量是厄米的( †ˆ ˆH H= )，很多人研究过其定态与含时薛定谔方程的求解[29] [30] [31] (以及见

此几文所引用的其余若干文献。该二态体系有三个生成元。我们曾研究过任意三生成元李代数哈密顿

量系统的薛定谔方程的求解[31])。含时的哈密顿量很容易得到，以经典光场与二能级原子相互作用为

例，设光场为
(0)( ) ( ) cos( )E t E t tω φ= +

 

，那么大家熟知的经典光场与二能级原子相互作用哈密顿量算

符为 

( )ˆ
2 ( )

t
H

t

φ

φ

 +∆ Ω
=  

Ω −∆ 



-i
R

+i
R

e

e
，

 

其中拉比频率为

(0) ( )( ) d E tt ⋅
Ω = −






R  [7]。将此哈密顿量与前面的哈密顿量一般形式比较，我们可以得 

到 cosθΩ = ∆， sin ( )tθΩ = ΩR 与
2 2 2Ω = ∆ +ΩR 。如果经典光场是两个时谐波的合成： 

1 2( ) ( ) ( ) cos[( ) ] cos[( ) ]E t E t E t E t E tω δ φ ω δ φ= + = + + + − +
 

  

，那么我们得到合成的光场为 

( ) 2 cos( ) cos( )E t E t tδ ω φ= +




。于是受调制的波幅为
(0) ( ) 2 cos( )E t E tδ=





。这样一来，在前面的哈

密顿量一般形式中，有关参量 cosθ 、 sinθ 和
2 2 2Ω = ∆ +ΩR 就含有了时间参数。 

在我们的本专题上篇[1]之中，含时薛定谔方程 Ĥ
t

ψ ψ∂
=

∂
i 的解为具有如下结构的态矢量的线 

性组合： 

cos
2,

sin
2

t
γ

λ

λ

 
 

+ =  
  
 

+ie

，      
sin

2,
cos

2

t

γ λ

λ

 
 

− =  
  
 

-i-e

。 

需要说明的是，这是两个最简单的二分量的旋量(旋量是半阶张量，因为将极角λ增加 2π ， , t+ 和

, t− 只是反了一下号；只有当其转动 4π 弧度，即极角λ增加 4π ， , t+ 和 , t− 才恢复为转动前态 

矢)。Lewis-Riesenfeld 不变量算符[32]为
cos sinˆ

sin cos
I

γ

γ

λ λ
λ λ

 
=  

− 

-i

+i

e

e
。上述 , t± 是该不变量算符的本 

征态[1]，含时薛定谔方程的通解是 , t+ 和 , t− 的线性叠加： 

, ,t tc t c tψ + −Φ Φ
+ −= + + −i ( ) i ( )e e ， 

其中允许增加各自的含时相位因子
t±Φi ( )e 。根据薛定谔方程 Ĥ

t
ψ ψ∂

=
∂
i ，利用前人方法[32] [33]  
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[34]，含时相位因子所满足的方程是(在我们的本专题上篇[1]计算出) 

[ ] ( ){ }1 cos cos sin sin cos( ) 1 cos ,
2

λ θ λ θ γ φ γ λ+Φ = − Ω + − + −

  

其中 − +Φ = −Φ   (如果 +Φ 和 −Φ 初始数值为零，那么可以认为它们差一个负号，但绝对值相等)。由不 

变量所满足的方程
ˆ 1 ˆ ˆ[ , ] 0I I H
t
∂

+ =
∂ i

 [32]，不变量算符内的角参数必须满足方程[1] 

sin( )sinλ φ γ θ= Ω − ， [ ]cos sin cot cos( )γ θ θ λ φ γ= Ω − − 。 

需要注意的是，上面哈密顿量算符 Ĥ 内的极角θ 和方位角φ都为纯实数。由于我们在前面考虑了 P-T
对称物理系统，其哈密顿量不再厄米，因此我们也要研究一下非厄米哈密顿量算符，此时哈密顿量 Ĥ 的

极角θ 和方位角φ 可以为复数，那么以上结果(如表达式 , t+ 和 , t− 、λ和γ以及 ±Φ )该是如何选取

呢？我们要证明，其实上述表达式仍旧成立。但需要小心的是，态矢量 , t± 的厄米共轭怎么取？已知当

极角θ 和方位角φ都为实数时(从而λ和γ 也为实数)，态矢量 , t+ 的厄米共轭是 

, cos sin
2 2

t γλ λ + =  
 

-ie ，态矢量 , t− 的厄米共轭是 , sin cos
2 2

t γ λ λ − = − 
 

+ie ，这样的 

, t± 满足正交、归一、完备性条件即 , , , , 0t t t t+ − = − + = ， , , 1t t± ± = ， 
ˆ, , , ,t t t t E+ + + − − =  ( Ê 为单位矩阵)。当θ 和φ为复数时(从而λ和γ 也为复数)，态矢量 , t±

 
的厄米共轭必须仍旧取上述形式(即 cos sin

2 2
γλ λ 

 
 

-ie 和 sin cos
2 2

γ λ λ − 
 

+ie )，因为普通三角函

数关系(例如
2 2cos sin 1

2 2
λ λ
+ = )即使在λ为复数时仍旧成立。但如果按照一般的取厄米共轭操作(转置

和 取复 数 共 轭 ) 方 法来 得 到 , t± 的厄 米 共 轭态 ， 结 果是
*

* *

, cos sin
2 2

t γλ λ 
+ =  

 
-ie 与

*
* *

, sin cos
2 2

t γ λ λ 
− = − 

 
+ie ，利用这样的厄米共轭态，将不再能满足正交、归一、完备性条件，

因为

* *

cos cos sin sin 1
2 2 2 2
λ λ λ λ

+ ≠ ，所以，需要保留哈密顿量为厄米情形时的解的结果，但是改变厄 

米共轭的定义(实际上其目的仍旧是为了保留哈密顿量为厄米情形时的厄米共轭态的数学形式，只是参数

允许取复数)。具体操作是：先将参量λ和γ 看作实数，对不变量本征态求厄密共轭，再将结果中的参量

λ和γ 看作为复数。此为求解复哈密顿量系统的第一种方法。但是这种方法毕竟改变了厄米共轭的定义，

我们能否有一种系统的办法来得到 , t± 的厄米共轭态呢？这是有的，前人已经给出了系统的方法[33]：
先写出哈密顿量和不变量算符的厄米共轭形式 

*

*

* *
†

* *

cos sinˆ
2 sin cos

H
φ

φ

θ θ

θ θ

 Ω
=  

 − 



-i

+i

e

e
，

*

*

* *
†

* *

cos sinˆ
sin cos

I
γ

γ

λ λ

λ λ

 
=  
 − 

-i

+i

e

e
。 

同时 Lewis-Riesenfeld 不变量算符
†Î 所满足的方程的厄米共轭形式是

†
† †

ˆ 1 ˆ ˆ[ , ] 0I I H
t

∂
+ =

∂ i
 [33]。 

新的不变量
†Î 的本征态是 
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*

*

*

cos
2,

sin
2

t
γ

λ

λ

 
 
 + =
 
 
 



+ie

，       

*
*

*

sin
2,

cos
2

t

γ λ

λ

 
 
 − =
 
 
 



-i-e

。 

于是态矢量 , t+的厄米共轭是 , cos sin
2 2

t γλ λ + =  
 

 -ie ， , t−的厄米共轭是 

, sin cos
2 2

t γ λ λ − = − 
 

 +ie 。 这 与 前 面 当 哈 密 顿 量 厄 米 时 ， , t+ 的 厄 米 共 轭

, cos sin
2 2

t γλ λ + =  
 

-ie 、 , t− 的厄米共轭 , sin cos
2 2

t γ λ λ − = − 
 

+ie 刚好是一致的。这样， 

利用新的不变量
†Î 的本征态，上述做法[33]就规范系统了。 

不变量本征值方程是 ˆ , ,iI i t i tε= 。两边左乘 ,j t

，我们可以得到 ˆ, , , ,ij t I i t j t i tε= 

；

另一个不变量本征值方程是 

†ˆ , ,jI j t j tε= 

，两边左乘 ,j t

，我们得到 

*ˆ, ,jj t I j tε= 。于是



*ˆ, , , ,jj t I i t j t i tε=  。将所得到的两个结果相减，推出 ( )*
0 , ,ji j t i tε ε= − 

。由于 

*
jiε ε≠ ，所

以 , , 0j t i t =  (正交条件) [33]。 

如果指标 j i= ，那么不变量 Î 的本征值 

*
iiε ε= 。这很容易理解， Î 如果是厄米的(参数角 ,λ γ 为实 

数)，则不变量本征值是实数；当 Î 内的参数为复数时(参数角 ,λ γ 为复数)，我们要计算本征值方程 


†ˆ , ,iI i t i tε=   [33]。可以看出，
†Î 与 Î 的数学结构一样，只是有关参数变为了复数共轭而已，那么

求 

†ˆ , ,iI i t i tε= 

的本征值，无非就是把 ˆ , ,iI i t i tε= 内的原本是实数的本征值内有关参数变为复数，

所以， 

iε 其实就是
*
iε ，那么 

*
iiε ε= ，而同时允许 , , 1i t i t =  (归一化条件)。 

在前述哈密顿量算符
cos sinˆ

2 sin cos
H

φ

φ

θ θ
θ θ

 Ω
=  

− 



-i

+i

e

e
中， 11Ĥ 与 22Ĥ 为互为相反数，这比较特殊， 

不具有一般性，因此还需要添加上一个单位矩阵算符( ˆg Eξ ie ，其中ξ 、 g 为实数)，因此一般的哈密顿

量算符应是 

cos sinˆ ˆ
2 sin cos

cos sin
.

2 sin cos

g

g

g

H E
φ

φ

φ

φ

θ θ
ξ

θ θ

θ ξ θ
θ θ ξ

  Ω
= +  

−   
 +Ω

=  
− + 





-i
i

+i

i -i

+i i

e
e

e

e e
  

e e

 

这里 1 2θ θ θ= +i 和 1 2φ φ φ= +i 含有四个参量，外加实数ξ 、 g 和Ω三个，共计七个独立参量， 

但是
1 1 1 1

2 2 2 2

ˆ a b e f
H

e f a b
+ + 

=  + + 

i i

i i
的独立参数一共八个( ia 、 ib 、 ie 、 if )，这说明Ω应该取复数为好，如 

ϕΩ = Ω ie 。这样上述用θ 、φ 、ξ 、 g 和Ω表示的哈密顿量算符就具有一般性了。如果Ω为复数，
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ϕΩ = Ω ie ，那么 
'

'

'cos sin cos ' ' sin '
2 2sin cos sin ' cos ' '

g g

g g

ϕ φ φ

φ φ

θ ξ θ θ ξ θ
θ θ ξ θ θ ξ

Ω   Ω  + +
=   

− + − +   

 

i i -i i -i

+i i +i i

e e e e e

e e e e
， 

其中 1 2θ θ θ= +i 、
' '

1 2'θ θ θ= +i ，实数
'

1θ 、
'
2θ 、 'ξ 、 'g 和 'Ω 待定，而复数φ 不变。而在上面矩阵

方程内，独立的方程一共有六个，即下述三个方程的实部和虚部各自成立： 
'(cos ) '(cos ' ' )g gϕ θ ξ θ ξΩ + = Ω +i i ie e e ，

'( cos ) '( cos ' ' )g gϕ θ ξ θ ξΩ − + = Ω − +i i ie e e 和

sin 'sin 'ϕ θ θΩ = Ωie 。由于每个方程内左右两边的实部和虚部要各自相等，因此上述方程其实一共 

有六个，这意味着我们无法将因子
ϕie 消去，但可以通过某个么正变换(如 † †

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' UH U HU U
t

∂
= −

∂
i  [34]) 

将该因子消去。不过上法(求解复哈密顿量系统的第一种方法)对于Ω为复数的情形也仍旧成立，所以其

实也不必消去因子
ϕie 再来求解。 

5. 一些非厄米哈密顿量体系的具体实现方案(二能级原子体系) 

我们先来看反厄米耦合如何产生。反厄米耦合可以在一定条件下的二能级(或二态)系统中产生。下面

提出一个方案。一个典型的二能级体系的哈密顿量可以写为 

( ) ( ) ( )Ĥ φ φγ γ= ∆ + + ∆ + + Ω +  

i -i
e e g gi e e i g g e g e e e g 。 

裸态 e 、 g 和缀饰态 ± 可以互相表达(选取 c为纯实数， s 为复数，满足
2 * 1c s s+ = )： 

c s+ = +e g ，
*c s− = −g e ； c s= + − −e ，

*c s= − + +g 。 

自由哈密顿量内的算符 e e 、 g g 和跃迁算符 g e 、 e g 可以用缀饰态 ± 表示出来，结

果是 

2 * *

2 * *

,

.

c s s cs cs

c s s cs cs

= + + + − − − + − − − +

= − − + + + + − + + + −

e e

g g
 

2 * 2 * *

2 2

( ) ,

.

c s cs cs

c s cs cs

= − + − + − − − − + + +

= + − − − + + + + − − −

g e

e g
 

在自由哈密顿量算符 ( ) ( )0Ĥ γ γ= ∆ + + ∆ + e e g gi e e i g g 中，+ + 和 − − 的系数是 

( ) ( )2 *C c s sγ γ++ = ∆ + + ∆ + e e g gi i ， ( ) ( )* 2C s s cγ γ−− = ∆ + + ∆ + e e g gi i 。 

+ − 和 − + 的系数是 

( ) ( )*C cs γ γ+−  = ∆ −∆ + −  g e g ei ， ( ) ( )C cs γ γ−+  = ∆ −∆ + −  g e g ei 。 

这样，用裸态 e 、 g 表示的相互作用哈密顿量可以被用缀饰态 ± 表示为 

( )
( ) ( )

( )( )

2 2 2 * 2

*

( )

.

c s c s

cs cs

φ φ

φ φ φ φ

φ φ

Ω +

 = Ω − + + − + − 

+ Ω + + + − −







i -i

i -i -i i

i -i

  e g e e e g

e e - e e

e e -
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在缀饰态 ± 基矢表象下，它可以被写为矩阵形式 ˆ H H
H

H H
++ +−

−+ −−

 
=  
 

dressed ，其中的四个矩阵元为 

 

我 们 可 以 看 出 ， H+− 内 的 ( ) ( )* 2 * 2( )cs c sφ φ∆ − ∆ + Ω − 

-i i
g e e e 和 H−+ 内 的

( ) ( )2 2cs c sφ φ∆ − ∆ + Ω − 

+i -i
g e e e 互为复数共轭，它们只产生厄米共轭的哈密顿量。为了得到非厄

米(如反厄米)的哈密顿量，我们只要令 ( ) ( )* 2 * 2( ) 0cs c sφ φ∆ − ∆ + Ω − = 

-i i
g e e e 。它有多种可能性：

如果
2 1/ 2c = 、

* 2( ) / 2s φ= -2ie 且∆ = ∆ = ∆g e ，那么复数共轭为零，此时 / 2s φ= ie ， 

* / 2s φ= -ie 。剩余的量是 ( )
2

H φ γ γ+− = −
 -i

g ei e 和 ( )
2

H φ γ γ−+ = −
 i

g ei e  (这两个非对角矩阵元

具有反厄米形式)。这时， H++和 H−−为 ( ) ( )
2

H γ γ++ = ∆ +Ω + +


 e gi ， 

( ) ( )
2

H γ γ−− = ∆ −Ω + +


 e gi 。最终我们得到的在缀饰态 ± 基矢表象下的哈密顿量算符为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2ˆ

2 2

H H
H

H H

φ

φ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

++ +−

−+ −−

 ∆ +Ω + + −  
= =   

   − ∆ −Ω + + 
 

 



 



-i
e g g e

dressed
i

g e e g

i i e

i e i

。 

如果 0∆ = ，那么上述哈密顿量与

*

* * *
ˆ

( )
H

ϖ
ϖ

 Ω
=  

− Ω − 

i

i
结构一样，这正是一般的反 P-T 哈密顿 

量形式[26] [27]。 
我们再回到一开始用裸态 e 、 g 表示的哈密顿量。它的矩阵形式是(以裸态作为基矢量) 

( )
( )

ˆ .H
φ

φ

γ
γ

 ∆ + Ω
=   Ω ∆ + 


-i
e e

i
g g

i e

e i
 

设能量本征值为 χ ，那么
( )

( )det 0
φ

φ

γ χ
γ χ

 ∆ + − Ω
=  Ω ∆ + − 

-i
e e

i
g g

i e

e i
。于是本征值所满足的方程 

为 ( ) ( ) ( )( )2 2 0χ γ γ χ γ γ − ∆ + + ∆ + + ∆ + ∆ + −Ω = e e g g e e g gi i i i 。态矢量为 

c cχ+ = +e+ g+e g ，其中系数为 c K+= Ωe+ 和 ( )c K φ γ χ+ += − ∆ + −  
i

g+ e ee i ； 

c cχ− = +e- g-e g ，其中系数为 c K−= Ωg- 和 ( )c K φ γ χ− − = − ∆ + − 
-i

e- g ge i 。 

与缀饰态 c s+ = +e g 、
*c s− = −g e 比较，我们有缀饰态内的裸态系数 c c= e+ 和

s c= g+。 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 * *

* 2 *

* 2 * 2

2 2

,

,

( ) ,

.

H c s s cs cs

H s s c cs cs

H cs c s

H cs c s

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

++

−−

+−

−+

= ∆ + + ∆ + + Ω +

= ∆ + + ∆ + − Ω +

 = ∆ −∆ + − + Ω − 
 = ∆ −∆ + − + Ω − 

  

  

 

 

i -i
e e g g

i -i
e e g g

-i i
g e g e

i -i
g e g e

i i e e

i i e e

i e e

i e e
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我们在缀饰态表象下得到了二能级原子体系的反 P-T对称的哈密顿量算符 Ĥdressed 。我们可以看到，

在两个缀饰态 ± 之间的拉比振荡，是反 P-T 对称的拉比振荡。以上只用到半经典理论方法(驱动两个裸

态之间的跃迁的光场是经典场)。如果使用全量子理论方法来处理，那么也可以得到类似的反 P-T 对称的

哈密顿量算符，于是这可以让我们研究反 P-T 对称的二能级原子布居数量子塌缩–复苏效应。 

6. 一些非厄米哈密顿量体系的具体实现方案(Ilinski 的金融市场模型) 

在非物理领域，我们亦可以见到非厄米哈密顿量体系的例子。下面举一个金融物理学例子。在金融

市场中，研究现金和股票的交易，从业人员需要分析短时间内的动态行为，如果将 1
1 1

ϑψ ρ= -e 和
2

2 2
ϑψ ρ= -e 分别称作现金和股份的“流场”， 1ρ 和 2ρ 分别表示资金流的密度，金融学的规范理论研

究者 Ilinski 建立了分析该交易市场演化的动力学方程[35] [36]。我们发现该方程在形式上很类似关于超导

隧穿电流的约瑟夫森效应费曼唯象方程，只要把有关参量(如耦合系数、能级能量、库伯对波函数相位)
由纯实数变为纯虚数即可。我们先来看超导约瑟夫森效应方程。 

两块超导材料之间靠近时(用金属或绝缘体相隔)会表现出弱接触现象，具体体现为超导库伯对电子可

以穿过隔绝层材料发生隧道贯穿效应[37] [38]，两块超导体之内的超导电子对波函数的相位之间有关联，

这就是约瑟夫森效应[37] [38] [39]。如果两块超导材料之间用绝缘层相隔，则绝缘层材料厚度可以为十纳

米到几十纳米就可以发生弱耦合；如果用金属材料相隔，那么金属层厚度可以取几微米量级，即当隔绝

材料自由电子数密度越大，厚度更大也能实现弱接触[38] [39]；如果采用半导体材料作为两块超导材料之

间的隔绝层，那么材料厚度需要介于两者之间(如 0.1 微米到 1 微米之间)。 
设 1ψ 和 2ψ 分别是左右两块超导体内库伯电子对的波函数，那么约瑟夫森效应的费曼唯象方程

(phenomenological equation)是[39] 

*1
1 1 2K

t
ψ εψ ψ∂

= +
∂

i ， 2
2 2 1K

t
ψ ε ψ ψ∂

= +
∂

i 。 

之所以称之为唯象方程，是因为该方程不探究约瑟夫森效应的本源和具体机制(本源机制要用量子场

论探讨)。所谓唯象方法、唯象理论，是指先不关心物理过程背后的本质，只利用一些对称性、守恒量等

对表面上的现象建立起数量联系。在超导约瑟夫森效应中，表面上的现象是隧穿过程中库伯对数守恒。

我们知道，在二能级原子布居数概率的拉比振荡中，上下两能级的电子概率之和是守恒的( 1 2 1ρ ρ+ = )，
遵守这样的规律的哈密顿量一般为 SU(2)群三个生成元的叠加。由此可以受到启发，人们也可以直接写出

上面的费曼唯象方程。费曼唯象方程与二能级原子布居数概率的拉比振荡方程是一模一样的。根据传统

做法，令两个库伯电子对波函数分别为 1
1 1

θψ ρ= ie 、 2
2 2

θψ ρ= ie ，费曼唯象方程可以被化为[39] 

1 1 2

2 2 1

*1 1
1 1 1 2

1

2 2
2 2 2 1

2

,
2

.
2

K
t t

K
t t

θ θ θ

θ θ θ

ρ θρ ε ρ ρ
ρ

ρ θρ ε ρ ρ
ρ

 ∂ ∂
− = + 

∂ ∂  
 ∂ ∂

− = + 
∂ ∂  









i i i

i i i

i
e e e

i
e e e

 

上述第一个方程两边除以 1

12
θ

ρ
 ie  (为了方便，我们取耦合系数或者隧穿系数 K 为实数)，于是得 

到 

2 1 )1 21 1 1 1
1

22 2 .K
t t

θ θρ ρρ θ ε ρρ −∂ ∂
− = +

∂ ∂  

i(i e  
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上述方程的实部和虚部分别为 

1 21
2 12 sin( )K

t
ρ ρρ θ θ∂

= −
∂ 

，     1 1 2
2 1

1

cos( )K
t
θ ε ρ θ θ

ρ
∂

= − − −
∂  

。 

同理，对于上面第二个费曼唯象方程，我们也很容易得到 

1 22
2 12 sin( )K

t
ρ ρρ θ θ∂

= − −
∂ 

，     2 2 1
2 1

2

cos( )K
t
θ ε ρ θ θ

ρ
∂

= − − −
∂  

。 

上面四个方程是约瑟夫森效应应用研究中被常用到的四个方程[39]。 
下面我们作推广。如果 K L= i  (纯虚数)， 1 1ε χ= i  (纯虚数)， 2 2ε χ= i  (纯虚数)， 1 1θ ϑ= i  (纯 

虚数)， 2 2θ ϑ= i  (纯虚数)，于是前述方程 2 1 )1 21 1 1 1
1

22 2K
t t

θ θρ ρρ θ ε ρρ −∂ ∂
− = +

∂ ∂  

i(i e 需要变为 

2 1 )1 21 1 1 1
1

22 2 .L
t t

ϑ ϑρ ρρ ϑ χ ρρ −∂ ∂
− = +

∂ ∂  

-(i i i i e  

则 1ρ 和 2ρ 所满足的方程为 

2 1

1 2

)1 21 1 1 1
1

)2 12 2 2 2
2

22 2 ,

22 2 .

L
t t

L
t t

ϑ ϑ

ϑ ϑ

ρ ρρ ϑ χ ρρ

ρ ρρ ϑ χ ρρ

−

−

∂ ∂
− = +

∂ ∂

∂ ∂
− = +

∂ ∂

 

 

-(

-(

e

e

 

这里的方程只有两个，而变量却有四个( 1 2 1 2, , ,ρ ρ θ θ )。不妨引入几个其它条件，例如 

1 1 1
1

22 f
t
ϑ χ ρρ ∂

− = +
∂ 

和 2 2 2
2

22 f
t
ϑ χ ρρ ∂

− = +
∂ 

 (虽然这里有两个等式，但由于 f 暂时未知，故这 

里实际上相当于只引入了一个条件)，将上述 1ρ 和 2ρ 所满足的两个方程相减，得到 

( ) ( )2 1 1 21 2 ) )1 22 .L
t

ϑ ϑ ϑ ϑρ ρ ρ ρ − −∂ −
= −

∂ 

-( -(e e  

再假设 1 2 1ρ ρ+ =  (引入第二个条件)，那么 1 2

t t
ρ ρ∂ ∂

= −
∂ ∂

。于是上式变为 

( )1 21 2
1 22 sinh .L

t t
ρ ρρ ρ ϑ ϑ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ 

 

将前述 1ρ 和 2ρ 所满足的两个方程相加，我们得到 ( )2 1 1 2) )1 22 2f L ϑ ϑ ϑ ϑρ ρ − −= +


-( -(e e ，即

( )1 2
1 22 coshf L

ρ ρ
ϑ ϑ= −



。于是， 1 1 1
1

22 f
t
ϑ χ ρρ ∂

− = +
∂ 

化为 

( )1 21 1 1
1 1 2

22 2 coshL
t

ρ ρϑ χ ρρ ϑ ϑ∂
− = + −

∂  

，也即 

( )1 1 2
1 2

1

coshL
t
ϑ χ ρ ϑ ϑ

ρ
∂

= − − −
∂  

。 
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同理，我们也可以得到 

( )2 2 1
1 2

2

coshL
t
ϑ χ ρ ϑ ϑ

ρ
∂

= − − −
∂  

。 

以上关于 1

t
ρ∂
∂

、 2

t
ρ∂
∂

、 1

t
ϑ∂
∂

、 2

t
ϑ∂
∂

的方程正好就是经济学(金融物理学)中体现现金和股份“流场” 

的演化方程[35] [36]，但我们的上述推导方法与 Ilinski 的方法[35] [36]不同。 
虽然我们看不出 P-T 对称和反 P-T 对称有何真正重要的基础原理意义，也看不出其在应用上的真正

的实用价值(它们的哈密顿量或电磁介质的介电系数实部和虚部要求精确满足一定的条件，但这些条件在

实验上可能并不稳定)。尽管略带讨巧取宠的概念会引起兴趣从而成为热门的点子，但毕竟其作为一个存

在，它推广了传统量子力学的厄米对称性的约束要求，研究它亦有一些意义，如我们可以从新的角度看

待量子力学的原理(其中一条原理要求量子力学的力学量必须要用厄米算符表示)。我们也可以推广粒子拉

格朗日量的质量项或者相互作用项，例如薛定谔方程的拉格朗日量密度为 

( )* * *

2
Vψ ψ ψψ ψ ψ= − −



 


i
，其中 P-T 对称的相互作用势能项可以为

' '' 0
0 ' ''

V V
V

V V
+ 

=  − 

i

i
。 

但这个相互作用拉格朗日量密度
*Vψ ψ− 不是实数，我们还必须要加一个复数共轭

* *( )Vψ ψ− ，于是得 

到 ( )* * * * *1 ( )
2 2

V Vψ ψ ψψ ψ ψ ψ ψ = − − + 


 


i
，其中相互作用耦合项为 

* * *
1 1 2 2( ' '') ( ' '')V V V V Vψ ψ ψ ψ ψ ψ= + + +i i 。但这样一来，与 ''V 有关的贡献自动消失。如果在拉格

朗日量密度中不添加
*Vψ ψ− 的复数共轭项

* *( )Vψ ψ− ，这样的相互作用拉格朗日量密度就不具有么正

性。所以，P-T 对称无法出现在实数的拉格朗日量密度中，它只能被手动(by hand)放入场方程或运动方程

之中。同样的道理，在 Klein-Gordon 场和 Dirac 场的拉格朗日量密度中，
* 2Mψ ψ− 和 Mψ ψ− 内的与

P-T 对称有关的贡献项也是自动消失的。 

7. 非齐次薛定谔方程的解 

在量子力学中，薛定谔方程通常为齐次方程，即右端源项为零。但是，在较为复杂的系统中，非齐

次薛定谔方程也是常见的，例如一个大系统内的子系统所满足的方程，一般是非齐次的。比较典型的情

形是体现量子相干性的三能级原子系统的“电磁感应透明”效应(描述此三能级系统与两个光场的耦合

作用的薛定谔方程本身是齐次方程，但是如果我们令大多数原子布居在基态能级，那么两个高能级的概

率幅所满足的方程是非齐次薛定谔方程；在用密度矩阵表示的方程中，也出现了非齐次源项)。半导体受

到光学或热学激发，电子–空穴对产生，自由粒子数不守恒，这也可以对应非齐次薛定谔方程。至于在

光学中，非齐次薛定谔型方程就更常见了，因为麦克斯韦方程本身就是非齐次方程(由于电流密度项的存

在)，而在一定条件下，麦克斯韦方程可以改写为薛定谔方程的形式。 

我们来研究一下获取非齐次薛定谔方程 Ĥ J
t
ψ ψ∂

= +
∂
i 的解的一般方法。显然，因为齐次 

方程的解本身满足完备性条件，那么非齐次方程的解可以用齐次方程的解来展开，只是展开系数并非是

常系数了，而是时空坐标的函数。展开系数最终由源项 J 和哈密顿量算符 Ĥ 一起决定。例如，对于一

个二态系统，齐次方程的解为 

1, , exp( )
2

t tψ+ = + + Φi ，   
1, , exp( )
2

t tψ− = − − Φi 。 
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它们满足齐次薛定谔方程： ˆ, ,t H t
t
ψ ψ+ +

∂
=

∂
i 、 ˆ, ,t H t

t
ψ ψ− −

∂
=

∂
i 。于是上述非齐次

薛定谔方程的解可以写为 , ( ) , ( ) ,t C t t C t tψ ψ+ + − −Ψ = + 。我们将它代入非齐次薛定谔方程

Ĥ J
t
ψ ψ∂

= +
∂
i 之中，得到 

ˆ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,C t t C t t H C t t C t t J
t

ψ ψ ψ ψ+ + − − + + − −

∂
 +  =  +  +   ∂

i 。 

方程左边展开为 

( ) , ( ) ,

, ,( ) ( ), , ( ) ( )

( ) ( ) ˆ ˆ, , ( ) , ( ) , .

C t t C t t
t

t tC t C tt t C t C t
t t t t

C t C tt t C t H t C t H t
t t

ψ ψ

ψ ψ
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

+ + − −

+ −+ −
+ − + −

+ −
+ − + + − −

∂
 +  ∂

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= + + +
∂ ∂



   

 

  i

i i i i

i i

 

方程左右两边消去相等项，得到
( ) ( ), ,C t C tt t J
t t

ψ ψ+ −
+ −

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 i i  (即展开系数不再是常 

系数，而是由源 J 决定)。然后在两边左乘 , tψ+ 和 , tψ− ，利用正交条件 , , 0t tψ ψ+ − = ，得到 

( ) ,C t t J
t

ψ+
+

∂
=

∂
i ，

( ) ,C t t J
t

ψ−
−

∂
=

∂
i 。 

于是我们就可以得到非齐次方程的解中的叠加系数(展开系数) 
0

1( ) , (0)
t

C t t J t Cψ+ + += +∫


d
i

和
0

1( ) , (0)
t

C t t J t Cψ− − −= +∫


d
i

，其中常量 (0)C± 由初始条件决定。由于 , tψ+ 和 , tψ− 由齐次 

方程的哈密顿量决定，故而我们说叠加系数 ( )C t± 最终是由源项 J 和哈密顿量算符 Ĥ 一起决定。 

8. 等效规范势产生的条件与一般性证明 

量子力学和经典场论内的薛定谔方程、克莱因–戈登方程、狄拉克方程都满足规范对称(不变)性。在

没有相互作用时，这些场满足整体规范(相位)变换不变性(规范对称性其地位与时空平移对称性等同)；当

涉及相互作用时，这些方程需要满足局域规范对称性，其普通导数 µψ∂ 要用协变导数 ( )gAµ µ ψ∂ −i 代

替。电磁场和 Yang-Mills 场是最常见的基本规范场，但是实际上，在物理系统和其它系统(例如金融物理

学[35] [36])有很多规范场存在的例子。由于我们已知规范势 Aµ 起着协调不同时空点上的场量 ψ的相位关

系和起着粘接场量(波函数 ψ)的作用，本作者又受到“有限元”方法思想的启发，于是给出一个一般性论

证，提出和证明了一个定理：一个用微分方程描述的物理系统，如果其解不可分离变量，就会呈现有效

规范势。作为一个特例，如果系统内的演化可以被近似划分为快变和缓变(绝热)两类过程，那么快变过程

就会呈现有效规范势。需要说明的是，前人已经发现和应用此特例内容，例如在处理分子内原子振动问

题的波恩–奥本海默近似中表现出来的诱导规范势等问题[40] [41] [42] [43]。虽然这一绝热方法是贝利几

何相位研究的重要路子[40] [41] [42]，但下面将证明，有效规范势的存在与系统过程是否绝热(或者是否

可以被划分为快变和缓变过程)无关，或者说这些条件[40] [41] [42]不是本质的(使用这些绝热条件，只是
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为求解问题带来方便而已)。 
在工程领域，有限元(分析)法是一种用于求解各类偏微分方程的重要数值(近似)方法[44]。在求解过

程中，研究者对所关心的时空区间进行离散化，即求解区域由很多有限元(子域或单元)组成，对每个子域

或单元求解，再获得整域的总解，即用有限数量的离散子域解的组合去逼近真实系统的解[44] [45]。本作

者受到这一观念的启发，认为有限元思想可能其实就是规范场思想，同时根据其“对时空区域进行离散

化”的精神，认为离散格子之间需要规范势粘接和协调，本作者给出了如下证明有效规范势存在的数学

论证。 
我们研究一个一般的体系，设其场方程或运动方程为 ( ) 0F µ

µ ψ∂ ∂ = 。在一个体系内，如果坐标

变量可以分为两类： x 类和 z 类(或 xµ
类和 zµ

类)，且解关于 z 的过程可以分为快变和缓变两类(例如在

非均匀波导内，电磁场随着波导纵向坐标 z 为快变，但波导有非均匀横截面边长，这导致电磁波横向波

数随着波导纵向坐标 z 而发生慢变)，我们可以将纵向坐标 z 分成一个个离散的小格子，每一个格子有时

空坐标数值( x ， z 和时间 t )。求解具有缓变参数的过程，得到格子内的解 , ,
i

x z t  (下标 i 表示各种本征

态矢量指标。 , ,x z t 是该格子区域子系统内的空间和时间坐标)，在每个格子内将缓变参数(如坐标 z )暂
时当作定值，然后计算求解快变过程方程，得到 ( , )if z t 。这样，某个格子内的完整的解是 ( , ) , ,i i

f z t x z t
( z 的每一个数值代表一个格子)，它是方程 ( ) 0F µ

µ ψ∂ ∂ = 在这个格子内的特解，那么整个体系的通解 

为 ( , ) , ,i i
i

f z t x z tψ =∑  (为方便，已经把线性叠加系数合并入 ( , )if z t )。ψ 不可分离变量(似“纠 

缠态”)，因为 z 在 ( , )if z t 和 , ,
i

x z t 都含有。解 ψ 满足方程 ( ) 0F µ
µ ψ∂ ∂ = 。为了方便，我们先

研究解的导数： 

( , ) , , ( , ) , ( , ) , ,i i ii i i
i i i

f z t x z t f z t x t f z t x z tµ µ µ µψ  ∂ = ∂ = ∂ + ∂ ∑ ∑ ∑ 。 

对它两边左乘慢变态矢量 , ,
j

x z t  (它关于坐标 z 慢变)，我们得到 

, , , , ( , ) , ,

( , ) , , , , ( , ) , , , , .

ij j i
i

i ij i j i
i i

x z t x z t f z t x z t

f z t x z t x z t f z t x z t x z t

µ µ

µ µ

ψ∂ = ∂

 = ∂ + ∂ 

∑

∑ ∑

  
 

内积 , , , ,
j i

x z t x z t 是关于指标 x 的内积，而坐标 z 是它的慢变参量。再利用正交条件

, , , , ijj i
x z t x z t δ= ，我们可以得到 

( )

, , ( , ) , , , , ( , )

( , ) , , , , ( , )

( , ).

j ij j i
i

j ij i
i

ji ji i

x z t f z t x z t x z t f z t

f z t x z t x z t f z t

gA f z t

µ µ µ

µ µ

µ µ

ψ

δ

∂ = ∂ + ∂

 = ∂ − ∂  

= ∂ −

∑

∑            i i

            i

 

注意，最后一步使用了爱因斯坦重复指标求和规则(关于相同指标 j 求和)，故而省去了求和符号。于

是我们得到重要关系 

( ), , ( , )ji ji ij
x z t gA f z tµ µ µψ δ∂ = ∂ −i 。 

该式显示，待求的快变解 ( , )if x t 的导数变为了协变导数(包含了规范势项 jigAµ−i ， 
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, , , ,ji j i
gA x z t x z tµ µ= ∂i )。我们再得到 

( ), , , , , , ( , )ji ji ij j j
x z t x z t x z t gA f z tµ µ µψ δ∂ = ∂ −i 。这里仍旧使用关于重复指标 j 求和规

则和完备性条件 , , , ,
j j

x z t x z t I=  (单位矩阵)，那么 

( ){ }( , ) , ,ji ji i j
gA f z t x z tµ µ

µ µ µψ δ ∂ ∂ = ∂ ∂ − i 。与上面计算类似，我们得到结果 

( ){ }
( )( )

, , , , ( , ) , ,

( , ).

ji ji ik k j

kj ji ji i

x z t x z t gA f z t x z t

gA gA f z t

µ µ
µ µ µ

µ µ
µ µ

ψ δ

δ

 ∂ ∂ = ∂ ∂ − 

= ∂ − ∂ −

i

              i i
 

注意：上面使用了重复指标 j 求和规则。再在上面结果左乘 , ,
k

x z t ，获得 

( )( ), , , , , , ( , )kj ji ji ik k k
x z t x z t x z t gA gA f z tµ µ µ

µ µ µψ δ∂ ∂ = ∂ − ∂ −i i 。考虑到完备性条件

, , , , 1
k k

x z t x z t =  (关于重复指标 k 求和)，我们得到 

( )( ) ( , ) , ,kj ji ji i k
gA gA f z t x z tµ µ µ

µ µ µψ δ ∂ ∂ = ∂ − ∂ − i i 。 

依此类推，设
µ

µ∂ ∂ 的任意函数是 ( )F µ
µ∂ ∂ ，那么 ( )F µ

µ ψ∂ ∂ 可以化为 

( ) ( ){ }( )( ) ( , ) , ,kj ji ji i k
F F gA gA f z t x z tµ µ µ

µ µ µψ δ∂ ∂ = ∂ − ∂ −i i 。 

这样一来，原先的(仅含有普通导数算符的)方程 ( ) 0F µ
µ ψ∂ ∂ = ，现在就可以化为新的带有协变

导数算符的方程 

( ){ }( )( ) ( , ) , , 0kj ji ji i k
F gA gA f z t x z tµ µ

µ µδ∂ − ∂ − =i i 。 

由于所有的慢变解 , ,
k

x z t 线性独立，所以，快变解 ( , )if z t 只能满足方程 

( )( )( ) ( , ) 0kj ji ji iF gA gA f z tµ µ
µ µδ∂ − ∂ − =i i 。也就是说，原始方程 ( ) 0F µ

µ ψ∂ ∂ = 比起现在得到

的 ( , )if z t 的方程来，形式一样，只是在普通导数项上多了一项规范势( gAµ−i )。需要指出的是，坐标变

量分为两类： x 类和 z 类。 ( , )if z t 内不含 x 类坐标，所以方程 

( )( )( ) ( , ) 0kj ji ji iF gA gA f z tµ µ
µ µδ∂ − ∂ − =i i 可以简化为： 

( )2( )( ) ( , ) 0z z x
kj z ji zji kj xji iF gA gA g A A f z tδ∂ − ∂ − − =i i 。又因为呈现的(emergent)规范势是 

, , , ,ji j i
gA x z t x z tµ µ= ∂i ，其中 , , , ,zji zj i

gA x z t x z t= ∂i 确实是规范势，但是 

, , , ,xji xj i
gA x z t x z t= ∂i 其实不是规范势。可以设

2 2 ( )x
kj xji i kig A A zβ δ− =  ( 其中 ( )i zβ 是

, ,
i

x z t 的特征值)，那么原方程可以被化为如下形式 

( )2( )( ) ( ) ( , ) 0z z
kj z ji zji i ki iF gA gA z f z tδ β δ∂ − ∂ − + =i i 。 

我们从所呈现的规范势 , , , ,zji zj i
gA x z t x z t= ∂i 看出，该等效规范势来自于一个条件：原始方 

程的解 ( , ) , ,i i
i

f z t x z tψ =∑ 无法分离变量，即原本出现在快变函数 ( , )if z t 的 z 类坐标也出现在

, ,
i

x z t  (关于 z 类坐标的慢边函数)。整个体系的通解 ( , ) , ,i i
i

f z t x z tψ =∑ 正是一个关于快变和慢 

变过程的“纠缠态”(由于关于一切态矢量求和的存在，“纠缠态”无法被写成 ( , )if z t 类解和 , ,
i

x z t
类解的直积形式，也即它无法被分离变量)。上面我们关于“快变函数”和“慢变函数”的用词，只是一
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个因历史习惯而产生的称呼(因为前人文献如[40] [41] [42] [43]以及所引用的其它文献中一般会涉及绝热

条件假设)。上面的结论实际与“快变”和“慢边”过程无关，只要解无法分离变量即可。规范势是用来

调整、粘接格子与格子之间的解的，每个格子内的解独立，但是作为整体的解，它们需要被粘接起来。

起着粘接作用的衔接场正是这里的等效规范势 Aµ 。在量子场论中有格点规范理论[46]，作为一种正规化

手段，用来研究低能强相互作用，其也将空间分成离散的格子。类似这里的做法，在格点规范理论方法

中，也可以有这样的等效规范势效应。 
作为上面理论方法的一个实例，我们来具体考虑横截面渐变的波导内的波动方程。波导内的

Helmholtz 方程为 ( )2 2 2 2 0z x y k ψ∂ + ∂ + ∂ + = 。先考虑均匀波导。它的解一般可以写为如下分离变量的 

形式 , ,
( ) , ; ,m n m n

f z x y a bψ = ，其中 , ( )m nf z 和
,

, ; ,
m n

x y a b 分别为传播方向( z 轴方向)上的波函数 

和横截面上的波函数， ,a b为矩形横截面边长。于是 Helmholtz 方程写为 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
, ,, ,

( ) , ; , ( ) , ; , 0z x y z m n m n x ym n m n
k f z x y a b f z k x y a bψ∂ + ∂ + ∂ + = ∂ + ∂ + ∂ + = 。 

它可以分离变量为两个独立方程(传播方向和横截面上的方程各自独立)： 

2 2
, , ,( ) ( )z m n m n m nf z f zβ∂ = − ， ( )2 2 2 2

,, ,
, ; , , ; ,x y m nm n m n

k x y a b x y a bβ∂ + ∂ + = 。 

这是传统电磁波理论或电动力学内关于均匀波导的基本解算方法。 
但是，现在我们考虑一种情形，波导在电磁波传播方向( z 轴方向)并不均匀，如矩形横截面边长 ,a b

随着纵向传播方向(坐标 z )而变，即 ,a b都是 z 的函数。那么在这种情况下，求解就十分复杂。不过由于

横截面上的波函数(态矢量) 
,

, ; ,
m n

x y a b 满足正交、归一、完备性条件，那么非均匀波导内的场波解 

必然可以用
,

, ; ,
m n

x y a b 展开。我们把展开式写为 , ,
,

( ) , ; ( ), ( )m n m n
m n

f z x y a z b zψ =∑ 。将这试探解 

代入 Helmholtz 方程(左边)，得到 

( )

( )

2 2 2 2

2
, ,, ,

, ,

2 2 2 2
, ,, ,

, ,

( ) , ; ( ), ( ) 2 ( ) , ; ( ), ( )

( ) , ; ( ), ( ) ( ) , ; ( ), ( ) .

z x y

z m n z m n zm n m n
m n m n

m n z m n x ym n m n
m n m n

k

f z x y a z b z f z x y a z b z

f z x y a z b z f z k x y a z b z

ψ∂ + ∂ + ∂ +

= ∂ + ∂ ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ +

∑ ∑

∑ ∑

  

  

 

我 们 设 ( )2 2 2 2
,, ,

, ; , , ; ,x y m nm n m n
k x y a b x y a bβ∂ + ∂ + = 仍 旧 成 立 ， 只 不 过 现 在 需 要 写 为

( )2 2 2 2
,, ,

, ; ( ), ( ) ( ) , ; ( ), ( )x y m nm n m n
k x y a z b z z x y a z b zβ∂ + ∂ + =  (即横截面上的所有参量均是 z 的函 

数)。为了方便，我们把上式指标中的 ,m n 改为 i  (即用 i 统一代表波导横截面诸类指标)。于是 Helmholtz
方程(左边)为 

( )2 2 2 2

2

2 2

( ) , ; ( ), ( ) 2 ( ) , ; ( ), ( )

( ) , ; ( ), ( ) ( ) ( ) , ; ( ), ( ) .

z x y

z i z i zi i
i i

i z i ii i
i i

k

f z x y a z b z f z x y a z b z

f z x y a z b z z f z x y a z b z

ψ

β

∂ + ∂ + ∂ +

= ∂ + ∂ ∂

+ ∂ +

∑ ∑

∑ ∑

  

  

 

上述关系可以进一步化为 
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( ) ( )
( )
( )( )

2, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )

, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )

, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )

, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )

zj i

z z z zj i j i

z zj i

z zj k k i
k

x y a z b z x y a z b z

x y a z b z x y a z b z x y a z b z x y a z b z

x y a z b z x y a z b z

x y a z b z x y a z b z x y a z b z x y a z b z

∂

= ∂ ∂ − ∂ ∂

= − ∂ ∂

− ∂ ∂∑

  

i i

  .

 

最后一步插入了完备性条件 , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )
k k

k
x y a z b z x y a z b z I=∑  (单位矩阵)。我们定义一

个规范势 , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )zji zj i
gA x y a z b z x y a z b z= ∂i 。利用正交归一条件 

( , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) jkj k
x y a z b z x y a z b z δ= )，最后一式的前半部分可以写为 

( ), ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )z j k
x y a z b z x y a z b z∂  , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )zj k

x y a z b z x y a z b z= − ∂ ，进一步可以化

为 zjkgAi ；另外，上述矩阵元
2, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )zj i

x y a z b z x y a z b z∂ 最后一式的后半部分为  

, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )z zkik i
x y a z b z x y a z b z gA∂ = −i 。于是我们就可以得到 

2, ; ( ), ( ) , ; ( ), ( ) ( ) ( )( )z z zji zjk zkij i
k

x y a z b z x y a z b z gA gA gA∂ = ∂ − + − −∑i i i 。 

我们将 , ; ( ), ( )
j

x y a z b z 左乘到前面的 ( )2 2 2 2
z x y k ψ∂ + ∂ + ∂ + ，就得到 

( )2 2 2 2

2

2

, ; ( ), ( )

( ) 2( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) .

z x yj

z i ji zji z i
i i

z zji zjk zki i i i ji
i k i

x y a z b z k

f z gA f z

gA gA gA f z z f z

ψ

δ

β δ

∂ + ∂ + ∂ +

= ∂ + − ∂

 + ∂ − + − − +  

∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

i

  i i i

 

它可以化为 

( )

( )( )

2 2 2 2

2

, ; ( ), ( )

( ) ( ) ( ) .

z x yj

z jk zjk z ki zki i i i ji
i k

x y a z b z k

gA gA f z z f z

ψ

δ δ β δ

∂ + ∂ + ∂ +

 = ∂ − ∂ − +  
∑ ∑

  

i i
 

由于 ( )2 2 2 2 0z x y k ψ∂ + ∂ + ∂ + = ，那么我们就有 

( )( ) 2( ) ( ) ( ) 0z jk zjk z ki zki i i i ji
i k

gA gA f z z f zδ δ β δ ∂ − ∂ − + =  
∑ ∑ i i 。 

每一个 ( )if z 对应一个
2 ( )i zβ 。上式写成矩阵形式是 

( )( ) 2( ) ( ) ( )z z z zgA gA f z z f zβ∂ − ∂ − = −i i 。 

注意： zA 是方矩阵，而 ( )f z 是列矢量(列矢量 ( )f z 每一个分量都对应于一个
2 ( )zβ )。上述是矩阵
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方程，且携带了协变导数，协变导数中出现了规范势 zA 。与前述均匀波导内传播方向上的方程
2 2

, , ,( ) ( )z m n m n m nf z f zβ∂ = − 比较，我们发现横截面随着 z 坐标渐变的波导内传播方向上出现了等效规范

势 zA ，而且还是非阿贝尔的规范势，此规范势的维度由波导截止频率和所用电磁波自身频率决定(决定 
出允许存在的模式有多少)。规范势 , ; ( ), ( ) , ; ( ), ( )zji zj i

gA x y a z b z x y a z b z= ∂i 内的指标 i 代表诸类 

指标，如横截面的指标 ,m n 从零取到最大值 ,m nmax max  ( ,m nmax max 由满足 
2 2 2 2 2 2 2( )u m a n bω π≈ +max max 的最大整数数值决定。u 为波导填充介质内的电磁波相速度)。需要说

明的是，在上面的“呈现的规范势(emergent gauge potential)”计算过程中并未使用任何近似，也即无论

非均匀波导横截面(随着波导纵向坐标 z )慢变还是快变，波导内的场的纵向波函数均有这一“等效规范

势”结果。 
以上针对的是一维传播方向( z 轴)。如果考虑的是无穷大平行板波导，电磁波传播方向是在 y - z 平

面上，在 x 方向上受限(两块平板之间距离为 a )。这是我们所熟悉的情形。现在我们考虑 x 方向上的两平

板间隙 a 是 y 和 z 的函数，那么在 y - z 平面上的波函数将受到一个规范势。由于现在是二维情形( y - z
平面)，那么性质将会比一维情形丰富很多，包括非阿贝尔 Aharonov-Bohm 效应等也可以呈现。 

通过以上论证我们可以看出，即使在单一的方程(即不必是方程组)之中，只要含有两个或两个以上坐

标自变量(如电磁学和声学 Helmholtz 方程)，且该方程无法用分离变量法来求解，那么体系内的方程在化

解过程中必然会呈现等效的规范势。因为等效的规范势(联络)可以用标架场表示出来(对于上述非均匀波

导而言，横截面上的波函数就可以构成这样的规范标架场)，则复流形内的度规、曲率和扭率或挠率均可

以被计算出来(其复流形由其内可以直接求解的本征基矢量 ,
, ; ( ), ( )

m n
x y a z b z 即横截面上的态矢量所

张成)。非均匀波导横截面边长随着纵向 z 坐标而变化，那么横截面边长本身就是演化参数 z 的函数，非

均匀波导及内电磁波构成一个复数演化体系。 

9. 复流形微分几何：复标架场与复度规 

在前述诸二态体系中，我们已经构造了哈密顿量，其本征态正是旋量解，将这些旋量解作为复流形

空间内的(规范)标架场，那么二态体系复流形空间的度规、自旋联络、曲率张量等都可以计算出来。如果

哈密顿量含时，那么就要用 Lewis-Riesenfeld 不变量[32]的本征态来代替哈密顿量的本征态(对于哈密顿量

含时的情形，哈密顿量本征态是没有多少意义的)。下面我们就来给出这一方法的一般计算过程。 
在非阿贝尔规范理论中，本作者提出了规范标架场(vielbein)的概念[47] [48]，它也可以被称为

Yang-Mills 规范群内空间中的标架场或简称 Yang-Mills 标架场。 
在“与不变量有关的么正变换”方法[34]中，哈密顿量么正变换是： 

† † †
ˆ 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' VH V HV V V H V
t t

∂ ∂ = − = − − ∂ ∂ 
 



i i
i

。这一数学结构与自旋联络 

( )qp q p p pe e e eσ σ τ σ
ν σ ν ντω = ∂ + Γi 类似，因此么正变换具有标架场

pe σ
的作用。利用文献[1]的V̂ 和

†V̂
的表达式，在 SU(2)Yang-Mills 非阿贝尔规范理论中规范标架场可以表示为 

cos sin
2 2

sin cos
2 2

aN
e

e
e

γ

γ

λ λ

λ λ

− − 
=  
  
 

i

i

，  
cos sin

2 2

sin cos
2 2

Na
e

e

γ

γ

λ λ

ϑ
λ λ

− 
 

=  
 − 
 

i

i

。 

这里，
aNe 是V̂ ，

Naϑ 是
†V̂ 。我们知道，

aNe 和
Naϑ 建立了平直和弯曲空间矢量之间的关系，V̂ 和 
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†V̂ 也具有这个功能。利用 Lewis-Riesenfeld 不变量算符的本征态

cos
2,

sin
2

t
γ

λ

λ

 
 

+ =  
  
 

+ie

和 

sin
2,

cos
2

t

γ λ

λ

 
 

− =  
  
 

-i-e

，我们可以发现 ( )ˆ , ,V t t= + − 和
† ,ˆ

,
t

V
t

 + 
=  − 

。我们就有运算规则：

1ˆ ,
0

V t 
= + 

 
，

0ˆ ,
1

V t 
= − 

 
和

† 1ˆ ,
0

V t  
+ =  

 
，

† 0ˆ ,
1

V t  
− =  

 
。这说明， , t+ 与 , t− 为规范群 

弯曲空间内的态矢量，它们与平直空间内的态矢量可以互为变换。我们可以看到，将“涉及不变量的幺

正变换方法”[34]应用到本文简单的 SU(2)群结构系统中去，就可以得到 SU(2)非阿贝尔规范标架场。基

于上面的论证，结合前人已经有的工作[29] [30] [31]，可以发现，由该旋量(Lewis-Riesenfeld 不变量算符

的本征态)可以组建一个幺正变换将非对角化的哈密顿量化为对角化的哈密顿量[29] [30] [31] (此幺正变

换正是属于文献[34]提出的幺正变换特例)，因此它具有非阿贝尔(规范)标架场的意义，从而我们可以定义

二态体系的非阿贝尔规范群空间中的弯曲和平直度规。这是本文的一个重要的研究主题。 
下面我们专门来讨论一下 SU(2)非阿贝尔规范标架场及其相关性质。为了简化，上面的不变量本征态

+
Ψ 与

−
Ψ 可以写为 , t+ 与 , t−  (不变量本征态)，那么含时薛定谔方程的两个正交归一解为

,e tα+ +i
与 ,e tα− −i  (作为标架场 vielbein 之定义的素材)。当然，它们也可以不必归一化，即它们也

可以被取为 ,c e tα+
+ +i

与 ,c e tα−
− −i  (它们是彼此正交的，但不归一)。 

还有一种更一般的选取法值得提及： 

, , ,t ce t se tα α+ −= + + −i iplus ，
*, , ,t ce t s e tα α− += − − +i iminus 。 

下面我们来讨论一下 ( ), ,ce t se tα α+ −+ + −i i
与 ( )*, ,ce t s e tα α− +− − +i i

的完备性条件与正交

性条件。完备性条件可以写作 

( )( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

*

*

2 * *

2 * *

2 *

, , , ,

, , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, ,

ce t se t ce t s e t

ce t s e t ce t se t

c t t s s t t cs e t t cse t t

c t t cse t t cs e t t s s t t

c s s t t

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

+ − + −

− + − +

+ − + −

+ − + −

− −

− −

− − −

− − −

+ + − + + −

+ − − + − − +

= + + + − − + + − + − +

+ − − − − + − + − + + +

= + + +

i i i i

i i i i

i i

i i

  

  

  

( )2 *

2 2

, ,

1 ,

c s s t t

×

+ + − −

=

 

其中 2 21 × 是单位矩阵。正交性条件可以写作 

( )( )
( )

* *

* *

* *

, , , , , ,

, , , ,

0.

t t ce t s e t ce t s e t

ce s e t t s e ce t t

cs s c

α α α α

α α α α

+ − − +

+ + − −

− −

− −

= + + − − − +

= − + + + − −

= − + =

i i i i

i i i i

plus minus
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当然， , tplus 与 , tminus 也可以不必归一化，即我们可以选取 

( ), , ,t C ce t se tα α+ −= + + −i i
pplus ， ( )*, , ,t C ce t s e tα α− += − − +i i

mminus 。 

如果Cp、Cm 不为常数(即它们是时间 t 的函数)，薛定谔方程中的普通时间导数需要用协变导数代替，

也即它们可以被理解为在协变导数意义上是“常数”。于是我们可以用带有非常数的Cp 、Cm 构造 SU(2)
非阿贝尔规范标架场： 

( ), ,aNe t t  =  plus minus ，
,
,

Na t
t

ϑ
 

  =   
 

plus

minus
。 

它们的乘积(可以看作“正交性”条件)是 

( )
*

*

, 0
, ,

, 0
Ma N MN

a

t C C
e t t g

t C C
ϑ

   
   = = =      

  
p p

m m

plus
plus minus

minus
。 

如果
MNg  不是常数度规，那么这意味着它只能在协变导数意义上是“常数”，这类似广义相对论 

中的 metricity 条件( 0g µν
λ∇ = )。 

需要指出的是， , , , ,t t t t−plus plus minus minus 是一个 Lewis-Riesenfeld 不变量。这容易

证明：设 ˆ , , , ,I t t t t= −plus plus minus minus 。 , tplus 和 , tminus 是薛定谔方程的解， 

满足 ˆ, ,t H t
t
∂

=
∂
i plus plus 和 ˆ, ,t H t

t
∂

=
∂
i minus minus 。那么我们计算得到 

, ,ˆ , ,

, ,
, , .

t t
I t t

t t t
t t

t t
t t

∂ ∂∂
= +

∂ ∂ ∂
∂ ∂

− −
∂ ∂

  

 

plus plus
i i plus plus i

minus minus
        i minus minus i

 

它可以进一步化为 

ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ, , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ .

I H t t t t H
t

H t t t t H

HI IH

∂
= −

∂
− +

= −

i plus plus plus plus

       minus minus minus minus

      

 

于是得到 Lewis-Riesenfeld 不变量方程
ˆ 1 ˆ ˆ, 0I I H
t
∂  + = ∂ i

 (量子 Liouville 方程) [32]。 

ˆ , , , ,I t t t t= −plus plus minus minus 经过幺正变换[34]后，可以变为“局域惯性系”中的不变 

量
1 0ˆ

0 1
I

+ 
= + + − − − =  − 

。 

但是以上取法还是比较狭隘，因为由此生成得到的度规(SU(2)非阿贝尔规范群空间内的度规) 
*

*

0
0

MN C C
g

C C
 

  =   
 

p p

m m

是对角化的，不具有一般性(一般的度规，还应允许有非对角项)。由此说明， 

我们其实可以任意地定义两个(不需要正交的)含时薛定谔方程(带有协变导数)的解： 
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( )1 1 11, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i
， ( )2 2 22, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i  

(它们既不正交也不归一)。那么我们可以构造新的 SU(2)非阿贝尔规范标架场： 

( )1, 2,aNe t t  =  ，
1,
2,

Na t
t

ϑ
 

  =   
 

。 

它们的乘积(可以看作“正交性”条件)是 

( )
*
1 1

*
2 2

1, 1, 2,
1, 2,

2, 2, 1,
Ma N MN

a

t C C t t
e t t g

t t t C C
ϑ

  
   = = =         

。 

其中内积为 

( ) ( ) ( )* * * * * *
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 21, 2, , , , , .t t C c e t s e t C c e t s e t C C c c s sα α α α+ − + −− −= + + − + + − = +i i i i  同

理， ( )* * *
2 1 2 1 2 12, 1,t t C C c c s s= + 。于是 SU(2)非阿贝尔规范群空间内的度规是 

( )
( )

* * * *
1 1 1 2 1 2 1 2

* * * *
2 1 2 1 2 1 2 2

.MN
C C C C c c s s

g
C C c c s s C C

 +
   =   + 

 

这是复流形内空间的度规，此内空间是 SU(2)非阿贝尔规范群空间。 
下面我们要计算上述度规的逆。我们先计算其行列式(determinant) 

( )( )
( )( )

* * * * * * * *
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1

* * * * * *
1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

* * * * * * * * * *
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

det

1

1 .

MNg C C C C C C C C c c s s c c s s

C C C C c c s s c c s s

C C C C c c c c s s s s c c s s s s c c

  = − + + 
 = − + + 
 = − − − − 

        

        

 

于是我们可以立即写出上述度规的逆 

[ ]
( )

( )

* * * *
2 2 1 2 1 2 1 2

* * * *
2 1 2 1 2 1 1 1

1 ,
detNM

C C C C c c s s
g

C C c c s s C C

 − +
 =
 − + 

 

其中分母 det 就是逆变度规
MNg 的行列式 det MNg  。我们验证一下 [ ]MN

NLg g   是否可以化为单位矩

阵： 

[ ]
( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

* * * * * * * *
1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

* * * * * * * *
2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 1

* * * * * * * * * * * * *
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1

1
det

1
det

MN
NL

C C C C c c s s C C C C c c s s
g g

C C c c s s C C C C c c s s C C

C C C C C C C C c c s s c c s s C C C C c c s s C

  + − +
    =    + − +  

− + + − + +
=         

( )
( ) ( ) ( )( )

* * *
1 1 2 1 2 1 2

* * * * * * * * * * * * * * * *
2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 1

11 12

21 22

1 ,
det

C C C c c s s

C C C C c c s s C C C C c c s s C C C C c c s s c c s s C C C C

a a
a a

 +
 
 + − + − + + + 
 

=  
 

         

 

其中各个矩阵元分别是 
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( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

* * * * * *
11 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

* * * * * * * *
12 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2

* * * * * * * *
21 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1

* * * * * *
22 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

1 ,

0,

0,

1 .

a C C C C c c s s c c s s

a C C C C c c s s C C C C c c s s

a C C C C c c s s C C C C c c s s

a C C C C c c s s c c s s

 = − + + 

= − + + + =

= + − + =

 = − + + 

 

我们可以看出 11a 与 22a 都等于
MNg 的行列式(即 det MNg   )。故而 [ ]MN M

NL Lg g δ  =  ，命题得

证。 
既然我们已经有了标架场

aNe 、
Mbϑ 以及度规 NMg ，那么我们就可以构造出 SU(2)规范群空间中的

平直度规： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

* * * *
2 2 1 2 1 2 1 2

* * * *
2 1 2 1 2 1 1 1

* * * *
2 2 1 2 1 2 1 2

* * * *
2 1 2 1 2 1 1 1

*
2 2

1,11, 2,
2,det

1, 2,1 1, 2,
det 1, 2,

1 1, 1,
det

aN Mb
NM

C C C C c c s s t
e g t t

tC C c c s s C C

C C t C C c c s s t
t t

C C c c s s t C C t

C C t t

ϑ
 − +     =     − +   
 − +
 =
 − + + 

=

          

          ( )( ) ( )( )
( ) ( )

* * * * * * *
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1

* * * * * * * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1, 2, 2, 1, 2, 2,

1 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, .
det

C C c c s s t t C C c c s s t t C C t t

C C t t C C t t C C c c s s t t C C c c s s t t

 − + + − + + 

 = + − + − +           

 

如果 1c 、 2c 为实数，那么 1s 、 2s 为复数(它们满足
2 *
1 1 1 1c s s+ = 、

2 *
2 2 2 1c s s+ = )，则上式结果可以

写为 

( ) ( )* * * * * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, .
det

aN Mb
NMe g C C t t C C t t C C c c s s t t C C c c s s t tϑ    = + − + − +   

 

利用含时薛定谔方程(带有协变导数)的解(不需要正交)： 

( )1 1 11, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i
， ( )2 2 22, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i

， 

我们可以计算得到 

( )( )
( )

* *
1 1 1 1 1 1

* 2 * *
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1, 1, , , , ,

, , , , , , , , ,

t t C C c e t s e t c e t s e t

C C c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

α α α α

α α α α

+ − + −

+ − + −

− −

− −

= + + − + + −

= + + + − − + + − + − +

i i i i

i i i i       
 

( )( )
( )

* *
2 2 2 2 2 2

* 2 * *
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2, 2, , , , ,

, , , , , , , , ,

t t C C c e t s e t c e t s e t

C C c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

α α α α

α α α α

+ − + −

+ − + −

− −

− −

= + + − + + −

= + + + − − + + − + − +

i i i i

i i i i        
 

( )( )
( )

* *
2 1 1 1 2 2

* * *
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1, 2, , , , ,

, , , , , , , , ,

t t C C c e t s e t c e t s e t

C C c c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

α α α α

α α α α

+ − + −

+ − + −

− −

− −

= + + − + + −

= + + + − − + + − + − +

i i i i

i i i i       
 

( )( )
( )

* *
1 2 2 2 1 1

* * *
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2, 1, , , , ,

, , , , , , , , .

t t C C c e t s e t c e t s e t

C C c c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

α α α α

α α α α

+ − + −

+ − + −

− −

− −

= + + − + + −

= + + + − − + + − + − +

i i i i

i i i i       
 

于是在
aN Mb

NMe g ϑ  即 
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( ) ( )* * * * * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1,
det

aN Mb
NMe g C C t t C C t t C C c c s s t t C C c c s s t tϑ    = + − + − +   

 

之中，方括号内的表达式可以被化为 

( ) ( )
( )

* * * * * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

* * 2 * *
2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

* * 2 * *
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1,

, , , , , , , ,

, , , , , ,

C C t t C C t t C C c c s s t t C C c c s s t t

C C C C c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

C C C C c t t s s t t c s e e t t c s

α α α α

α α

+ − + −

+ −

− −

−

+ − + − +

= + + + − − + + − + − +

+ + + + − − + + − +

i i i i

i i

  

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

* * * * *
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

* * * * *
2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

, ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , .

e e t t

C C c c s s C C c c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

C C c c s s C C c c t t s s t t c s e e t t c s e e t t

α α

α α α α

α α α α

+ −

+ − + −

+ − + −

−

− −

− −

− +

− + + + + − − + + − + − +

− + + + + − − + + − + − +

i i

i i i i

i i i i

 

 

 

它进一步可以被写为 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

* * * * * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

* * 2 2 * *
2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

* * * * * * * *
2 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2

* * *
2 2 1 1 1 1

1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1,

, ,

, ,

C C t t C C t t C C c c s s t t C C c c s s t t

C C C C c c c c s s c c s s c c t t

C C C C s s s s c c s s s s c c s s s s t t

C C C C c s e

+ − + − +

= + − + + + + +

+ + − + − + − −

+

  

  

  ( ) ( )( )
( ) ( )( )

* * * * *
2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

* * * *
2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2

, ,

, , .

e c s e e c c s s c s e e c c s s c s e e t t

C C C C c s e e c s e e c c s s c s e e c c s s c s e e t t

α α α α α α α α

α α α α α α α α

+ − + − + − + −

+ − + − + − + −

− − − −

− − − −

+ − + − + + −

+ + − + − + − +

i i i i i i i i

i i i i i i i i  

 

在上面结果中， , ,t t+ + 的系数含有 

( ) ( )2 2 * * 2 2 2 2 * *
1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 12c c c c s s c c s s c c c c c c c c s s s s+ − + + + = + − − + 。 

, ,t t− − 的系数含有 

( ) ( )
( )

* * * * * *
1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2

* * * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 22 .

s s s s c c s s s s c c s s s s

s s s s s s s s c c s s s s

+ − + − +

= + − − +

  
 

其中 ( ) ( ) ( )2 2 2* * * * * * 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 12 (1 ) (1 )s s s s s s s s s s s s c c c c+ − = − → − − − = − 。可以看出 

, ,t t− − 与 , ,t t+ + 的系数含有以上这部分的项刚好是相等的。 
下面来证明 , ,t t+ − 与 , ,t t− + 的系数为零。先计算 , ,t t+ − 的系数，结果是 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )

* * * * * * * *
2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

* * * * * * * *
2 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1

* * * * * 2 * *
2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1 1 1

C C C C c s e e c s e e c c s s c s e e c c s s c s e e

C C C C c s c s c c s s c s c c s s c s e e

C C C C c s c s c s c s s s c c s

α α α α α α α α

α α

+ − + − + − + −

+ −

− − − −

−

+ − + − +

= + − + − +

= + − + −

i i i i i i i i

i i

  

( )( )* 2 * *
1 2 1 1 2 2

0.

c s s s c e eα α+ −−+

=

i i

 

同理，可以计算得到， , ,t t− + 的系数也为零。 
总之，现在我们有 

( ) ( )2 2 2 2 * *
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 , , , ,
det

aN Mb
NMe g c c c c c c s s s s t t t tϑ    = + − − + + + + − −    。 

这里的分母det 就是
MNg 的行列式( det MNg   )，即它是 
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( )* * * * * *
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1det 1MNg C C C C c c c c s s s s c c s s s s c c  = − − − −  ， 

其中圆括号内的项为 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

* * * * 2 2 * * * *
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 * * 2 2 2 2 2 2 * *
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 * *
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 1

1 1 1 1 1

2 .

c c c c s s s s c c s s s s c c c c s s s s c c s s s s

c c c c c c s s s s c c c c c c c c s s s s

c c c c c c s s s s

− − − − = − − − +

= − − − − − + = − − − − + − +

= + − − +

  

 

这说明
aN Mb

NMe g ϑ  
1 0
0 1

abη
   = =    

 (SU(2)非阿贝尔规范群空间内的平直度规，它是一个对角 

单位度规)。 
这样我们可以看出，以上体系是自洽的。需要说明的是，我们在以上论述时使用了 2c 、 1c 均为实数、

2s 与 1s 为复数的假定，这已经具有一般性。以上的数学内容尽管是对最简单的 SU(2)非阿贝尔规范群空

间进行论述的，相信对于任意复杂的规范群也应该有上述性质，但是具体显式会很复杂。此论题(把非阿

贝尔规范场论写成复流形微分几何)的应用在于“引力–规范统一”，即 Yang-Mills 规范场可以用高维引

力规范理论中的标架场表达出来，而高维引力规范理论内空间正是一个复流形；非阿贝尔规范群空间作

为一个曾经的数学空间，它在引力规范理论中，其实就是一个高维物理空间。 
下面我们构造不变量：利用 

( )1 1 11, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i
， ( )2 2 22, , ,t C c e t s e tα α+ −= + + −i i

， 

任何类似如下的组合 

11 22 12 211, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1,t t t t t t t tα α α α+ + +   ( ijα 是常数) 

均可以被看作为不变量。以 1, 1,t t 、 2, 2,t t 、 1, 2,t t 、 2, 1,t t 作为基，构造不变量，可以

作为Higgs粒子的伴随表示(如果 vielbein是Higgs 场的基础表示的话) [47]。这种机制的主要思想是认为：

标架场
pe µ 的协变导数 0pD eλ µ = 类似 Higgs 机制中对称破缺时 Higgs 场取势能极值而自己的时空导数

为零这一情形。但在对称破缺前，Higgs 场的时空导数不为零。与此类似，标架场
pe µ 的协变导数

pD eλ µ

也没有必要始终为零。我们举一个例子来说明：根据 metricity 条件，度规 gµν 的协变导数为零，也即

0 ( ) ( )p p p
p p pg D e e D e e e D eλ µν λ µ ν λ µ ν µ λ ν= ∇ = = + 。我们其实没有必要让 0pD eλ µ = 和 0pD eλ ν =  

(它们不是 0gλ µν∇ = 的必要条件 )。我们可以设 0p pD e hλ µ λµ= ≠ 和 0p pD e hλ ν λν= ≠ 。由此，

0 g h hλ µν νλµ µλν= ∇ = + 。因此，只要 hνλµ 和 hµλν 关于 µ 、ν 反对称，那么 h hνλµ µλν+ 为零也可以让

0gλ µν∇ = 成立。将
pD eλ µ 推广到高维空间中去，我们计算

a a a b
bD e e eλ µ λ µ λ µω= ∇ −i  ( ,a b为高维

Lorentz 指标)。于是标架场拉格朗日量密度中的动能项可以包含 
( )a a a b

a b aD e D e e e D eλ µ λ µ
λ µ λ µ λ µω= ∇ −i 。在“引力–规范统一理论”中，

a
bλω 已经是 Yang-Mills

规范势。之后再把 0aeλ µ∇ = 引进去，于是
a

aD e D eλ µ
λ µ 中就可以产生 Yang-Mills 规范势平方项，这意

味着规范场携带上了质量项。此方案并非是要取代传统的 Higgs 机制，只是为了提供一个启发性思路。 

10. 薛定谔联络：用规范标架场 vielbein 表示的联络 

下面我们将提出和研究“薛定谔联络”的概念。薛定谔联络是复标架场 vielbein 协变导数中的

Levi-Civita 联络。为什么会有薛定谔联络？这是因为我们取了含时薛定谔方程的解的组合： 
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( ), , ,t C ce t se tα α+ −= + + −i i
pplus ， ( )*, , ,t C ce t s e tα α− += − − +i i

mminus 。 

这里，此二态矢量不正交，这导致复流形的非对角度规；Cp、Cm 也不为常数(它们是时间 t 的函数)，
这样，薛定谔方程中的时间导数必然需要是协变导数，也即它们只可以被理解为在协变导数意义上的“常

数”。此时，含时薛定谔方程的普通时间导数需要被修改为协变导数。在前述非齐次薛定谔方程中，非

常数系数Cp、Cm 来自于源项；而在这里，非常数系数Cp 、Cm 与二维态矢量空间中的弯曲度规有关，

因此普通导数算符 t∂ 要改为协变导数算符 t∇ ，即它携带了薛定谔联络。下面我们具体来讨论这个问题(该
问题的结果可以用在规范群空间复流形，从而与“引力–规范统一理论”研究有关)。 

我们来定义复流形内的协变导数。为了方便，我们选取空间坐标(逆变矢量 xµd )为实数(如果 xµd 是

复数，理论将极为庞杂)，而度规以及标架场可以为复数。在这样的前提下，Levi-Civita 联络为两种复数

|F σ
µν 和

|Eσ
νµ  (但它们彼此复数共轭)： 

| | | |A A F Aσ
ν µ ν µ µν σ∇ = ∂ − ，        |A A A Eσ

ν µ ν µ σ νµ∇ = ∂ − ， 

|A A A Fµ µ σ µ
ν ν σ ν∇ = ∂ + ，        | | | |A A E Aµ µ µ σ

ν ν νσ∇ = ∂ + 。 

在上述关系中的指标上标注有横线和竖线。指标上的横线表示该指标所对应的矢量为横矩阵，指标

上的竖线表示该指标所对应的矢量为列矩阵。利用 metricity 条件 | 0gλ µν∇ = ，我们可以得到(普通的或

引力场的)规范群空间中的复数 Levi-Civita 联络 

| | |
| |

1
2

gg g
F K

x x x
λ µ ν λ µν

ν µλ ν µλν µ λ

∂∂ ∂ 
= + − + ∂ ∂ ∂ 

， 

| | |
| |

1
2

g g g
E L

x x x
ν λ µν λ µ

ν µλ ν µλµ λ ν

∂ ∂ ∂ 
= + − + ∂ ∂ ∂ 

， 

其中 |Kν µλ 与 |Lν µλ 为扭曲张量或组合挠率(contortion)，满足 | | 0K Lν µλ ν µλ+ = 。由于 

| | |
| |

1
2

gg g
E L

x x x
λν µ λ ν µ

λ µν λ µνµ ν λ

∂∂ ∂ 
= + − + ∂ ∂ ∂ 

，我们可以看出两种 Levi-Civita 联络与两种扭曲张量各自都 

满足复数共轭关系： ( )*| |E Fλ µν ν µλ= ， ( )*| |L Kλ µν ν µλ= 。结合 | | 0K Lν µλ ν µλ+ = ，由此说明

( )*||L Lλ µνν µλ = − 。从这点可以看出， |Lν µλ 的实部关于 ,ν λ 反对称，其虚部关于 ,ν λ 对称。 
对于复数 vielbein |

r
µϑ 与 |re µ

，我们也可以定义其 Levi-Civita 协变导数 

| | | |
r r rF σ

ν µ ν µ µν σϑ ϑ ϑ∇ = ∂ − ，
|

| | |r r re e e Eσ
ν µ ν µ σ νµ∇ = ∂ − ， 

| | | |r r re e e Fµ µ σ µ
ν ν σ ν∇ = ∂ + ，

| | | |r r rEµ µ µ σ
ν ν νσϑ ϑ ϑ∇ = ∂ + 。 

需要指出的是，四维时空内的标架场用 vierbein 表示，维数超过四维的时空内的标架场用 vielbein 表

示[在德语中，bein 是指 leg (腿足)，vier 表示 four，vielbein 表示 many]。在本文中，凡是非四维的时空(无
论四维以下还是四维以上)的标架场，我们都称之为 vielbein。标架场的带有(复 Lorentz 群)自旋联络(如

|
r

sνω )与 Levi-Civita 联络(如 |F σ
µν 、

|Eσ
νµ )的协变导数定义为 

| | | | | |
r r r s r

sD F iσ
ν µ ν µ µν σ µ νϑ ϑ ϑ ϑ ω= ∂ − + ，

|
| | | | |

s
r r r r sD e e e E i eσ

ν µ ν µ σ νµ ν µω= ∂ − − ， 
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| | | | | |
s

r r r r sD e e e F i eµ µ σ µ µ
ν ν σ ν νω= ∂ + − ，

| | | | |
|

r r r s r
sD E iµ µ µ σ µ

ν ν νσ νϑ ϑ ϑ ϑ ω= ∂ + + 。 

上面式子可以写为 

| | | |
r r s r

sD iν µ ν µ µ νϑ ϑ ϑ ω= ∇ + ， | | | |
s

r r r sD e e i eν µ ν µ ν µω= ∇ − ， 

| | | |
s

r r r sD e e i eµ µ µ
ν ν νω= ∇ − ，

| | |
|

r r s r
sD iµ µ µ

ν ν νϑ ϑ ϑ ω= ∇ + 。 

于是我们可以写出用规范标架场 vielbein |
r

µϑ 与 |re µ
表示的(复 Lorentz 群)自旋仿射联络： 

① 据 | | | | 0r r s r
sDν µ ν µ µ νϑ ϑ ϑ ω= ∇ + =i ，可以得到 

( )|
| | | 0t r s r

se µ
ν µ µ νϑ ϑ ω∇ + =i ，进一步得到 ( )|

| | | 0t r s r
se µ

ν µ µ νϑ ϑ ω∇ + =i 以及 

( )| |
| | |

t r t s r
se eµ µ

ν µ µ νϑ ϑ ω∇ = −i 。再利用
| |

|
t s t se µ

µϑ η= ，可以有 ( )| | |
| | |

t r t s r t r
se eµ µ

ν µ µ ν νϑ ϑ ω ω∇ = − = −i i 。

这样我们就有用规范标架场 vielbein 表示的(复 Lorentz 群)自旋联络 ( )| |
|

t r t re µ
ν ν µω ϑ= ∇i 。 

② 根据 | | | | 0s
r r r sD e e eν µ ν µ ν µω= ∇ − =i ，可以得到 ( ) |

| | | 0s
r r s te e µ

ν µ ν µω ϑ∇ − =i ；再使用 
|

| |s t s te µ
µϑ η= ，可以得到 ( ) | |

| | | |
s

r t r s t r te eµ µ
ν µ ν µ νϑ ω ϑ ω∇ = =i i 。于是我们就有用规范标架场 vielbein 

表示的(复 Lorentz 群)自旋联络 ( ) |
| |r t r te µ

ν ν µω ϑ= − ∇i 。 

③ 根据 | | | | 0s
r r r sD e e eµ µ µ

ν ν νω= ∇ − =i ，我们可以得到 ( )| | | | 0s t
r r se eµ µ

ν ν µω ϑ∇ − =i ， 

( )| | | | |
t s t

r r se eµ µ
ν µ ν µϑ ω ϑ∇ = i 。我们再利用 | | | |

t t t
s s se µ

µϑ η δ= = ，就有 

( )| | | | | |
t s t t

r r s re eµ µ
ν µ ν µ νϑ ω ϑ ω∇ = =i i 。于是我们得到用规范标架场 vielbein 表示的(复 Lorentz)自旋联络

( )| | |
t t

r re µ
ν ν µω ϑ= − ∇i 。 

④  根据
| | |

| 0r r s r
sD µ µ µ

ν ν νϑ ϑ ϑ ω= ∇ + =i ，我们可以得到 ( )| | |
| 0t r s r

se µ µ
µ ν νϑ ϑ ω∇ + =i 和

( )| | | |
|

t r t s r
se eµ µ

µ ν µ νϑ ϑ ω∇ = −i 。我们再利用
| | |t s t se µ
µϑ η= ，就有 

( )| | | | |
|

t r t s r t r
se eµ µ

µ ν µ ν νϑ ϑ ω ω∇ = − = −i i 。这样我们就得到了以规范标架场 vielbein 表示的(复 Lorentz)

自旋联络 ( )| | |t r t re µ
ν µ νω ϑ= ∇i 。 

11. 具有联络的薛定谔方程 

前面我们已经得到含时薛定谔方程(带有协变导数)的如下解 

( ), , ,t C ce t se tα α+ −= + + −i i
pplus ， ( )*, , ,t C ce t s e tα α− += − − +i i

mminus 。 

如果Cp、Cm 不为常数(而是时间的函数)，那么Cp、Cm 必然只能在协变导数意义上是“常数”。

,e tα+ +i
与 ,e tα− −i

是含时薛定谔方程(不带有协变导数)的解，由于可以选择 ,c s 为常系数，故而

( ), ,ce t se tα α+ −+ + −i i
与 ( )*, ,ce t s e tα α− +− − +i i

也满足含时薛定谔方程(不带有协变导数) 

( ) ( ), , ( ) , , ,ce t se t H t ce t se t
t

α α α α+ − + −
∂

+ + − = + + −
∂

i i i ii  

( ) ( )* *, , , ,ce t s e t H ce t s e t
t

α α α α− + − +
∂

− − + = − − +
∂

i i i ii 。 

下面我们来研究含时薛定谔方程(带有协变导数)的解(为了方便，令 1= )： 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

, , ,

, , , ,

, , ( ) , ,

1 , ( ) , ,

t C ce t se t
t t

C
ce t se t C ce t se t

t t
C

ce t se t C H t ce t se t
t

C
t H t t

C t

α α

α α α α

α α α α

+ −

+ − + −

+ − + −

∂ ∂  = + + − ∂ ∂
∂ ∂

= + + − + + + −
∂ ∂
∂

= + + − + + + −
∂
∂

= +
∂

i i
p

i i i ip
p

i i i ip
p

p

p

i plus i

          i i

          i

          i plus plus

 

于是得到含时薛定谔方程(带有协变导数，即含有联络
1 C

C t
∂

−
∂

p

p

) 

1 , ( ) ,
C

t H t t
t C t

 ∂∂
− = 

∂ ∂ 

p

p

i plus plus 。 

我们由此可以定义协变导数
1

t

C
t C t

∂∂
∇ = −

∂ ∂
p

p

。此时含时薛定谔方程是  

, ( ) ,t t H t t∇ =i plus plus
 

(带有协变导数)。 
需要注意的是， , tplus 可以被理解为标架场

|1ae 。根据其协变导数定义 
| | | | |

| 0a a a a b
bD e e e F eµ µ σ µ µ

ν ν σ ν νω= ∂ + − =i ，我们可以有
1 |1 *

| | | 1
N

NF F g F C Cσ ν σ ν σ ν= = p p  (使用了 

1|1 *g C C= p p )以及
| |

| |
a a M

Me F e Fσ µ µ
σ ν ν→ 。 

这里，我们要专门交代一下指标和符号体系：通常的复 Lorentz 时空(不分内外空间)，我们用 , ,λ µ ν
表示弯曲爱因斯坦时空指标，用 , , ,p q r s 表示平直洛伦兹时空指标；在引力–规范统一方案中，当复

Lorentz 时空紧致化为内外空间后(即外空间就是普通 1 + 3 维时空，内空间为 Yang-Mills 规范群空间)，
我们仍旧用 , ,λ µ ν 表示弯曲爱因斯坦时空指标(外空间)，用 , , ,p q r s 表示平直洛伦兹时空指标(也是外空

间)，但是对于(高维)内空间为 Yang-Mills 规范群空间的情形，我们用 , ,L M N 表示(高维内空间)弯曲爱

因斯坦指标，用 , , ,a b c d 表示(高维内空间)平直洛伦兹时空指标。与四维时空比，Yang-Mills 规范群空

间当然是内空间。在引力规范理论中，把普通四维时空称作外时空，把高维空间称作内空间。在引力–

规范统一方案中，这种高维内空间正好就是 Yang-Mills 规范群(内)空间。Yang-Mills 规范群(内)空间作为

一个曾经的数学空间，在引力规范理论中，它是一个高维(额外维)的物理空间。 

最后，我们还要关心一下 Levi-Civita 联络 | 1MF ν ：
1| |1 |

| 1 | 11

1
2

M M
M MM

g gg
F K

x x x
ν ν

ν νν

∂ ∂∂ 
= + − + ∂ ∂ ∂ 

。由

于 1|g ν 和 |Mgν 可以忽略不计，又由于可以设
(...) 0Mx
∂

=
∂

、 1

(...) 0
x

∂
=

∂
，那么 1| 0M

g
x

ν∂
=

∂
、

|
1 0Mg

x
ν∂

=
∂

，但

是 | 1MK ν 不可不计(一般在复流形内，必须要有扭曲张量)。于是，我们就得到了
|1

| 1 | 1
1
2

M
M M

g
F K

xν νν

∂
= +

∂
。 

12. 复空间内各种标架场的协变导数 

根据协变导数定义，复空间内的标架场 vielbein |1ae 的协变导数
|1aD eν 是 
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|1|1 |1 | 1 | |1 |1 | 1| | |1
| | 1

|1|1 | * | |1
| 1

1
2

1 ,
2

Ma a a M a b a a M M a b
M Mb b

Ma a M a b
M b

g
D e e e F e e e K g e

x

g
e e K C C e

x

ν ν ν ν ν ννν

ν ννν

ω ω

ω

∂ 
= ∂ + − = ∂ + + − ∂ 

∂ 
= ∂ + + − ∂ 

p p

i i

     i

 

其中 

( )

( )

2 **
|1 1|1* * * *

*

* *

* *

1
1 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 .
2 2

M C Cg g C C
C C C C C C C C

x x x C C x

C C C C
C C x C x C x

ν ν ν ν

ν ν ν

 
∂   ∂∂ ∂   → = = −  

∂ ∂ ∂ ∂ 

∂  ∂ ∂
= − = − + 

∂ ∂ ∂ 

p pp p

p p p p p p p p

p p

p p p p

p p p p

          

 

这样我们就有 

( )
*

|1 |1 |1 |1 |12 * | |1
1| 1 2| 1*

1 1 1
2

a a a a a a b
t t b

C C
D e e e e K e K C C e

C t C t νν ν ω
  ∂ ∂

= ∂ − + + + −  
∂ ∂   

p p
p p

p p

i 。 

我们希望 2| 1 0K ν = ，于是得到 

*
|1 * |1 | |1

1| 1*

1 1 1
2

a a a b
t t b

C C
D e K C C e e

C t C t νν ω
  ∂ ∂

= ∂ − + + −  
∂ ∂   

p p
p p

p p

i 。 

又由于
|1 0a

tD e = ，我们有 

*
* |1 | |1

1| 1*

1 1 1
2

p p a a b
t t b

p p

C C
K C C e e

C t C t ν ω
  ∂ ∂
∂ − + + = −   ∂ ∂   

p pi 。 

与前面已经得到的
1 , ( ) ,

C
t H t t

t C t
 ∂∂

− = 
∂ ∂ 

p

p

i plus plus 比较，我们可以知道： 

联络 tω− 就是哈密顿量 ( )H t ，且 

*
*

| 1*

*
*

| 1 *

1 1 1 1
2

1 1 1 .
2

M

M

C C C
K C C

C x C x C t

C C
K C C

C x C x

νν ν

ν ν ν

 ∂ ∂ ∂
− + + = − 

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂

⇒ = − − 
∂ ∂ 

p p p
p p

p p p

p p
p p

p p

   

 

下面研究一下高维内空间(规范群空间)中的自旋联络
|a

t bω− 。自旋联络
|a

t bω− 可以展开为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

| | | | 1| | 2|
1 2

| | 1| | | 2| | | 1| | 2|
1 2 1 2

| | | .

a a M a a
t t t tMb b b b

a c a c a c c
c c cb b b b

a c a
c b b

e e e

H e H e H e e

H e H

ω ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑ

η

− = ∇ = ∇ + ∇

= + = +

= =

i i i

     

     

 

因此，联络 tω− 就是哈密顿量 ( )H t ，这是完全自洽的。 
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现在，我们已经得到 

1 , ( ) ,
C

t H t t
t C t

 ∂∂
− = 

∂ ∂ 

p

p

i plus plus 。 

我们也可以得到 

1 , ( ) ,C t H t t
t C t

 ∂∂
− = ∂ ∂ 

m

m

i minus minus 。 

上面两个式子可以写为 

, ( ) ,t t H t t∇ =i plus plus ，    , ( ) ,t t H t t∇ =i minus minus 。 

它们的厄密共轭是 

, ,t t t H− ∇ =i plus plus ，     , ,t t t H− ∇ =i minus minus 。 

利用 , tplus 与 , tminus 可以构造不变量，如 , ,I t t= minus plus 。这样其协变导数就是 

( ) ( ), , , ,

1 1, , , ,

1[ , ].

t t tI t t t t

H t t t t H

I H

∇ = ∇ + ∇

= −

= −

minus plus minus plus

     minus plus minus plus
i i

     
i

 

于是我们就有
1[ , ] 0t I I H∇ + =
i

。这是 Lewis-Riesenfeld 不变量方程(但却带有协变导数算符 t∇ )。 

我们有如下四个 vielbein 协变导数 

| | | | | | | |

| | |
| | | | |

, ,

, .

r r s r s
s r r r s

s r r s r
r r r s s

D D e e e

D e e e D
ν µ ν µ µ ν ν µ ν µ ν µ

µ µ µ µ µ µ
ν ν ν ν ν ν

ϑ ϑ ϑ ω ω

ω ϑ ϑ ϑ ω

= ∇ + = ∇ −

= ∇ − = ∇ +

i       i

i        i
 

改变有关符号，我们得到规范群空间(Lorentz 群内空间)内的表达式 

| | | | || | |

| | |
| | | | |

0, 0,

0, 0.

r r s r s
M M M s rr M r M s M

M M s M M r M r M s r
r r r s s

D D e e e

D e e e D
ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν ν

ϑ ϑ ϑ ω ω

ω ϑ ϑ ϑ ω

= ∇ + = = ∇ − =

= ∇ − = = ∇ + =

i       i

i        i
 

于是 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

| | | | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | | .

N r N t N r N r t r
s M s s t M s M M t

N r N t r t N r
s M s M t s t M

N r N t r t N r
s M s M t s t M

D e e e e

e e e

e e e

ν ν ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

ϑ ω ϑ ϑ ϑ ω

ϑ ϑ ω ω ϑ

ϑ ϑ ω ω ϑ

= ∇ − + ∇ +

= ∇ + −

= ∇ + −

i i

          i

          i

 

利用 ( )| 0N
MD eν ϑ = ，从上面式子我们可以进一步得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )| | | | 0N N N N
M M M MD e e e eν ν ν νϑ ϑ ϑ ω ω ϑ= ∇ + − =i 。 
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于是我们就有 

( ) ( ) ( )( )| | |
1 0N N N

M M Me e eν ν νϑ ω ϑ ϑ ω∇ + − =
i

。 

这与前面得到的 Lewis-Riesenfeld 不变量方程
1[ , ] 0t I I H∇ + =
i

一致(前面已经得到，联络 tω− 就是 

( )H t )。 
以上关于 SU(2) 规范标架场 vielbein 的构造，可以推广到任意其它李群中去，如 SU( N )群。我们所

提出的规范标架场有两个用途：1) 用于引力–规范统一(本例只是一个玩具模型——SU(2)规范群空间内

的微分几何)；2) 如果规范标架场可以作为 Higgs 场，那么 Higgs 伴随表示，可以用形如不变量的量来承

担(这在前面已经有叙述)。 

13. 讨论不变量理论与规范场论之间的相似关系 

从不变量理论可以看出，含时薛定谔方程与 Lewis-Riesenfeld 不变量方程[32]其实具有等价性(不变量

算符可以用含时薛定谔方程的解来构造，含时薛定谔方程的解也可以用不变量的本征态来构造，因此含

时薛定谔方程与 Lewis-Riesenfeld 不变量方程 [32]可以互相推导出对方 )。含时薛定谔方程与

Lewis-Riesenfeld 不变量方程分别可以理解为同一物理事物的不同表示(如矢量表示和张量表示，或者基础

表示和伴随表示)。 
含时薛定谔方程与 Lewis-Riesenfeld 不变量方程这一组方程，其地位意义也可以理解为狄拉克方程与

Yang-Mills 非阿贝尔规范场方程的联立。已知在 Lewis-Riesenfeld 不变量理论[32]中，我们需要构造一个

不变量 )(tI ，使之满足哈密顿正则方程的量子版本即 Lewis-Riesenfeld 不变量方程(令 1= )，即下面第

二个方程(量子 Liouville 型方程) 

( ) ( ) 0
s

H t t
t
∂ − Ψ = ∂ 

i ， [ ]( ) 1 ( ), 0I t I t H
t

∂
+ =

∂ i
。 

在规范场理论中，狄拉克粒子方程与 Yang-Mills 非阿贝尔规范场方程分别是 

( ) 0gA mµ
µ µγ ψ ψ∂ − + =i i ， [ , ]F g A F Jµν µν ν

µ µ∂ − =i 。 

不过稍微有点区别的是，前者薛定谔方程的解并不反作用于规范场，而后者狄拉克方程的解产生了

一个流源 Jν
，反作用于非阿贝尔规范场。 

建立不同领域之间的类比、对应关系对于理解概念十分重要。在历史上，不少学者如杨振宁、陈省

身等指出规范场物理理论与微分几何数学之间的类比(对应)关系，将几何相位与纤维丛几何联系起来[40]。
纤维丛的基底空间是四维时空，纤维主丛对应各个规范场 Aµ 的规范空间[49]，联络对应规范场 Aµ ，纤

维丛的截面是带有荷的物质场ψ ， A dxµ
µψ 是截面的改变量[35] [36] [40] [49]，那么规范场论、引力理

论和微分几何之间的联系，尤其是建立它们之间的同一性或统一性关系，也是自然的了。 

14. 引力–规范统一理论：规范场复流形空间与高维引力规范理论内空间之间的关系 

本文主题采用了便于计算操作的二维简单矩阵来演绎有关旋量、标架场、自旋联络、曲率等的性质，

数学上虽然简单，但已经有助于理解复杂高维、高自由度的微分几何概念，从而为引力规范理论服务。

引力规范理论的目的之一是为了统一引力场与 Yang-Mills 规范场[50] [51] [52]。在引力规范理论中，我们

可以将传统的四维时空中的 ( 黎曼 ) 曲率张量 ( 局域 Lorentz 转动规范对称性下的规范场强 )
[ , ]pq pq pq pq

µν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i  (其中
pq

µω 为自旋仿射联络)推广到高维(内)空间(它实际上就
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是 Yang-Mills 规范群对称空间)，从而使之变为 [ , ]ab ab ab ab
µν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i  (其中 ,a b 为

Yang-Mills 规范群内空间平直坐标之指标) [50] [51] [52]，显然
ab

µνΩ 具有 Yang-Mills 非阿贝尔规范理论

中的规范场强(曲率或规范场张量)的结构。在这一“引力–规范统一”理论中，高维空间转动对称群是低

维四维时空中的 Yang-Mills 规范对称群，高维空间内的自旋联络是 Yang-Mills 非阿贝尔规范理论中的规

范势，高维曲率张量
ab

µνΩ 是低维四维时空中的 Yang-Mills 规范理论中的规范场强，引力物质场(即引力

源)的高维自旋流密度是低维普通四维时空中的 Yang-Mills 规范流密度。由于常见的 Yang-Mills 规范群是

U ( )N 或 SU ( )N 群，为了在引力规范群中衍生出 U ( )N 或 SU ( )N 群，我们需要选取复厄密度规和复数

标架场，则所选取的引力规范群是 SU(1，3 N+ )群(这在复厄密度规和复数标架场理论中自动产生)，高

维自旋联络(Lorentz 联络系数，即局域 Lorentz 转动下的联络) ab
µω 是其子群(即 Yang-Mills 局域规范群

U ( )N 或 SU ( )N 群)的规范势[10]。通常 Yang-Mills 规范对称群空间可以看作是一个数学上的抽象空间，

但实际上，在“引力–规范统一”理论看来，Yang-Mills 规范群对称空间其实是一个在物理上的高维内

空间，它是一个真实的空间，只不过是高维的(普通四维时空内的 Yang-Mills 规范场是高维自旋联络规范

场
ab

µνΩ )。值得一提的是，复厄密度规和复数标架场的微分几何数学形式十分繁琐[10]，例如 Levi-Civita
仿射联络个数比起熟知的普通广义相对论中的 Levi-Civita 仿射联络个数来多出了几倍(因为出现了复数

Levi-Civita 联络，一些指标有互为厄密关系)，且时空内必然含有挠率(因为 Levi-Civita 仿射联络为复数，

它们之差必然非零) [10]。如果我们选取另一种引力规范群方案，即度规与标架场仍旧为实数的情形，也

即广义的转动群 SO(1，3 2N+ )或 SO(1 2N+ ，3 )的模型，那么这会大大简化问题。在这样的引力–规

范理论中，Yang-Mills 局域规范群(内空间的对称性)是 SO( 2N )广义(洛仑兹)转动群，例如，假设 2 10N = ，

那么可以从以上新引力规范理论中呈现出 SO(10)群大统一理论(将电磁场、弱力场和强力场统一起来) [53]；
如果关于强、弱、电相互作用的大统一理论的规范群天然是局域 SU(5)群[54] [55]，又因为 SU(5)群属于

SO(10)之子群，为避免上述的 SU(1，3 N+ )复度规理论(或复流形理论)的繁琐，我们可以用 SO(1，3 2N+ )
或 SO(1 2N+ ，3 )“引力规范群”来代替上面所讲的 SU(1，3 N+ )群；如果关于强、弱、电的大统一

理论群天然是局域 SO(10)规范对称群，我们自然就采用能统一电磁、弱力和强力场的引力规范群即广义

的转动群 SO(1，3 2N+ )或 SO(1 2N+ ，3 )群。这就是“引力–规范统一理论”的基本思想。 
通常人们用非阿贝尔规范对称性如 Yang-Mills 规范对称性(涉及么正变换、规范群、联络、协变导数

等)获得普通规范场的理论形式[55]。下面我们指出，引力规范理论[50] [51] [52]可以将 Yang-Mills 规范理

论呈现出来，从而统一引力场与规范场。 
我们曾经提出一个引力规范理论，其引力场拉格朗日量密度 ω 和作用量 Sω 为如下形式[50] [51]  

4

4

,
4

,
4

i j kl
ijkl

i j kl
ijkl

g x e e

S e e g x

ω

ω

ζ ε

ζ ε ζ

− = ∧ ∧Ξ

= ∧ ∧Ξ = − Ξ∫ ∫

 d

d

 

其中张量
kl klx xµ ν

µνΞ = ∧ Ξd d 和标量
kl

k le eµ ν
µνΞ = Ξ 以及

i ie e xµ
µ= d ，

j je e xνν= d 。
i j kle e∧ ∧Ξ 表 

示楔积。反对称张量
kl

µνΞ 为 ( )1
2

kl km l km l
m m

λ λ
µν µλ ν νλ µΞ = Ω Ω −Ω Ω ，其中四维时空中的(黎曼)曲率张 

量(局域 Lorentz 转动规范对称性下的规范场强)为 [ , ]pq pq pq pq
µν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i  ( pq

µω 为自

旋仿射联络)。于是引力规范理论的引力场拉格朗日量密度 ω 的显式为 

( )1 .
2

km l
k l k l me e e eµ ν ν µ λ

ω µλ νζ= − Ω Ω  
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以上为紧凑的引力场作用量密度表述[51]。我们的文献[50]内的引力作用量密度不紧凑，但是与紧凑

的引力场作用量密度[51]相差一个全散度项，因此它们[50] [51]其实等价。我们引入一种静质量为普朗克

质量量级的重场，添加上它与普通物质场的交叉耦合(cross coupling)的作用量密度[50]后，关于自旋联络
pq

νω 求变分，我们可以得到自旋联络引力场方程 

( ) ( )8π 8π 0G GT G GTν ν ν ν
α β β β α α∇ − −∇ − =    。 

这里， 2G R g Rν ν ν
β β β= −   和 2G R g Rν ν ν

α α α= −   为爱因斯坦张量。上述自旋联络引力场方程的首次积

分正是爱因斯坦广义相对论方程： 8π 8π ,G GT GQν ν ν
β β β− =    8π 8πG GT GQν ν ν

α α α− =   ，其中起着积分常数

功能的能量–动量张量Q ν
β
 满足方程 0Q Qν ν

α β β α∇ −∇ =  。Q ν
β
 的最简单解就是宇宙常数项：Q gν ν

β β= Λ  。 
该引力规范理论的特点[50] [51]是：(i) 爱因斯坦广义相对论方程是自旋联络引力场方程的首次积分

解；(ii) 巨大的量子真空能的能量–动量张量 g ν
βρ  

vac 不产生任何引力效应，因为其协变散度为零，它从

而不在自旋联络引力场方程中出现。这解决了量子真空零点能量的引力发散之谜；(iii) 自旋联络引力场

方程的首次积分解携带宇宙常数项Q gν ν
β β= Λ  ，因此在这里，宇宙学常数是一个积分常数。 

我们知道，Gauss-Bonnet 项 ( )21 4
4

R R R R Rαβµν µν
αβµν µν= − − +G-B 关于自旋联络的变分是一个 

全散度项，因此其不对引力场有贡献。于是我们可以在自旋联络作用量密度 ω 加上一项 Gauss-Bonnet 

项 ( )21 4
4

R R R R Rαβµν µν
αβµν µν= − − +G-B ，得到新的引力场作用量密度[10] 

( )21 .
2 4

qp
pq Rµν

ω µν
ζζ= − = − Ω Ω −  g G-B  

上述是局域 SO(1，3)洛仑兹转动群规范对称引力理论。我们把普通四维时空推广到高维，即局域 SO(1，
3+ 2N )洛仑兹转动规范对称性引力理论，其中 1 + 3 是普通四维时空维数， 2N 是高维内空间维数。普

通四维时空内的洛仑兹平直指标用 , ,p q r 等表示，高维内空间中的平直洛仑兹指标用 , ,a b c 等表示。这

样，上述引力场作用量密度 g在高维空间包含有一项 Yang-Mills 规范场作用量密度 

4
ba

ab
µν

µν
ζ

= − Ω Ω Y-M ，其中曲率张量(也是 SO( 2N )群 Yang-Mills 规范场张量)为 

ab ab ab abµν µ ν ν µ µ νω ω ω ωΩ = ∂ −∂ −i[ , ] 。这里
c c

ab ac b ac bµ ν µ ν ν µω ω ω ω ω ω= −[ , ] 。由于 SU( N )群是

SO( 2N )群的子群，所以普通的 SU( N )群 Yang-Mills 规范相互作用可以从上述 SO(1，3+ 2N )局域洛仑

兹群转动规范对称性引力理论中呈现出来[10] [50] [51]，也即该模型可以将引力场和规范场统一起来，

Yang-Mills 非阿贝尔规范场是高维洛仑兹群(引力)规范场。与此同时，对于物质场而言，高维自旋流密度

便是低维 Yang-Mills 流密度。 
上述理论是局域时空 Lorentz 转动规范对称引力理论，没有考虑到局域时空平移对称性。在五维 de 

Sitter 时空内，可以将四维 Lorentz 转动规范对称性和四维时空平移对称性统一在局域五维时空 Lorentz
转动规范对称性之内，它包含了曲率和挠率[10]。这样的理论其实也包含了下面要评述的爱因斯坦–嘉当

理论[11] [12] [13]，但前者更复杂。 

15. 一个最简单的引力规范理论即爱因斯坦–嘉当理论：旋量场与挠率的关系 

在普通黎曼几何和爱因斯坦广义相对论引力理论中，时空无挠，Levi-Civita 仿射联络表示为 

( ) { }, ,
1 ,
2

g g gµ λν µ νλ λ µν ν λµ µ νλ µ λνΓ = Γ = ∂ + ∂ −∂ ≡ ，它为黎曼对称联络(Christoffel 符号)。但是当 
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时空具有挠率时，Levi-Civita 联络是非对称的，即 { }, , Kµ λν µλνµ λνΓ ≡ + 。这里 Kµλν 为组合挠率

(contortion)，而挠率(torsion)由两个组合挠率之差来定义： , ,T K Kµλν µ λν µ νλ µλν µνλ= Γ −Γ ≡ − 。需要指

出的是，contortion 的前缀 con-有“相与、组合”的含义，所以它被译为组合挠率。名词 contortion 的另

一个意思是“扭曲”，由于 torsion 已被称为“挠率”，那么本作者认为 contortion 亦可被译为“扭率”。 
既然在微分几何和引力理论中涉及到挠率，那么这就意味着需要使用引力规范理论思想。1923~1925

年法国数学家嘉当提出了第一个这样的理论，此理论被称为爱因斯坦–嘉当引力理论[11] [12] [13]。我们

把爱因斯坦–嘉当引力理论看作是一个引力规范理论，其中洛仑兹时空转动群是引力规范群之一，时空

平移群是引力规范群之二，它们的动力学变量分别是自旋仿射联络(洛仑兹联络)和正交标架场(半度规)。
洛仑兹时空转动群和时空平移群合成庞加莱群。标架场遵守关系式

q p qpe e σ
σ η= 和

p
pe e gσ σ
µ µ= ，自旋

联络可表示为
qp q pe e σ

ν σ νω = ∇i ，其可以被展开为 

( )qp q p p p q p q pe e e e e e e eσ σ τ σ σ σ τ
ν σ ν ντ σ ν σ ντω = ∂ + Γ = ∂ + Γi i i 。这里涉及到 Levi-Civita 联络的项为 

q p q pe e e K eσ τ σ τ
σ ντ σ ντ

σ
ντ

  
Γ = +  

  
i i  q p q pe e Kτ

σ ν

σ
ντ
 

= + 
 

i i ，也即自旋仿射联络
qp

νω 内包括了 

一项
q pK νi 。所以，当关于组合挠率

q pK ν 求泛函变分时，其实也是在关于自旋仿射联络
qp

νω 求泛函变

分。但是，爱因斯坦–嘉当引力理论的引力场拉格朗日量密度并非曲率和挠率的二次项，实际仍旧是爱 

因斯坦–希尔伯特引力作用量密度
2
R
κ

= −g  (引力常数 8 Gκ π= )。虽然这一引力作用量密度系用度规 

和 Levi-Civita 联络来表示出来的，其实它也可以被改为使用标架场
pe α

、
qe β

和洛仑兹联络
pq

νω 来表示， 

表达式是
1

2 2
pq

qp
R µν

µν χ
κ

= − = − Ωg ，其中
pq p qe e Rα β

µν αβµνΩ = i [ , ]pq pq pq
µ ν ν µ µ νω ω ω ω= ∂ −∂ −i  

(与洛仑兹时空转动群对应的规范场张量)，由标架场表示的张量为 ( )2qp q p p qe e e eµν µ ν µ νχ
κ

= −
i

。这样 

的作用量密度 [ , ]e ω= g g 的动力学变量是正交标架场 e 和洛仑兹联络ω。 
对引力拉格朗日量密度 [ ]ω= g g 和物质场的拉格朗日量密度 [ ]ω m 计算关于自旋联络ω的变分。 

我们采用 ( ) 2pq T pq
qp qpg gDµν µν

µν µ νδ χ χ δω− Ω = − − + D.T. ( D.T.表示全散度项 divergence term)， 

其中协变散度为 [ , ]T T
qp qp qpD iµν µν µν

µ µ µχ χ ω χ= ∇ −  ( TDµ 表示具有挠率的四维协变散度)，其具体展开 

式是
1 1' [ , ] '
2 2

T
qp qp qp qp qpD T i Tµν µν ν αβ µν ν αβ

µ µ αβ µ αβχ χ χ ω χ χ= ∇ − − = −  (注意： 

[ , ] 0qp qpiµν µν
µ µχ ω χ∇ − = )。这里定义了一个“广义”的挠率张量： 'T T T g T gν ν ν ν

αβ αβ α β β α= + −
以及矢量挠率T Tν

β νβ= 。于是，对于引力场和物质场的作用量密度计算泛函变分，我们可以得到如下结

果 

( )
( )

1 1[ ] ' '
2 2

[ ] .
2

pq pq
qp qp

pq
qp

g gT g T

g gS

ν αβ ν
αβ ν ν

ν
ν

δ ω χ δω δω
κ

δ ω δω

− = − − + = − − +

− = −





g

m

i
D.T. D.T.,

i

 

由泛函作用量变分极值原理 ( ) 4[ ] [ ] 0,g xδ ω ω− + =∫  g m d  关于自旋联络ω的变分后的方程是

' qp qpT Sν νκ= 。为了容易看明白，我们具体写为 

T T g T g Sν ν ν ν
αβ α β β α αβκ+ − = 。 
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这就是第一个引力规范理论(爱因斯坦–嘉当理论)的关键场方程(挠率方程)。Sν
αβ 为物质场的自旋流

密度张量(下文会以狄拉克旋量物质场为例计算其自旋流密度张量)。 
对引力拉格朗日量密度 [ ]e= g g 和物质场的拉格朗日量密度 [ ]e m 计算关于标架场 e的变分，结果为 

( )
( )

1 1[ ]
2

[ ] .

k k
k

k
k

g e g R e R e

g e g e

µ
µ µ

µ
µ

δ δ
κ

δ τ δ

 − = − − − + 
 

− = −





g

m

D.T.,
 

由于 ( ) 4[ ] [ ] 0,g e e xδ − + =∫  g m d 可以得到爱因斯坦方程 (也称为爱因斯坦–嘉当方程 )

1
2

k k kR e Rµ µ µκτ− =  (这是关于正交标架场 e的变分结果)。与传统无挠广义相对论引力理论不同的是， 

这里挠率会出现在 Ricci 曲率
kR µ 与曲率标量 R 之内。 

由爱因斯坦–嘉当第一方程 ' qp qpT Sν νκ= ，具有自旋的物质场的自旋流密度 Sν
αβ 决定了时空挠率

( ' qpT ν

 
和 qpTν )。一般说来，由宏观平均而言，自旋流 Sν

αβ 平均贡献为零(例如因自旋粒子的热运动，

粒子不可能让自己的自旋发生定向极化)，因此不产生挠率。因此从爱因斯坦–嘉当引力理论角度看，正

因为这个原因，传统的爱因斯坦广义相对论没有考虑挠率。爱因斯坦–嘉当理论自动回答了为什么时空

挠率为零。这是它的一个优点。而广义相对论先验地令挠率为零，没有回答为什么挠率不存在。在庞加

莱规范对称引力理论[10]中，必须将曲率和挠率以同等地位看待。 
作为引力源之一的自旋粒子，具有自旋流密度 qpSν

的自旋粒子包括矢量粒子和旋量粒子(规范粒子除

外)。例如，作为旋量场，对称形式的狄拉克拉格朗日量密度可以写为 

( ) ( )1
2

D m D mµ µ
µ µψ γ ψ ψ γ ψ = − − + 
 

 m i i 。狄拉克场的协变导数写作 ( )D Bµ µ µψ ψ= ∂ −


i ，

其内的自旋仿射联络写作
2

pq
qpBµ µω= Σ

i
，洛仑兹群生成元是 ( )

4qp q p p qγ γ γ γΣ = −
i

 (用旋量表示)。 

我们求狄拉克拉格朗日量的泛函变分(关于自旋仿射联络ω求变分)，可得 

( )[ ]
2 2

qp qp pqg g
ν ν

ν

γ γ
δ ω ψ ψδω

 Σ + Σ
− = −   

 
 m

i
。 

将这一结果与前述 ( )[ ]
2

pq
qpg gSν

νδ ω δω− = − m

i
对应，那么作为引力源的狄拉克旋量物质场

的自旋流密度可以写为
2

qp qp
qpS

ν ν
ν γ γ

ψ ψ
 Σ + Σ

=   
 

。 

需要说明，流行的爱因斯坦–嘉当理论版本并非只有一种，例如有的还以挠率作为动力学变量来变

分。比起以扭率或自旋联络作为变量来，用挠率作为变量，变分将十分复杂，因为挠率张量
p p p p q p q

q qT e e e eµν µ ν ν µ µ ν ν µω ω= ∂ −∂ −i( - )本身是自旋联络和标架场的函数。以挠率和标架场作为

引力场的动力学变量，违反引力的规范对称原理，所以我们不予采纳。  
爱因斯坦–嘉当理论有其成功之处，但其缺点是它与 Yang-Mills 规范对称原理脱节，具体说来就是：

标架场
pe α

和挠率
pT µν 本是局域时空平移对称性的规范势和规范场张量[13]，其源应该是物质场的能量

–动量张量 µντ ，但是在爱因斯坦–嘉当理论中，其源却是自旋流密度 qpSν  [13]；自旋联络
pq

νω 和曲

https://doi.org/10.12677/mp.2021.116016


沈建其 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2021.116016 167 现代物理 
 

率张量
pq

µνΩ 本应该是局域洛仑兹转动对称性的规范势和规范场张量，其源应该是物质场的自旋流密度

qpSν
，但是在爱因斯坦–嘉当理论中，其源却是物质场的能量–动量张量 µντ  [11] [12] [13]。造成这种

脱节的原因是爱因斯坦–嘉当理论缺少曲率平方形式的引力拉格朗日作用量密度。更为复杂的引力规范

理论(如文献[50] [51] [52]及引用的其它文献)引入了曲率平方形式的作用量密度，克服了这个问题。 

16. 卡鲁扎–克莱因理论与规范场论的关系 

卡鲁扎–克莱因(Kaluza-Klein)理论是五维时空中的广义相对论，第五维上的引力在普通四维时空内

表现为电磁力，因此它将引力与电磁力统一了起来[56] [57]。下面我们来看其要义。五维引力场理论中的 

Levi-Civita 仿射联络是 ( ),
1
2

g g gλ µν ν λµ µ νλ λ µνΓ = ∂ + ∂ − ∂

    (我们用带波浪线的符号表示它是定义在五 

维时空中的)，其中分量 , 5λ µΓ 可以呈现麦克斯韦电磁场张量 A Aµ λ λ µ∂ − ∂ 。卡鲁扎曾经设第五维是一个

柱坐标，普通四维时空是五维时空内的一张膜，可设第五维上物理量均匀，如度规分量不再是第五维坐

标
5x 的函数，即 5 0gλµ∂ = ，则 Levi-Civita 仿射联络 , 5λ µΓ 的显式为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 5 5 5 5 5 5

2
2 2 2 2

1 1
2 2
1 1 ,
2 2 2

g g g g g

A A A A A A

λ µ λµ µ λ λ µ µ λ λ µ

µ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λ
φφ φ φ φ

Γ = ∂ + ∂ − ∂ → ∂ −∂

 = ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂ 



    

    

 

其中度规分量
2

5g Aλ λφ= ，φ是一种标量场，称为伸缩子(dilaton)。于是从 Levi-Civita 联络 , 5λ µΓ 中自动

产生了麦克斯韦电磁场张量 A Aµ λ λ µ∂ − ∂  ( Aµ 就是四维电磁势)。下面我们来看黎曼微分几何所定义的

Ricci 曲率标量，其可以写为 ( )R g βν µ µ σ µ σ µ
ν βµ µ βν βν σµ µβ σν= −∂ Γ + ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ 。由于目前我们仅

关心从高维引力场中如何展现出电磁场，我们暂时忽略 Ricci 曲率标量 R 内的前三项之和即
µ µ σ µ

ν βµ µ βν βν σµ−∂ Γ + ∂ Γ +Γ Γ  (它们主要是广义相对论引力效应)。我们只需要来分析第四项，也即
55

, 5 , 5R g g g gβν σ µ σν µλ
µβ σν ν µ λ σ→ − Γ Γ → − Γ Γ 。于是在五维广义相对论引力理论[56] [57]中，爱因斯

坦–希尔伯特(Einstein-Hilbert)引力拉格朗日量密度可以退化为 

( )( )

55
, 5 , 5

22
55

2 22 2
55 55

1
2 2

1
2 2

1 1 ,
2 2 2 2

R g g g

g g g A A A A

g g g f f g f f

σν µλ
ν µ λ σ

σν µλ
µ ν ν µ σ λ λ σ

σν µλ µν
µν σλ µν

κ κ

φ
κ

φ φ
κ κ

− → Γ Γ

 
→ ∂ −∂ ∂ − ∂ 

 

   
= = −   

   



 

    

    

 

其中 f A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ 正是电磁场张量(它由高维 Levi-Civita 仿射联络 , 5ν µΓ 展现)。如果 f f µν
µν 前面 

的系数

22
551 1

2 2 4
gφ

κ
 

− = − 
 

 (需要说明，只要通过适当的参数选择，这种定义可以允许，至少它在近

似意义上可以成立)，则五维引力拉格朗日量密度
2
R
κ

−


内就自动含有了普通的电磁场的作用量密度

1
4

f f µν
µν−  [具体说来，就是五维引力拉格朗日量密度

2
R
κ

−


可以被分解为普通四维时空的引力拉格朗 

日量密度和麦克斯韦电磁场的拉格朗日量密度。还有伸缩子(dilaton)的拉格朗日量密度也会呈现。此外，
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将粒子的五维时空线元定义 s g x xµ ν
µν=   d d d 退化到四维时空，就得到电动力学的带电粒子与电磁场的 

耦合作用量；将五维的测地线方程(引力场内粒子的受力方程) 0DU U U U
s s

µ µ
µ σ ν
σν= + Γ =





 

d

d d
退化到四 

维时空，我们也可以得到普通四维时空内的 Lorentz 力项 ( 5U
µ σ
σΓ ) ，其中所包含的一项

( )g A A Uµτ σ
σ τ τ σ∂ − ∂ 正是电动力学中荷电粒子在四维电磁势场中所受到的四维 Lorentz 电磁力。总而

言之，从五维广义相对论(卡鲁扎–克莱因理论) [56] [57]中可以推导出普通四维时空内的麦克斯韦电磁场

方程和荷电粒子运动方程，也即引力场与电磁场可以被统一在五维时空之内，普通四维时空内的电磁相

互作用是第五维的引力相互作用[56] [57]。 
众所周知，电磁场只是一种最简单的规范场(阿贝尔规范场)，电磁场作为 Yang-Mills 非阿贝尔规范

场的一个子群 U(1)规范场，已经在 1960 年代被统一在其它的非阿贝尔规范理论即格拉肖–温伯格–萨拉

姆 SU(2) × U(1)弱电统一模型之中[58]，而弱电统一模型与强相互作用(量子色动力学 SU(3)群规范场论)
在 1974 年也被统一在 SU(5)或 SO(10)群大统一理论之中[53] [54] [55]。尽管它们预言的质子衰变现象没

有得到实验验证，但是理论物理学家认为通过引入超对称，可以解决(缓冲)理论和实验之间的矛盾问题。

虽然无直接的实验证据(由于大统一能标太高)，但是可以认为这样的大统一理论必然是正确的方案。它们

的正确性由它们的美学价值保证，更是由这样的方案的唯一性身份所保证。理论物理学最怕的研究状态

是一个实验现象由几十种完全不同的理论出来解释。每当一个实验事实出来，往往多种理论都宣称自己

完美解释了实验(或者多家理论可能会自信地“冒认”同一个实验结果，但真理性解释只能有一个)。譬如

现在为解释星系平坦转动曲线的各类星系“暗物质”和“修改的动力学”理论，众说纷纭，有几十个理

论来解释宣称自我成功，但这些理论彼此不等价，这其实说明我们对该实验观察现象的本质还一无所知，

这个领域因此还需要进一步发展，有待其中之一家理论最后胜出。而电–弱–强相互作用的大统一理论

方案几乎就是唯一的，即最小群是 SU(5)或 SO(10)理论(SU(5)群是 SO(10)群的子群)。我们很难想象大统

一规范理论不是这样的理论。要是理论候选者不是这样的，这反而更是一个谜了。但引力还没有与电–

弱–强相互作用统一在一起，为此目的，做法之一是要把卡鲁扎–克莱因原先的引力场–电磁场(阿贝尔

规范场)统一方案推广到引力场–非阿贝尔规范场的统一，要从高维广义相对论中推导出描述电–弱–强

相互作用的非阿贝尔规范场论，从而四力一统。这也正是属于当年爱因斯坦等人“统一场论”的梦想。 
在非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论[59] [60] [61]中，普通 Yang-Mills 规范场衍生于高维引力场，

Yang-Mills 规范场强来自于 Levi-Civita 联络(之一部分)，Yang-Mills 规范势 Aµ 来自高维度规 Mgµ  ( M 表

示高维内空间指标)，Yang-Mills 规范场的拉格朗日作用量密度(即规范场强平方项)来自于引力场的曲率

标量 R 。所以，这里看上去两者地位很不对等：如果按照“度规–联络–曲率”脉络顺序来看，规范势

Aµ 地位低于引力场一个级别，所以引力场与规范场表现很不同，至少它们两者的方程(爱因斯坦广义相

对论方程与 Yang-Mills 规范场方程)结构很不相同。两个理论都有自己的规范势(联络)、场强(曲率)，但

是每个级秩并不对等。非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中的规范势来自引力场的度规，规范场强来自引力

场的 Levi-Civita 联络，规范场的曲率平方作用量密度来自引力场的曲率标量(爱因斯坦–希尔伯特作用量

密度)。这些现象令人不够满意，至少在美感上令人不适，尽管非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论确实可以将

非阿贝尔规范场从高维引力场中衍生出来，将规范场与引力场统一了起来[59] [60] [61]。 
不过这种方法也有一个缺点，那就是卡鲁扎–克莱因理论中的“宇宙学常数项”可能会破坏

Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范对称性。我们知道，Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范对称性禁止规范粒子携

带静质量。在非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论中，Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范势 Aµ 来自于高维度规 Lgµ

(下标µ 取普通时空指标 0、1 到 3；下标 L 取高维内空间指标)。度规虽然是局域时空平移规范对称性下
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的动力学变量(规范势)，按说它不应该直接出现在广义相对论引力场方程之内(但实际有宇宙学常数项

gµνΛ )，但是微秒的是，度规还有另一重功能，它起着时空指标上升、下降的作用，这使得它要出现在

时空体积元之中，如 | det | ng xµν d ，它关于度规的变分非零。正是因为如此，才在关于度规的变分运

算中，爱因斯坦方程出现了“宇宙常数”项。这一宇宙常数项在形式上使得引力子带上了静止质量项。

由于高维引力波化身为低维的 Yang-Mills 规范场，那么这就使得非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论要求

Yang-Mills 规范场也要携带静止质量项，这就破坏规范对称性。下面具体讨论这个问题： 
已知携带质量的光子场方程(Proca 方程)为 2 0F m Aµ

µ ν ν∇ + =  ( m 为光子静质量)。在弯曲时空中，

电磁场张量为 ( )F g F g A Aµ µλ µλ
ν λν λ ν ν λ= = ∂ − ∂ ，于是 Proca 方程

2 0F m Aµ
µ ν ν∇ + = 的显式为

2 0F F F m Aµ µ τ µ τ
µ ν µτ ν τ µν ν∂ + Γ − Γ + = 。 

爱因斯坦引力场方程是 / 2 ( )R g R T gνσ νσ νσ νσκ− = − + Λ ，其中 R i c c i 曲率张量的显式为

R µ µ τ µ τ µ
νσ σ νµ µ νσ νµ τσ νσ τµ= ∂ Γ −∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ  (注：这里的符号体系与前面爱因斯坦–嘉当理论、卡

鲁扎–克莱因理论符号体系略有不同，Rνσ 与前述理论比，整体差了一个负号)与 Levi-Civita 联络在无挠 

时的显式为 ( )1
2

g g g gτ τλ
µν ν λµ µ νλ λ µνΓ = ∂ + ∂ − ∂ 。可以证明，对于引力波而言， Rνσ 内的第一项

µ
σ νµ∂ Γ 为 零 ， 即 由 于

21 1
2 2

g ggg
x x x x

αβ
αβ αβµ αβ

σ νµ σ ν σ ν

∂ ∂∂
∂ Γ = +

∂ ∂ ∂ ∂
且 引 力 波 为 零 迹 张 量 ， 故 而

2 21 1 0
2 2

g h
g g

x x x x
αβ αβαβ αβ

σ ν σ ν

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
 ( hαβ 为引力波小振幅， h gαβ αβ αβη= − ， αβη 为平直度规张量)，

而
µ

σ νµ∂ Γ 内第二项
1
2

gg
x x

αβ
αβ

σ ν

∂∂
∂ ∂

为二阶小量，根本可以不计，于是 Rνσ 内的第一项
µ

σ νµ∂ Γ 为零。我们 

对 Rνσ 内的剩余三项进行适当调整且使用无挠对称条件
τ τ
νµ µνΓ = Γ 和

µ µ
τµ µτΓ = Γ ，Ricci 曲率张量的显

式就变为 ( )R µ µ τ µ τ
νσ µ νσ µτ νσ τσ µν→ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ 。自由真空内的爱因斯坦引力场方程(暂时不考虑宇

宙常数项)为 0Rνσ = ，即 0µ µ τ µ τ
µ νσ µτ νσ τσ µν∂ Γ + Γ Γ −Γ Γ = ，它与弯曲时空内的麦克斯韦电磁场方程

0F µ
µ ν∇ = 的显式 0F F Fµ µ τ µ τ

µ ν µτ ν τ µν∂ + Γ − Γ = 在数学结构上非常相似(它们在宏观结构上完全一

致)。因此引力波与电磁波一样，在巨大质量天体旁边有相同的“星光偏折”、“雷达回波延迟”效应。

正是因为这个原因，在双中子星合并事件中产生的引力波和由合并导致的伽马射线爆发产生的电磁波经

过 1.3 亿光年的星际旅行后仍旧可以同时到达地球[62] [63] [64]。 

下面我们考虑宇宙常数项。爱因斯坦方程为
1
2

R g R gνσ νσ νσ− = −Λ  (暂时先忽略物质的能量–动量 

张量Tνσ )，经过指标缩并后变为 (1 / 2)d R d− = − Λ  ( d 为时空维数)，即 / 2 / (2 )R d d= − Λ − 。代它

入爱因斯坦方程，我们得到 [2 / (2 )]R d gνσ νσ= − − Λ 。在时空维数 4d = 时，引力场方程为 R gνσ νσ= Λ ，

此即 gµ µ τ µ τ
µ νσ µτ νσ τσ µν νσ∂ Γ + Γ Γ −Γ Γ = −Λ 。为了方便，将它简写为： gµ

µ νσ νσ∂ Γ + ⋅⋅⋅ = −Λ ，其中 

Levi-Civita 联络为 ( )1
2

g g g gµ µλ
νσ σ λν ν σλ λ νσΓ = ∂ + ∂ − ∂ ，于是我们得到简化的引力场方程 

( ) 2g g g g gµλ
µ σ λν ν σλ λ νσ νσ ∂ ∂ + ∂ − ∂ + ⋅⋅⋅ = − Λ  。对于引力波(横波)而言，此式还可以进一步简化为 

( ) 2 0g g gµλ
µ λ νσ νσ∂ ∂ − Λ + ⋅⋅⋅ = 。 此 为 四 维 时 空 内 的 情 形 。 在 d 维 时 空 内 ， 引 力 场 方 程

[2 / (2 )]R d gνσ νσ= − − Λ 为 [2 / (2 )]d gµ µ τ µ τ
µ νσ µτ νσ τσ µν νσ∂ Γ + Γ Γ −Γ Γ = − Λ 。将它简写为： 

[2 / (2 )]d gµ
µ νσ νσ∂ Γ + ⋅⋅⋅ = − Λ 。将 Levi-Civita 联络 ( )1

2
g g g gµ µλ

νσ σ λν ν σλ λ νσΓ = ∂ + ∂ − ∂ 代入进 
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去，我们得到简化的引力场方程 ( ) 2[2 / (2 )]g g g g d gµλ
µ σ λν ν σλ λ νσ νσ ∂ ∂ + ∂ − ∂ + ⋅⋅⋅ = − Λ  。对于引 

力波(横波)而言，此式还可以进一步简化为 ( ) 2[2 / (2 )] 0g g d gµλ
µ λ νσ νσ∂ ∂ + − Λ + ⋅⋅⋅ = 。由此我们可 

以解读出引力子质量平方为
2 2[2 / (2 )]m d= − Λ  (自然单位制)。 

现在我们考虑最简单的卡鲁扎–克莱因理论，它将引力场与电磁场统一了起来。设第五维指标为

5σ = 且度规分量不随着第五维而变化，即 5 0gλν∂ =  (卡鲁扎的柱坐标条件)。那么在设 5σ = 时，前 

述引力场方程 ( ) 2[2 / (2 )]g g g g d gµλ
µ σ λν ν σλ λ νσ νσ ∂ ∂ + ∂ − ∂ + ⋅⋅⋅ = − Λ  化为 

( )5 5 52[2 / (2 )] 0g g g d gµλ
µ ν λ λ ν ν ∂ ∂ − ∂ − − Λ + ⋅⋅⋅ =  ，或者它可以写为 

( )5 5 52[2 / (2 )] 0g g g d gµλ
µ λ ν ν λ ν ∂ ∂ − ∂ + − Λ + ⋅⋅⋅ =  。此方程与

2 0F m Aµ
µ ν ν∇ + = 即 

( ) 2( ) 0g A A m Aµλ
µ λ ν ν λ ν∂ ∂ − ∂ + + ⋅⋅⋅ = 的结构是一模一样的(只要假设高维度规分量 5gν 正比于四维

电磁势 Aν ，也即认为高维度规分量 5gν 就是四维电磁势 Aν )，那么由此就可以从卡鲁扎–克莱因理论(也
即五维广义相对论)中推导出麦克斯韦方程。在卡鲁扎–克莱因理论中，电磁场是高维引力场在低维时空

(普通四维时空)中的反映，电磁场在本质上是高维引力场，从而卡鲁扎–克莱因理论将电磁场和引力场统

一在一起。于是我们就解读出光子质量平方为
2 2[2 / (2 )]m d= − Λ  (自然单位制)。由此可见，在卡鲁

扎–克莱因理论中，电磁波和引力波携带相同的静质量。在最简单的五维卡鲁扎–克莱因理论中，时空 

维数 5d = ，于是电磁波和引力波静质量平方为
2 4

3
m = − Λ。值得注意的是，质量平方为负数，也即它 

们的静止质量为纯虚数，粒子具有快子(tachyon)特点。根据宇宙常数值，可以算出这样的质量 m 为
6810−

Kg 数量级，需要在宇宙学尺度(百亿光年)上才可以体现出其效应。 
宇宙常数尽管很小，但是在规范场论理论意义上不可小觑。度规或者标架场是局域时空平移规范对

称性的规范势，但它在引力场中并非独立作为仿射联络(只有在退化为平直时空内时，它近似承担了仿射

联络的角色)。这可从下面的推理中很容易看出：我们来讨论一个标量场ϕ 的简单的梯度 µϕ∂ ，它没有

联络(它是一个普通导数)。引入标架场
pe µ ，那么

p
peµ µϕ ϕ∂ = ∂ 。

pe µ 可以拆分为
p p pe hµ µ µδ= + ，

于是
p

peµ µϕ ϕ∂ = ∂ 化为 ( ) ( )p p p p
p p ph hµ µ µ µ µϕ δ ϕ δ ϕ ϕ∂ = + ∂ = ∂ − ∂i i 。令

p
pµ µδ ϕ ϕ∂ ≡ ∂ ，于是

( )( )p
phµ µ µϕ ϕ∂ = ∂ − ∂i i ，其中 p∂i 为时空平移算符(平移规范群的生成元)， ph µ 为局域时空平移规

范对称性的规范势(联络)。这种写法 ( )( )p
phµ µ ϕ∂ − ∂i i 虽然具有规范场论协变导数特点，但是它其实

是近似写法。在广义坐标变换对称理论中，标量场的导数的精确形式其实是 µϕ∂ ，而非

( )( )p
phµ µ ϕ∂ − ∂i i 。总之，虽然引力理论具有局域时空平移规范对称性，但是在场论中它不需要专门

使用这样的“协变导数”形式 ( )( )p
phµ µ ϕ∂ − ∂i i 。因此，在携带有宇宙常数项的引力场方程中，尽管

引力子携带了质量项，但是它却不违反局域时空平移规范对称性。但对于卡鲁扎–克莱因理论中所呈现

的电磁场而言，这样的结果就不容乐观了，因为它天生从母胎(高维引力场)中携带了自身的质量项，这就

违反了 Weyl 的 U(1)规范对称性。因此，除非放弃 Weyl 规范对称性，否则很难理解为什么优雅的 Weyl
规范对称性(它也是伴随量子力学而产生的)在卡鲁扎–克莱因理论中要被“平庸化”且被“作践”。让

Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范场从卡鲁扎–克莱因理论中呈现出来，且亦并没有将这种规范对称性与引

力场的局域时空平移规范对称性统一在一起，这也意味着放弃了将这种 Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范对

称性当作是一个基本的物理原理，付出的代价巨大。因此，卡鲁扎–克莱因理论及其非阿贝尔版本(将
Yang-Mills 规范场论与引力场论统一在一起)可能不是统一场论的合乎自然的路子。 

17. 对引力场和规范场静止质量项的讨论 

我们知道，超导体具有抗磁性，也即 Meissner 效应，外磁场无法穿透入超导体，这是因为电磁场在 
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超导体内携带了有效质量

2

2
0

nem
c mε

=


eff

e

，导致磁场一旦进入超导体表面就指数衰减。这是一种由 

“感应(诱导)流”(induced current)引起的效应，由于材料零电阻，电流密度
ij 由磁矢量势

iA 感应而来，
ij

与
iA 成正比，从而麦克斯韦方程右边的源项变为了光子质量项。在引力理论中，也存在类似效应，不过

引力子携带虚数质量，从而发生的是反 Meissner 效应。 
在物质附近，爱因斯坦引力场方程是 ( / 2)R T g Tνσ νσ νσκ= − − 。对于引力波 (横波 )而言，

( )R µ µ τ µ τ
νσ µ νσ µτ νσ τσ µν→ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ ，Levi-Civita 联络为 

( )1
2

g g g gµ µλ
νσ σ λν ν σλ λ νσΓ = ∂ + ∂ − ∂ ，于是爱因斯坦引力场方程化为 

( ) 2 ( / 2)g g g g T g Tµλ
µ σ λν ν σλ λ νσ νσ νσκ −∂ ∂ + ∂ − ∂ + ⋅⋅⋅ = − −  。在物质静态分布条件下，如果我们

考虑 ,ν σ 为纯空间指标的情形，源项 T U Uνσ ν σρ= 的空间分量为零，那么上述方程化为

( ) 0g g Tgµλ
µ λ νσ νσκ∂ ∂ − ⋅⋅⋅ =  ( ,ν σ 为纯空间指标)，其中T ρ=  (密度)。于是引力波(或引力子)具有

虚数质量项。 

下面我们考虑引力场内的反 Meissner 效应。物质粒子的运动方程为 0U U U
µ

µ α β
αβτ

+ Γ =
d

d
，取其

中 的 有 贡 献 的 分 量 ， 方 程 为
0 0 0

00 02 0
i

i i k
k

U U U U U
τ

+ Γ + Γ =
d

d
 ( i 为 纯 空 间 指 标 ) ， 其 中

( )0 0
00 0 0 0 0 00

1
2

i
i i iU U g g gΓ ≈ − ∂ + ∂ − ∂  (含普通引力项，也即 gravitoelectric force 项)和 

( )0
0 0 0 02 i k k

k k i ki i kU U g g g UΓ ≈ − ∂ + ∂ − ∂  (含引力 Lorentz 磁力项，也即 gravitomagnetic force 项)。

我们只考虑普通引力项，则
0 0

00 0
i

iU U U
τ

+ Γ =
d

d
，其退化为 ( )0 0 0 0 00

1 0
2

i

i i i
U g g g
τ

− ∂ + ∂ − ∂ =
d

d
，

其中
2

00 1 2 /g V c= + 。在此方程中，除了得到牛顿引力理论中的普通项

i

i
v V
t
+ ∂

d

d
外，还可以得到

0
i

igU
t t

∂
−

∂
d

d
项。我们暂时不考虑普通项

i

i
v V
t
+ ∂

d

d
，只研究 0 0

i
igU

t t
∂

− ≈
∂

d

d
 ( i 为纯空间指标)，由此 

可以得到 0
i

iU g≈  (这建立了在引力场作用下，粒子所感应出来的速度
iU 与引力磁矢势 0ig 之间的关系)，

这就是被感应出来的诱导流(induced current)效应。 
对于引力波而言， Rνσ 内的第一项

µ
σ νµ∂ Γ 为零。但是对于其它引力场而言， 

21 1
2 2

g ggg
x x x x

αβ
αβ αβµ αβ

σ νµ σ ν σ ν

∂ ∂∂
∂ Γ = +

∂ ∂ ∂ ∂
这一项也需要考虑进去。于是引力场方程为 

( )2 2 ( / 2)g g g g T g Tµ µλ
σ νµ µ σ λν ν σλ λ νσ νσ νσκ ∂ Γ −∂ ∂ + ∂ − ∂ + ⋅⋅⋅ = − −  。右边的源项为 

0 0 02 ( / 2) 2 ( / 2)i i i iT g T U gκ κ ρ ρ− − = − − 。代 0
i

iU g≈ 即 0i iU g≈ − 入，得到右边的源项为

0 0 0 0 02 ( / 2) 2 ( / 2) 3i i i i iT g T g g gκ κ ρ ρ κρ− − = − − − = 。 

我们再来考虑物质粒子的速度第零分量
0U 的演化：

0
0 0

00 0iU U U
τ

+ Γ ≈
d

d
。其可以退化为

( )
0

0 00 0 00 0 00
1 0
2

U g g g
τ

+ ∂ + ∂ − ∂ =
d

d
 ( 0 0U U 近 似 为 1) ， 即

0

0 00 0U g
τ

+ ∂ ≈
d

d
， 于 是 得 到
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0
00 1U h≈ − +  (其中 ctτ ≈ ， 00 00 1h g= − )；或者也可以这样求解： ( )

0
0 0

0 00 0U g U U
τ

+ ∂ ≈
d

d
，得到

( )0 000

1 0g
Uτ

 − + ∂ ≈ 
 

d

d
，那么 000

1 g
U

≈ 。当 00 001g h= + 时，
0

001U h≈ − 。于是引力源项为

00 00 0 0 002 ( / 2) 2 ( / 2)T g T U U gκ κ ρ ρ− − = − −  2
00 002 (1 ) (1 ) / 2h hκ ρ ρ = − − − + 。最终引力源项

化为 00 00 00
52 2

2 2 2
TT g hρ ρκ κ   − − = − −   

   
。 

从以上结果可以看出，物质在引力场作用下，会感应出速度，导致源项在引力场方程中变为了引力

场的质量项，且静质量还是虚数，使得引力子具有快子(tachyon)性质。在宇宙早期，物质稠密，引力场

的虚数质量的绝对值也大，因此这可能有助于让相距较远的物质之间建立因果联系。 
我们来看引力场和规范场静止质量项在近年来的观察研究状况。在 2017 年 8 月 17 日，美国–欧洲

引力波天文台合作组和美国宇航局伽玛射线爆发监测系统(即费米伽玛射线太空望远镜)探测到在1.3亿光

年外的双中子星合并事 [62] [63] [64]。此爆发事件所产生的引力波 (GW170817)和伽玛射线爆

(GRB170817A)双信使同时到达地球(引力波比电磁波稍早到，两者仅仅相差 1.7 秒) [62] [63]。根据爱因斯

坦–德布罗意关系，我们可以计算出，频率相同的物质波在通过相同长度的距离 L 后，携带静止质量 0m
的波比零质量的波滞后时间

2 4 2 2
0[ / (2 )]( / )t m c L cω∆ =  才到达终点(如果

2
0 0m < ，那么携带静止质量

0m 的波会提前到达终点 )。延迟时间 t∆ 的计算方法涉及如下公式：
2 2/ 1 /v cω ω= −p 、

2
0 /m cω=  p 、 / /t L v L c∆ = − 。正的宇宙学常数项会使得引力波

2
0 0m < ，从而使得引力波早到(当

然，这非常微弱)。设电磁波静止质量严格为零(由规范对称性保证)，将 1.7 秒代入 t∆ ，对于若干赫兹频

率的引力波而言，我们可以计算出 0| |m 的数量级为
5810−
千克。不过，由正宇宙常数产生的引力波静止

质量 0| |m 的数量级仅仅为
6810−
千克。这也说明，那引力波–电磁波双信使事件中的 1.7 秒到达时间差

不可能来自正宇宙学常数产生的引力波静止质量项。1.7 秒到达时间差极有可能是双中子星合并时确实是

让引力波提前 1.7 秒被发射所致，毕竟引力是长程力，而电磁力是短程力，电磁波(伽马射线爆发)需要等

双中子星完全合并才发射，而引力波在双中子星还处在螺旋环绕状态时(将靠近但还未完全靠近之前)已经

可以被发射。我们可以来半定性估算这个问题：设彼此螺旋式环绕靠近的双中子星的有效(折合)质量为

Meff ，双中子星相距 L ，那么它们彼此之间的环绕速度近似为 /v GM L≈ eff ，彼此靠近的速度也是

这个数量级，于是两颗中子星从相距 L 、经螺旋式环绕和靠近、再到复合所需要的时间为
3/ /t L v L GM∆ ≈ ≈ eff 。由此可以得到

2 1/3[ ( ) ]L GM t≈ ∆eff 。由于此引力波信号(GW170817)由两个

质量处于 0.86 倍太阳质量与 2.26 倍太阳质量之间的中子星合并而产生[62] [63] [64]，因此我们取双中子

星系统的有效(折合)质量 Meff 约为
303 10× 千克，于是得到结果：双中子星刚开始发射引力波时相距

710L ≈ 米。这一尺度也相当于所辐射的引力波波长数量级(如频率为 10 Hz)。这也说明，即使相距
710L ≈ 米，两颗彼此螺旋式环绕靠近的中子星系统已经可以看作是一个引力波“四极振子”发射天线

(双中子星螺旋式环绕周期与 /L v 同数量级，也与引力波周期同数量级)。因此，两颗中子星在相距
710L ≈ 米时可能已经开始发射引力波脉冲，还需要再费 1.7 秒才正式合并为一体，才发生伽马射线爆发，

最终经过 1.3 亿光年宇观距离旅程，可能正是这个原因导致伽马射线到达地球比引力波晚了 1.7 秒。 
此外，另一种可能性也要考虑，即是否可能因为伽马射线光子在星际等离子体中携带了有效静止质 

量从而导致它延迟 1.7 秒到达地球？该静止质量平方为

2 2 22
2
0 4 4

0

n em
c c m
ω

ε
= =


p e

e

，其中 ne 和me分别是星 

际等离子体中电子数密度和电子质量。根据文献[63]，双中子星合并的产物伽马射线爆光子能量为
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75~2000 keV 能量范围。我们以 1000 keV 为分析对象，它的频率为
211.6 10ω = × rad /s，假设 1.7 秒

延迟纯由伽马射线光子携带了有效静止质量所致，那么根据延迟公式
2 4 2 2
0[ / (2 )]( / )t m c L cω∆ =  ，我

们可以计算出伽马射线光子在它到达地球的旅程中，有效静止质量 0m 为
3710−
千克。再根据上面的由等

离子体所产生的光子有效静质量公式，我们可以计算出为了产生这样大的有效静止质量 0m  ( 3710−
千克)， 

星际等离子体密度应为

2 4
250 0

2 2 10m m cn
e

ε
= =



e
e

3−m 。这一数据太大(已经达到地球上稀薄气体浓度)，星 

系内的平均等离子体密度只有
510 3−m 数值量级，至于星系际平均等离子体密度那就更小。由此也说明，

双中子星合并事件中的 1.7 秒延迟不可能是因为伽马射线光子在星际等离子体中携带了有效静止质量所

致。但这一平凡的计算也促使我们考虑另一个机制：伽马射线光子在双中子星合并时的慢光效应。我们

知道，普通中子星半径在 10 km 到 20 km 之间，质量大约为 1.5 到 2.3 倍太阳质量，其内平均粒子数密度

为
4410 3−m 量级(折合为中子数密度)。中子星内部存在多种带电强子(如介子π ρ± ± ±, ,K 和重子 ,± ±Σ Ξ )。 

伽马光子在中子星内部的等离子体频率平方为

2
2

0

n e
m

ω
ε

= H
p

H

，其中 nH 为带电强子的数密度、mH 为带电强 

子的平均质量。如果带电强子的数密度 nH 为中子星物质密度(折算为中子数密度)的千分之一，即 nH 为
4110 3−m 量级，而带电强子典型质量 mH 为 1000 MeV，那么中子星内的等离子体频率ωp 就与双中子星

合并时所发射的伽马光子频率
211.6 10ω = × rad /s同数量级，满足

2 2/ 1 /v cω ω= −p ，此时伽马

光子的群速度 v很小，例如可以为
410  m /s。双中子星合并后的体系半径为

410 m量级。伽马光子波长

十分小，如果它是在双中子星合并体系中心产生，那么它还需要穿透合并体系才能辐射出来。伽马光子

从产生到穿过双中子星合并体系半径，需要 1.7 秒也可以理解(即光速在双中子星合并体系内因为超高密

度等离子体的存在而冷冻，下降了几个数量级)，导致它出射后到达地球比引力波滞后了 1.7 秒。 
与电磁波在等离子体内携带有效质量机制(感应极化)类似，引力波也会携带这样的有效静止质量，只 

要把
22

2
0 4

0

n em
c mε

=
 e

e

内的

2

0

e
ε

和 me分别用
2Gm− p 和mp 代替，得到

2
2
0 4

n Gm
m

c
= −

 p p ，其中 mp 为质子质 

量。但是这一数值非常小，从而不产生实际可测效应。 
除了光子在离子气体内携带有效质量导致慢速外，光子因离子散射导致自己随机行走(扩散)或布朗运

动也会引发光子阻尼效应，这在质量/半径比值比较大的星体内尤为明显。设光子与带电粒子的散射截面

为σ ，带电粒子数密度是 n ，光子的平均速度是 vp，光子驰豫时间为τ  (两次散射相隔时间)，那么对于

光子，就有关系 1n vσ τ =p 和1/ ( )v nτ σ=p 。我们考虑一个简化的模型，设一个光子从星体中心透射出 

来之前，其被离子随机散射 N 次，总位移为
1

N

i
i

x
=
∑ 

，其平方等于星体半径 R 的平方，即

2
2

1

N

i
i

x R
=

  = 
 
∑ 

。 

由于所有交叉项 2 i jx x⋅ 

 (数值随机)彼此抵消，之和为零，那么我们就有
2 2 2( )iNx N v Rτ= =


p 。于是光

子从星体内透射出来到达星体表面需要花费时间
2 2/ ( )t N R vτ τ∆ = = p 。使用1/ ( )v nτ σ=p ，我们得到 

所费时间

2 3
4

nR Mt
v m v R
σ σ

π
∆ = =

p p

，其中 M 为星体质量， m 为离子质量( m 可以取核子质量，这样 

/M m 为核子个数，它也近似等于电子个数数量级)。对于太阳，质量 M 约为
302 10× kg，半径约为

87 10R ≈ ×  m，太阳中心所产生的光子与离子的散射贡献主要来自于光子–电子汤姆逊(弹性)散射(光子

–电子汤姆逊散射截面为
296.7 10σ −≈ × 2m )，那么光子需要费

1110t∆ ≈  s (三千年量级)才能从太阳中

心到达太阳表面。当然这个数据有所偏大，因为太阳表面光子能量为 eV 量级，可以发生经典汤姆逊弹性
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散射，但是太阳内部光子能量可以为 X 到伽马光子频段，光子–电子主要发生康普顿散射，其散射横截

面会比汤姆逊散射截面略小。所以，总的说来， t∆ 可以为千年量级。另一供对照的例子是，大家知道，

来自距离地球 16 万光年的超新星爆发(SN1987A，1987 年 2 月 23 日来自南半球大麦哲伦云)的光子到达

地球的时间比中微子晚了三小时( t∆ )。我们来分析这一由前人测到的数据。设超新星爆发所抛射的物质

扩散速度为V ，在时间 t∆ 之内，半径扩散到 R V t= ∆ 大小。超新星爆发所产生的光子要透过这一半径

区域(同时受到离子的随机散射)所费时间为 t∆ 。设被抛射的物质质量为 M，代抛射半径 R V t= ∆ 入扩散 

时间
3
4

Mt
m v R

σ
π

∆ =
p

，我们得到关系
2 3( )

4
Mt
m v V

σ
π

∆ =
p

。再将 t∆  (约为万秒)代入，我们得到 M 约为 

2610  kg (为太阳质量的万分之一量级)。这是超新星爆发在万秒内所抛射的物质质量。那么对于双中子星

合并事件而言，如果伽马射线暴产生于合并体中心，它需要先穿透半径约为 20 km 量级的中子星合并体，

由于光子被随机散射，那么光子延缓的时间无疑巨大。所以，地球上首先所接收到的伽马射线暴应当来

自双中子星合并体表面(而非内部)。双中子星合并事件中的伽马射线暴之所以延缓 1.7 秒，原因可能在于

双中子星合并时抛射了物质，伽马射线光子需要穿透这一被抛射的物质层(抛射半径为 R V t= ∆ )，受到

其离子的随机散射和阻尼，导致其到达地球的时间延迟(但不可能大于 1.7 秒)。由此，我们估算得到，在

1.7 秒量级，双中子星合并体系抛射的质量 M 至多约为
1810  kg (为太阳质量的

1210 分之一量级)。而三

小时后，它所抛射的质量还可以再提升几个数量级，但远低于超新星爆发所抛射的质量( 2610  kg)。所以，

同样是在三小时之内，恒星演化晚期的超新星爆发事件所抛射的质量比双中子星合并所抛射的质量要大

几个数量级。 
上面的具体讨论主要结论是：双中子星合并事件中伽马射线到达地球比引力波到达地球晚了 1.7 秒

[62] [63] [64]，其主要原因可能有两个：i) 彼此螺旋式环绕靠近的双中子星系统在相距一万千米时已经可

以看作是一个引力波“四极振子”发射天线，开始发射引力波脉冲，但还需要再过 1.7 秒才合并为一体，

此时才发生伽马射线爆发；ii) 双中子星合并时抛射了高温等离子体，伽马射线光子在穿透这一被抛射的

物质层时会受到其离子的随机散射和阻尼(扩散和布朗运动)，比起引力波来，其滞后到达地球。 
双中子星合并事件[62] [63] [64]同时检验了 1.3 亿光年宇观尺度上的爱因斯坦广义相对论和麦克斯韦

电磁理论。它表明，两者的场的静质量为零。在卡鲁扎–克莱因理论方案中，电磁场和引力场同源，那

么两者的静质量相同。但双中子星合并事件中，引力波频率和伽马射线频率相差 20 个数量级，根据延迟

公式
2 4 2 2
0[ / (2 )]( / )t m c L cω∆ =  ，它们到达地球的时间应该很不同。但是只要 0m 小于

5810−
千克，双

中子星合并事件还不足于排除卡鲁扎–克莱因方案。这个结果( 0m 需要小于
5810−
千克)比目前地球实验

检测光子静止质量上限提升了几个数量级(当然，这一判据的有效性需要首先承认卡鲁扎–克莱因方案是

正确的才能得到保证)。卡鲁扎–克莱因方案伸缩子(dilaton)标量场与引力波和电磁波的耦合不同，因此

双中子星合并双信使事件亦有利于检验、比较它们的耦合系数，从而约束有关参数。 

18. 讨论与结论 

本文专题涉及“标架场、自旋联络、旋量与挠率”。此四概念之间有依存关系：旋量场的协变导数

含有自旋仿射联络(洛仑兹联络)，自旋联络需要使用标架场来表达，旋量场也是挠率之源(根据爱因斯坦

–嘉当理论)，或者旋量场是局域洛仑兹转动规范对称性引力源之一(根据引力规范理论)。本文的主题是

把非阿贝尔规范场论改造为复流形微分几何形式；又由于高维引力规范理论的内空间正是一个具有相同

的非阿贝尔群规范对称性的复流形，所以这意味着高维引力规范理论可以把引力场和规范场统一起来。 
本文用二态量子体系引入旋量。旋量是二态体系哈密顿量的本征态。对于哈密顿量显含时间的二态

体系，需要用 Lewis-Riesenfeld 不变量来代替哈密顿量来刻画该体系，旋量是该不变量算符的本征态。由
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该旋量可以组建一个幺正变换将非对角化的哈密顿量和对角化的哈密顿量联系起来，因此具有(规范)标架

场的意义，从而定义二态体系非阿贝尔规范群空间中的弯曲和平直度规，然后可以构造二态体系规范群

空间的自旋联络，曲率和挠率也可以进一步计算。由于哈密顿量本身也可以看作是一种联络，以及含时

哈密顿量体系本身也产生“几何相”联络，因此有关标架场、度规、曲率和扭率或挠率，也均可以讨论。

有关理论方法在本文前半部分已经阐述。本文方法尽管属于规范理论、引力场论和微分几何，但在量子

力学、量子光学及电磁理论中亦可应用，本文前半部分讨论了不少例子。 
正如自旋仿射联络可以用广义相对论引力理论中的普通标架场构造一样，对非阿贝尔规范势我们也

可以定义其规范标架场，并用于表示前者，如此可以证明，上述么正变换正是规范标架场。借助此标架

场，我们可以定义 Yang-Mills 规范群空间的平直与弯曲度规，计算研究该 Yang-Mills 规范群空间中的复

Levi-Civita 联络以及存在的扭率和挠率。以上方法属于引力规范理论方案。作为本专题应用的例子，本

文还讨论和评述了三个引力理论：引力–规范统一理论[50] [51] [52]、爱因斯坦–嘉当引力理论[11] [12] 
[13]和非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论[59] [60] [61]。其中由本作者提出的引力规范理论[50] [51] [52]可以解

释巨大的量子真空能为何无引力贡献这一谜，且能将爱因斯坦广义相对论引力理论和 Yang-Mills 非阿贝

尔规范场理论统一起来，高维曲率和自旋流密度分别是 Yang-Mills 规范场张量和非阿贝尔荷流密度[10]；
爱 因 斯 坦 – 嘉 当 引 力 理 论 [11] [12] [13] 能 自 然 解 释 挠 率 为 什 么 为 零 ， 但 是 其 不 符 合

Maxwell-Weyl-Yang-Mills 规范理论路线；卡鲁扎–克莱因理论的优点是可以统一引力理论和规范理论[59] 
[60] [61]，缺点是其允许规范粒子带上质量。 

本文内的方法以及微分几何概念“标架场、自旋联络、旋量与挠率”有远比本文所叙例子更广的适

用性。为了介绍这种适用性，本文从二态非厄米体系出发来演绎、论证和评述，其结论具有较普遍的意

义。可以说，凡是线性微分方程组，无论其是齐次的还是非齐次的，均可以定义其若干维数学空间内的“旋

量”、标架场、联络、曲率和挠率，维数由其独立方程个数决定；即使对于单一的微分方程，只要含有两

个或两个以上自变量(如二维和三维空间中的电磁学和声学Helmholtz方程)且我们无法对其用分离变量法

来求解，那么该体系必然会出现等效的规范势，其复流形由其内可以直接求解的算符本征基矢量所张成，

而等效的规范势(联络)也可以用标架场表示出来，从而度规、曲率和扭率或挠率均可以定义和计算。 
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