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Abstract 
In the paper, we first transform the optimization problem of compressed sensing into a convex 
feasibility problem. Then, a projection method is presented to solve it. 

 
Keywords 
Convex Feasibility Problem, Compressed Sensing, Projection Method 

 
 

求解压缩传感问题的一种投影算法 

于丽超*，屈  彪 

曲阜师范大学管理学院，山东 日照 
Email: *1002218442@qq.com 
 
收稿日期：2015年1月23日；录用日期：2015年2月4日；发布日期：2015年2月11日 

 
 

 
摘  要 

本文在将压缩传感的最优化问题转化为凸可行问题的基础上，设计了一种投影算法来求解凸可行问题，

进而来求解压缩传感问题。 
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1. 引言 

近年来，Donoho、Candes 及 Tao 等人[1] [2]提出了一种新的信息获取指导理论——压缩传感(Com- 
pressive Sensing or Compressed Sensing，简称为 CS)。该理论表明：如果原始信号具有稀疏先验性，通过

选取适当的优化算法，在获取少量测量值的基础上，对原始信号进行恢复重建。区别于传统的奈奎斯特

采样定理，这种新颖的信号处理方式可以认为是一种全局采样，它将采样与压缩同时进行，用极少的观

测值拾取足够多的原始信号的信息，有效地减少采样的数据复杂度，同时也节约了信号采样所需花费的

时间，在实际应用当中可以降低采集系统的成本，选择适当的重构算法还可以加快图像的重建速度，提

升图像的重建质量[3]。 
压缩传感理论的提出，为信号采样领域注入了新鲜血液，引起信号处理领域的研究热潮，具有广阔

的应用前景。目前，压缩传感理论被应用于许多领域，例如：压缩成像、生物传感、医学成像、模数信

息转换以及地球地理数据分析等[4]。 
从信号重构的角度出发，利用具备某种分布特性的测量矩阵 m nH ×∈ℜ ，对原始信号 nx∈ℜ 进行测量，

在该测量矩阵的线性测量值为 my∈ℜ ，其表达式为： 
y Hx=  

在上式中，测量值 y 也可以认为是原始信号 x 在 H 上的线性投影，我们需要求解一个逆问题，通过

测量值 y 对 x 进行重构。理论证明[2]，在 y 与 H 满足一定条件的前提下，我们可以通过求解最优 0l 范数

达到精确重构原始信号的目的： 

0min

. .
x

x

s t y Hx=
 

其中， 0x 表示向量 x 的 0l 范数，即 x 中非零分量的个数。 

但是，对于 0l 范数的最优化问题而言，其本质是 NP 问题，很难在多项式时间内求解，甚至对于解的

可靠性都无法给出证明。所以，通常我们都将 0l 最优化问题转换成 1l 最优化问题来求解。即考虑如下问题： 

1min

. .
x

x

s t y Hx=
                                      (1) 

其中，
1x 表示向量 x 的 1l 范数。 

我们在本文中，我们通过求解如下问题来求解问题(1)： 
* *

1, ,nx y Hx x ε∈ℜ = ≤求 使得 且                             (2) 

其中 0ε > 是可任意选择的。 
受文献[5]的启发，我们将问题(2)转化为一个凸可行问题，通过设计投影算法来求解该凸可行问题，

从而得到问题(1)的最优解。 
本文组织如下：在第二部分提出了问题的转化过程，第三部分提出了投影算法求解凸可行问题，并

给出算法的收敛性分析。 
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2. 问题的转化形式 

定义： 

{ }, , 1, , ,n j
j jQ x y h x j m= ∈ℜ = =                            (3) 

{ }1 1
0 ,n

mQ x x ε+ = ∈ℜ − ≤                                (4) 

其中 ,⋅ ⋅ 表示内积， jh 是矩阵 TH 的第 j 列， jy 表示 y 的第 j 个分量。 
则问题(2)可等价地转化为如下凸可行问题： 

1
1

.
m

j m
j

x Q Q∗
+

=

 
∈ 
 
 

找                                  (5) 

注：由定义可知， 1 2, , , n
mQ Q Q ⊆ ℜ 均为超平面，从而为闭凸集， 1mQ + 为闭凸集。 

3. 算法及收敛性分析 

设 nΩ ⊆ℜ 为非空闭凸集，对任意 nx∈ℜ ，定义： 

( ) { }arg minP x x y yΩ = − ∈Ω , 

并称其为 x 到Ω上的投影。 ( )PΩ ⋅ 称为从 nℜ 到Ω上的投影算子。 
当Ω是某些特殊的闭凸集时，求x在Ω上的投影是很好求的，能够用显式表达出来。如，当Ω是 nℜ 中

的超平面{ }Tx p x α= (其中 np∈ℜ 为非零向量，α ∈ℜ )时，我们有如下结果： 

引理 3.1 [6]令 { }Tx p x αΩ = = (其中 np∈ℜ 为非零向量，α ∈ℜ )，则对任意的 0 nx ∈ℜ ， 0x 到Ω上的

投影 ( )0P xΩ 为： 

( )
T 0

0 0
2

p xP x x p
p

α
Ω

−
= + . 

关于投影算子，有如下性质： 
引理 3.2 [7]令 nΩ ⊆ℜ 是非空闭凸集，则对 , nx y∀ ∈ℜ ， z∈Ω，有： 

1) ( ) ( ), 0P x x z P xΩ Ω− − ≥ ； 

2) ( ) ( )P x P y x yΩ Ω− ≤ − ； 

3) ( ) ( )2 22P x z x z P x xΩ Ω− ≤ − − − ； 

4) ( ) ( ) ( ) ( )2 22P x P y x y P x x y P yΩ Ω Ω Ω− ≤ − − − + − . 

下面，我们给出我们的投影算法： 
算法 3.1： 
任取 0 ,0 2,n

kx w w w∈ℜ < ≤ ≤ < 对 1, 2,k = ， 

计算： ( )j

k k k
j Qd P x x= − ， 1,2, ,j m=  . 

令：
1

m
k

k j
j

d d
=

= ∑ ；

2

1
2

m
k
j

j
k

k

d
r

d
==
∑

. 

计算： ( )1

1
m

k k
Q k k kx P x w r d

+

+ = + . 
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其中： ( )1,2, ,jQ j m=  和 1mQ + 分别由(3)、(4)定义。 

注：由引理 3.1 知， kx 到 ( )1, 2, ,jQ j m=  上的投影 ( )j

k
QP x 是好求的。 

我们分析算法 3.1 的收敛性： 
引理 3.3 令 x∗是问题(2)的一个解，{ }kx 是由算法 3.1 产生的点列，则 

2 2 2 21 2 2

1
2 .

m
k k k

k k j k k k
j

x x x x w r d w r d+ ∗ ∗

=

− ≤ − − +∑  

证明：因为 x∗是问题(2)的一个解，所以 x∗也满足问题(5)，即 1mx Q∗
+∈ 且

1

m

j
j

x Q∗

=

∈


，结合引理 3.2，

有： 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

2 2

1 1 1

, , ,

, .

j j

j j

m m
k k k k k k k

k j Q Q j
j j

m m m
k k k k k
j Q Q j

j j j

x x d x x d x P x P x x d

d x P x P x x d

∗ ∗ ∗

= =

∗

= = =

− = − = + − −

= + − − ≥

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

从而可得： 

( )1

22 21

2 22 2

2 2 22 2

1

2 ,

2 .

m

k k k
Q k k k k k k

k k
k k k k k k

m
k k

k k j k k k
j

x x P x w r d x x w r d x

x x x x w r d w r d

x x w r d w r d

+

+ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

=

− = + − ≤ + −

= − − − +

≤ − − +∑

 

定理 3.1 若{ }kx 是由算法 3.1 产生的点列，则它收敛到问题(2)的一个解。 

证明：令 x∗是问题(2)的一个解，则 x∗也满足问题(5)。因为 0 2, 1,2,kw w w k< ≤ ≤ < = ，故: 

( )22 2 0,k kwr d w− ≥  

由引理 3.3 得： 

( )
2 2 21 2 2 ,k k

k kx x x x wr d w+ ∗ ∗− ≤ − − −  

由此知{ }kx x∗− 是单调递减的，从而{ }kx x∗− 是收敛的，且{ }kx ，{ }kd 均是有界的。且由此可得：

22lim 0k kk
r d

→∞
= ，从而有： 

42lim 0.k kk
r d

→∞
=                                     (6) 

又因为

2

1
2

m
k
j

j
k

k

d
r

d
==
∑

和 ( )j

k k k
j Qd P x x= − ，由(6)可得， 

( )( )lim 0, 1,2, , .
j

k k
Qk

P x x j m
→∞

− = =                             (7) 

假设 x 是{ }kx 的一个聚点，则存在{ }kx 的一个子列{ }lkx 收敛到 x ，下证 x 是问题(5)的一个解。 

首先证明：
1

m

j
j

x Q
=

∈


。 
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事实上，由(7)得 

( )( )lim 0, 1,2, ,l l
j

l

k k
Qk

P x x j m
→∞

− = =  . 

从而得， ( ) , 1, ,
jQP x x j m= =  。则

1

m

j
j

x Q
=

∈


。 

其次证明： 1mx Q +∈ . 

因为 ( )1

1
m

k k
Q k k kx P x w r d

+

+ = + ，故 

( )1

1l l
m l l l

k k
Q k k kx P x w r d

+

+ = +                                (8) 

先证{ }1lkx + 收敛。事实上，因为{ }kx 是有界的，所以{ }1lkx + 也是有界的，故存在收敛子列。假设{ }1likx +

为{ }1lkx + 的任意一个收敛子列且
1lim li

li

k

k
x x+

→∞
= ，又因为{ }kx x∗− 收敛，故{ }1likx x+ ∗− 收敛，从而有 

.x x x x∗ ∗− = −                                    (9) 

由(8)，有 ( )
1mQx P x
+

= ，由引理 3.2 得： 

2 2 2
,x x x x x x∗ ∗− ≤ − − −  

又由(9)，得 x x= 。综上可知，{ }1lkx + 收敛且收敛到 x ，由于 1mQ + 为闭凸集，故有 1mx Q +∈ 。 

这样，x 为问题(5)的一个解，从而 x 也是问题(2)的一个解。用 x 代替上述证明中的 x∗，则得{ }kx x−

是收敛的。而{ }lkx x− 收敛到 0，故整个点列{ }kx x− 是收敛到 0 的，即{ }kx 收敛到 x 。 
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