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摘  要 

在复双曲空间中的每个测地球上都有由几乎接触度量结构引起的Sasakian磁场。在本文中研究了复双曲

空间中测地球上的一种特殊的Sasakian磁流即Legendre轨道流，它是带电粒子在测地球上的Sasakian
磁场作用下沿着与特征向量场正交方向运动所获得的受限磁流。本文主要研究了复双曲空间中测地球上

的Legendre轨道流与Legendre测地流彼此光滑共轭。 
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Abstract 
In the complex hyperbolic space, there are Sasakian magnetic fields caused by the almost contact 
metric structure on every measuring earth. In this paper, a special Sasakian magnetic flow, Le-
gendre orbital flow, is studied on the measuring Earth in the complex hyperbolic space. It is the 
limited magnetic flow obtained by the charged particles moving in the direction orthogonal to the 
eigenvector field under the Sasakian magnetic field on the measured earth. This paper mainly 
studies that the Legendre orbital flow and Legendre geodesic flow on Earth in complex hyperbolic 
space are smooth conjugate to each other. 
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1. 引言 

( ), , ,M J 是具有复结构 J 的 Kähler 流形，在复双曲空间中的每个测地球上都有由复结构 J 诱导的几

乎接触度量结构 ( ), , , ,ϕ ξ η 。由此结构可诱导正则闭 2-形 Fφ ，利用 Fφ 可定义测地球上的 Sasakian 磁场即

kF kFφ= 。类似测地线诱导测地流一样，可从带电粒子在磁场作用下的运动轨道中诱导单位切丛上的磁

流，定义与 Sasakian 磁场有关的流为 ( ) ( )k t uF v tϕ γ=  ， v UM∀ ∈ ，其中 uγ 代表 kF 的法向轨道且满足

( )0u vγ = ，以弧长为参数的曲线 γ 如果满足微分方程 kγ γ φγ∇ =


 ，则 γ 称为 Sasakian 磁场的轨道。当磁力

0k = 时，Sasakian 磁场的轨道方程变为 0γ γ∇ =


 ，此时轨道即为测地线。所以轨道是测地线的推广概念。

在研究 Sasakian 流形时显然想到通过考察轨道的性质来反映 Sasakian 流形的形状及几何构造。 
本文主要是研究复双曲空间中测地球上两个磁流之间的关系，运用坐标变换的形式将 Legendre 轨道

流表示为复欧式空间的子集的矩阵，然后利用矩阵的性质刻画 Legendre 轨道流与 Legendre 测地流之间的

关系。对于磁流的研究，在文献[1]中 T Adachi 在复空间形中的 A 型实超曲面上对 Kähler 磁场上的一般

轨道进行了研究。得到了 ( )nCP c 中的单位切丛上的磁流彼此平滑一致， ( )nCH c 中的单位切丛上的磁流

被分成三个一致类。因为 Sasakian 流形是 Kähler 流形的奇维类似物，所以本文受到了文献[1]中研究 Kähler
磁场中 Kähler 磁流的启发，研究了 Sasakian 磁场中的 Sasakian 磁流。因为 Sasakian 磁场的轨道受力不均

匀，所以相对来说 Sasakian 磁场轨道的研究比较繁琐。对于 Sasakian 磁场轨道的研究，在文献[2]中 Maeda
和 T Adachi 研究了 A 形超曲面上的所有测地线并对其闭合性进行了研究。在文献[3]中 J.L. Cabrerizo，
M. Fernandez & J.S. Gomez 研究了三维 Sasakian 流形上的轨道及其闭合性。在文献[4]中 S.L. Dru-
ta-Romaniuc，J. Inoguchi，M.I. Munteanu 和 A.I. Nistor 研究了 n 维 Sasakian 流形上的轨道并以 Frenet 公
式的观点证明了它们的性质。他们研究的都是一般的轨道，本文中研究的是与特征向量场ξ 正交方向的

Legendre 轨道。并在此基础上考察了复双曲空间中测地球上 Legendre 轨道流与 Legendre 测地流两者之间

的关系。此工作可以让我们对测地球这种特殊的流形有了一个大致的了解，而且进一步完善了实超曲面

的理论体系。 

2. 预备知识 

在研究之前，先给出本文需要用到的相关定义、定理、引理。既然是研究 Sasakian 流形中 Sasakian
磁场的轨道，则现在先给出 Sasakian 流形的定义。 

定义 1 ([5])： ( ), , ,M J 是具有复结构 J 的 Kähler 流形，M 是 Kähler 流形的实超曲面，在 M 上对任

意的切向量 , ,pv w T M p M∈ ∀ ∈ ，由复结构 J 诱导的接触度量结构 ( ), , , ,φ ξ η 满足 ( )2v v vφ η ξ= − + ，

( ) 0φ ξ = ， ( ) 1η ξ = ， ( ) ( ), ,v w v w v wφ φ η η= − 时，此流形称为 contact 度量流形，这里的 , , , ,φ ξ η 分

别是张量场，向量场，一阶形式和黎曼度量。进一步，当接触度量结构满足 ( ) ( ),v w v w w vφ ξ η∇ = − 时，

contact 度量流形称为 Sasakian 流形。 
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定义 2：M 是完备的黎曼流形，设 , 0p M δ∈ > ，使得指数映射 exp p 在开球 ( ) { };p pB v T M vδ δ= ∈ < 上

有定义，令 ( ) ( )( ) ( ){ }exp ; , ,p p pB q M p q r L rδ δ δ= = ∈ ∃ <连接 的测地线 使得 ，称 ( )p δ 为在 M 中以 p 为

中心，δ 为半径的测地球。 
为了后续研究 Legendre 轨道的方程，这里引进外在形状，复扭转以及 d 阶螺旋的定义。 

定义 3 ([3])：对于黎曼流形 M 中子流形 M 上的光滑曲线 γ ，将其视为黎曼流形 M 中的曲线 γ̂ ，称 γ̂
为 γ 在 M 中的外在形状， ,ij i jY JYτ = 为 γ 的复扭转。 

所以为了研究 M 上的曲线，很自然的想法是通过研究 γ 在 M 中的外在形状 γ̂ 。 
定义 4 ([3])：以弧长为参数的光滑曲线 γ 称为 d 阶螺旋，如果有沿着 γ 的单位正交向量场 1Y γ= ，

2 dY Y 和测地曲率 1 1, , dk k − 满足方程 ( )1 1 1 1, ,j j j j jY k Y k Y j dγ − − +∇ = + =


 ，其中 0 0dk k= ≡ ， 0 1 0dY Y += = 。 
因为 Sasakian 磁场作用在轨道上的力不均匀，为了测量作用在轨道上的力，对其结构扭进行定义。 

定义 5 ([6])：γ 的结构扭转定义为 ( ) ( )( )t tγρ η γ=  ，当 1γρ = ± 时，它是测地线， 0γρ = 时，为 Legendre
轨道。 

∇ 和 ∇ 分别是 M 和 M 的协变微分，有 Gauss 和 Weingarten 公式 ,X XY Y AX Y N∇ =∇ + ，

X N AN∇ = − ，其中 ,X Y 为 M 的切向量场，A 是与 N 对应的形状算子，有 X AXξ φ∇ = ，对结构扭转求微

分有([7]) 

( )1, , , ,
2

k A A Aγρ γ γ ξ φγ ξ γ φ γ γ φ φ γ′ = = + = −        

因此，从此式可以发现，沿 γ 的结构扭转一般来说不是常数。而本文研究对象是复双曲空间中的测

地球，它可被看作是 Sasakian 空间形的一种特殊的流形([8])，此流形上的形状算子φ 和特征向量ξ 可以同

时对角化。所以对于测地球上 Sasakian 磁场的任何轨道其结构扭转都为常数，正如测地线诱导测地流一

样，测地球上 Sasakian 磁场的 Legendre 轨道诱导了 Legendre 轨道流([9])， ( ) ( )0 0 0:k t p pF U Uϕ δ δ→  这

里 ( )p δ 表示半径为δ 的测地球。 
为了研究复双曲空间中测地球上的 Legendre 轨道，现在给出一些基本符号。 

{ } { }2 1 1 1
1 , 1 1n n nH z C z z z C z+ + += ∈ = − = ∈ = − ，用单位圆 { }1 1S Cλ λ= ∈ = 作用在 2 1

1
nH + 上即

( )0 1, , , nz z z z zλ λ λ λ λ⋅ = =  用 nCH 表示 2 1
1

nH + 的商空间 2 1 1
1

nH S+ ，称为 n 维复双曲空间，取复空间 1nC + 上

的埃尔米特形 , ，定义为 0 0 1 1, n nz w z w z w z w= − + + + ，这里 

( ) ( ) 1
0 1 0 1, , , , , , , n

n nz z z z w w w w C += = ∈  ，定义 anti-de Sitter 空间的映射为 ( )2 1
1: 4n nH CHϖ + → − ，anti-de 

Sitter 空间在 z处的切空间定义为 ( ) { }{ }2 1 1
1 , Re , 0n n

zT H z u z C z u+ += ∈ × = 现在将其分解为与映射ϖ 有关

的水平和垂直的子空间即 2 1
1

n
zT H + = ⊕   其中 

( ){ } ( ){ }2 1 2 1
1 1, , 0 , , 1n n

z zz u T H z u z az T H a R+ += ∈ = = − ∈ ∈   , 

取 ( )4nCH − 中的测地球 ( )pB δ=  它的逆映射定义为 ( )( )1ˆ
pB ϖ δ−=  切空间定义为 ˆ

zT B ，定义丛

{ }0T B v TB v ξ= ∈ ⊥ 的水平抬升为 { }0 ˆˆ ˆT B v TB v ξ= ∈ ⊥
 

在给出 Legendre 轨道的显示表达式之前先介绍几个重要的引理。 
设 ,∇ ∇ 分别为 1nC + 和 2 1

1
nH + 上的黎曼连接， ( ) ( ) 2 1

1, n
zN N z z z T H += = ∈ 为单位法向量，则 ,∇ ∇ 和

( )4nCH − 上的黎曼连接∇之间的关系如下： 
引理 1 ([1])：1) 对于 2 1 1

1
n nH C+ +⊂ 上的任意向量场 ,X Y ，有 ,X XY Y X Y N∇ =∇ −  

2) 对于 2 1
1

nH + 上的任意水平向量场 ,X Y ，将其视为 ( )4nCH − 上的向量场， ,X XY Y X JY JN∇ =∇ +  
证明：1) 因为 , 0Y N = 和 X N X∇ = ，所以有 , , , 0X X XY N Y N Y N∇ = ∇ + ∇ =  
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2) 同理
,

,
,

X
X X X X

Y JN
Y Y JN Y Y JN JN

JN JN
∇

∇ =∇ − = ∇ + ∇


   ，因为 , 0Y JN = ，可发现 

, , , , , ,

, , , ,

X X X X X

X X X

Y JN Y JN Y JN Y JN Y JN X JN N

Y JN Y J N Y JN X JY

∇ = ∇ + ∇ = ∇ + ∇ −

= ∇ + ∇ = ∇ −

   

 

 

引理 2 ([5])：设 γ 是 ( )nCH c 中测地球上 Sasakian 磁场 kF 的 Legendre 轨道， γ 位于某个完全测地线

( )2 ;M c C 上，它在 ( )nCH c 里的外在形状是具有测地曲率为 2 2
1k k λ= + ， 2 2

2k k kλ λ= + ， 
2 2 2

3k kλ λ= + 和复扭转为 2 2
12 34 k kτ τ λ= − = − + ， 13 24 0τ τ= = ， ( ) 2 2

14 23 sgn k kτ τ λ λ= − = + 的 4
阶 Killing 螺旋，当 0k = 时，它的外在形状是 ( );nM c C 里具有测地曲率为 1k λ= 和复扭转为 12 0τ = 的圆证

明：由高斯与 Weingarten 公式还有 X AXξ φ∇ = 可得 

k N kJ Nγ γ ϕγ λ γ λ∇ = + = +




    

{ } ( )2 2kJ N kJ A k kγ γγ λ γ λ γ λ γ λξ∇ + = ∇ − = − + −
 

 

     

( ) ( )
2

2 2 2 2
kJ kJ N J kN

k kγ
λ λξ λ γ γ λ λ γ
λ λ

∇ = = + + −
+ +



    

所以当 0k = 时，γ 的外在形状是具有测地曲率为 λ 的圆，它的 Frenet 标架为{ }, Nγ ，它位于某个常

截面曲率为 4c 的完全测地实空间形 ( )2 4;M c R 上，当 0k ≠ ，可看到 2 2
1k k λ= + ， 2 1k k kλ= ， 

2
3 1k kλ= 是正数，设 ( )2

1

1Y kJ N
k

γ λ= + ， ( )3 sgnY k ξ= − ，
( ) ( )4
1

sgn k
Y J kN

k
λ γ= − − 其中 ( )sgn k 表示 k 的 

符号，所以有 1 2k Yγ γ∇ =




 ， 2 1 2 3Y k k Yγ γ∇ = − +




 ， 3 2 2 3 4Y k Y k Yγ∇ = − +


 ， 4 3 3Y k Yγ∇ = −


 ，因此可发现 γ 的外在形

状是 4 阶螺旋，且位于某个完全测地 ( )2 ;M c C 上。 

3. Sasakian 磁场的 Legendre 轨道方程 

在本节主要是通过引理 1 和引理 2 给出 ( )4nCH − 中测地球上的 Legendre 轨道方程的显示表达式。设

γ 是 ( )4nCH − 中测地球上 Sasakian 磁场的 Legendre 轨道，由引理 1 中黎曼连接的关系有 
, ,X XY Y X JY JN X Y N∇ =∇ − + ，N 为 2 1

1
nH + 上的单位外法向量，且 , 1N N = − ， J 为 1nC + 上的

复结构，对轨道 γ 进行水平抬升 2 1
1ˆ nHγ +∈ 并将其视为 1nC + 中的曲线。由黎曼连接的关系和引理 2，知 γ̂ 满

足 

2 2
2ˆ

2 2
2 3ˆ 2 2 2 2

ˆ ˆcot ,

cotˆ ˆcot ,
cot cot

k rY

k r kY k r Y J
k r k r

γ

γ

γ γ

γ γ

∇ = + −


∇ = − + + −
 + +









 

这里 2 3,Y Y 是由引理 2 导出的水平向量场，因此可知 γ̂ 满足常微分方程 

( )2ˆ ˆ ˆcot 1 0ik rγ γ γ′′′ ′′ ′− + − =  

解此微分方程有 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2ˆ exp 1 4 sinh 2 exp 1 4 sinh 2t A k k r t B k k r t Cγ    = − + + + − − + +   
   

 

1, , nA B C C +∈ ，考虑初值条件 ( ) 1ˆˆ 0 nz B Cγ += ∈ ⊂ ， ( ) ( ) { } 1ˆ 0 , nz v z Cγ += ∈ × 和 ( ) ( ) { } 1, n
zN z u z Cϖ

+= ∈ × ，

则 
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1, , nA B C C +∈ 有如下形式 

( ){ ( ) }2 2

2 2

sinh sinh sinh 4 sinh cosh 2
2 sinh 4

rA k r k r rz ru i v
k r

= − + + −
+

, 

( ){ ( ) }2 2

2 2

sinh sinh sinh 4 sinh cosh 2
2 sinh 4

rB k r k r rz ru i v
k r

= − + + + +
+

, 

( )2cosh sinh coshC rz r r u= + . 

接下来在第四节中研究 ( )0
pU δ 上的 Legendre 磁流。 

4. Sasakian 磁流 

本节证明了复双曲空间中测地球上 Sasakian 磁场 kF 的 Legendre 轨道流与 Legendre 测地流是彼此光

滑一致的，现在给出本文的主要定理。 
定理1：设 ( )p δ 是复双曲空间中半径为δ 的测地球，则Sasakian磁场 kF 的Legendre轨道流 0

k tF ϕ 与

Legendre 测地流 0
tϕ 彼此光滑共轭，即存在微分同胚 kf 使得 

2 2
0 1 0

sinh 4 2k t k kk r t
F f fϕ ϕ−

+
=    

证明：一般来说我们只关注 4c = − 这种情况，首先注意到在 ( )4nUCH − 上的 Legendre 测地流 tϕ 可以

用矩阵表示为 

( )0d dt

z z
A t

u u
ϕ π π
      

=      
      

, 

其中 

( ) ( )( )0

cos sin
sinh sinh 2 1 ;

sin cos
sinh sinh

t tI I
r rA t Mat n C

t tI I
r r

 ⋅ ⋅ 
= ∈ + 
 − ⋅ ⋅ 
 

, 

这里
z
u
 
 
 

表示 ( )z u 的转置， ( )1,I Mat n C∈ + 表示单位矩阵，定义 ( ) ( )( )2 1 ,kA t Mat n C∈ + ，定义两个函

数 

( ) ( )2 2
2 2

1 4 1 4cos ,  sin
2 2sinh sinh

t k t t k t
r r

= + = +  , 

( ) ( ) ( )
2 2

2sinh
2sinh 4

k

I O kiI IrA t t t
O I I kiIk r t

−   
= ⋅ + ⋅ ⋅   

   +
   

这里 ( )1,O Mat n C∈ + 表示零矩阵，因为 Sasakian 磁场的 Legendre 轨道流 0
k tF ϕ 可以表示为 

( ) ( )0 2d d e dikt
k t k k

z z z
F A t A t

u u u
ϕ π π π−          

= ⋅ =          
          

, 

nI 表示 n n× 阶单位矩阵 

设矩阵 ( )
( ) ( )

( ) ( )
11 12

21 22

k k
n n

k k k
n n

p I p I
P t

p I p I

 
 =
 
 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 21 22, , ,k k k kP P P P 向量取值如下 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

11

2
2 2

12

2
2 2 2 2

21

2
2 2 2 2

22

2 4 sinh 4 sinh ,

2 4 sinh 4 sinh ,

sinh 4 sinh 4 sinh 4 sinh ,

sinh 4 sinh 4 sinh 4 sinh ,

k

k

k

k

P i k r k r

P i k r k r

P k r k r k r k r

P k r k r k r k r

 
= − − + + +  
 
 

= − + + −  
 
 

= + + − + + +  
 
 

= + − − + + −  
 

 

得到 ( )1 k k
k k k

k k

i O
P A t P

O i
− + 
⋅ ⋅ =  − 

 
 

 

所以有 ( ) ( )1 2 2
0 sinh 4 2k k kQ A t Q A k r t− ⋅ ⋅ = + ， 1

0k kQ P P −= ⋅ 由于 ( )0A t 对应于复双曲空间中 Legendre
测地流 tϕ 且 kQ 作用于水平子束  上且与 1S fiber− 作用可交换，所以它在 ( )4nUCH − 上诱导了一个微分

同胚映射 kf 使得 

2 2
0 1 0

sinh 4 2k t k kk r t
F f fϕ ϕ−

+
=    

5. 总结 

本文是通过建立 Sasakian 磁场与 Kähler 磁场之间的对应关系，利用代数方法实现在复双曲空间中测

地球面上 Sasakian 磁场中建立 Legendre 轨道流与 Legendre 测地流之间的合同关系。通过本文的研究不仅

完善了实超曲面的理论体系，并且为下一步研究四元 Kähler 流形中的实超曲面提供了新的思路。 
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