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Abstract: To a kind of multi-objective optimization problem, which objective function is convex vector 
function and which constraints are box sets, firstly we use linear weighted method to turn it into nonconvex 
single-objective optimization problem, secondly we get the global minimizer of the single-objective optimi-
zation problem by implying the filled function method, then we attain the weak efficient minimizer of the 
prime multi-objective optimization problem. 
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摘  要：针对一类目标函数为凸向量值函数且约束为箱子集的多目标规划，先利用线性加权和法将其转

化为非凸单目标规划，再利用填充函数法求得该单目标规划的全局最优解，从而得到原规划的最小弱有

效解。 
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1. 引言 

多目标规划作为最优化的一个重要分支，它主要

研究在某种意义下多个数值目标的同时最优化问题，

是当前计算数学、应用数学以及工程优化中较为活跃

的研究领域之一。近年来，关于多目标规划的研究十

分活跃，如[1-3]，但由其自身的复杂性，针对规划本身

直接求解的研究较少。本文采用间接方法，将多目标

规划转化为单目标规划，再利用填充函数求解。 

考虑如下的凸多目标规划问题(VP)： 

        T

1 2min , , , pf x f x f x f x         (1) 

. . , 1, ,i i is t l x u i n   

p

 

其中函数 : nf R R 是凸向量值函数， ，i il u  

1, ,i n  。 

针对规划(VP)，利用线性加权和法将其转化为如

下单目标规划问题(SP)1： 

    1 1 2 2min p p f x f x f      x      (2) 

. . , 1, ,i i is t l x u i n     

其中  T

1 2
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p j j
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      



 
      

 
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引理 1.1[4] 对每个给定的  ，相应于(SP)1的

最优解必是(VP)的弱有效解。 

引理 1.2[4] 对(VP)的任一弱有效解 x ，都必存在

一个   ，使 x 是(SP)1的最优解。 

以上两个引理说明，对凸多目标规划来说，当取

遍   时，通过求(SP)1的最优解便可得到(VP)的弱

有效解集，且(VP)的任一弱有效解 x ，必存在一个

  ，使 x 是(SP)1 的最优解。因此，(SP)1 的全局

最优解一定是(VP)的弱有效解，这个解就称为最小弱

有效解，定义如下： 

定义 1.1 如果  * *,x  是(SP)1 的全局最优解，则

称 *x 是(VP)的最小弱有效解。 

但求解(SP)1 的全局最优解时，每次需选定一个

，这为(SP)1 的求解带来一定的困难。本文

视 为变量，令 

  

  



       

 

1 1 2 2 1 1

1

1

,

(1 )

p p

p

j p
j

F x f x f x f

f x

   



 





     

 

x



 

可得如下非凸单目标规划问题(SP)2： 

min ,F x                          (3) 

. . , 1, ,

0 1, 1, ,
i i i

j 1

s t l x u i n

j p
   

     
 

从而，若  * *,x  是(SP)2 的全局最优解，则 *x 是(VP)

的最小弱有效解。 

(SP)2 是 个变量的非凸非线性规划问题，

而填充函数法是一种求解非凸非线性规划全局最优解

的有效方法。利用(SP)2本身的特点并结合填充函数的

优点，本文给出了求解(SP)2全局最优解，即(VP)最小

弱有效解的一类新的填充函数法。 

1n p 

2. 新的填充函数及其性质 

2.1. 问题表述 

填充函数法最先由葛仁溥[5]提出，是一类较为有

效的确定性全局优化方法。它在当前局部极小点处构

造填充函数，通过极小化填充函数迅速跳出当前局部

极小点达到函数值更小的局部极小点，循环运算直至

找到全局极小点。填充函数法提供了一个利用局部优

化工具解决全局优化问题的方法，因此受到理论及实

际工作者的欢迎，有很多学者对此作了进一步的研究，

如[6-9]。 

但这些文献中提出的填充函数，由于参数的选取

与局部极小点的谷域的半径有关且很敏感，计算性能

不理想；并要求目标函数二次连续可微以及局部极小

点的个数有限，但实际应用时目标函数有可能是不可

微或者有无限多个局部极小点。这就促使我们去寻找

具有易调节参数且更好性质的填充函数。 

考虑如下的规划问题： 

 min f x                 (4) 

. .s t x S  

其中  , 1, ,n
i i iS x R a x b i n      ， 

i ia b    ， 1, ,i n  函数  f x 是 Lipschitz 连

续的且 Lipschitz 常数为 L。 

记  i i ig x a x  ， 1, ,i n   ，  i i ig x x b  ，

1, , 2ni n    ，则(4)等价于以下问题(P)： 

 min f x                 (5) 
. .s t x  

其中   0, 1, , 2n
ix R g x i n      。记 L(P)为(P) 

的所有局部极小点的集合，G(P)为(P)的所有全局极小

点的集合，假设 *
1x 是  f x 的当前局部极小点，

     *
1f x

*
1 :xL x L P  f x 是有界闭集，假设(P)

的不同局部极小点的个数可以是无限的，但不同局部

极小值的个数是有限的。 

填充函数的最初定义由葛仁溥[5]提出如下： 

定义 2.1 函数  *
1,P x x 被称为  f x 在点 *

1x 处的

填充函数，若  *
1x,P x 满足以下性质： 

(P1) *
1x 是  1,P x x* 的严格局部极大点，且  f x

在 *
1x 的盆谷 是*

1B  *
1,P x x 在山丘的一部分； 

(P2) 凡是比 *
1x 的盆谷 高的盆谷处，不会有*

1B

 *
1,P x x 的局部极小点或平稳点； 

(P3) 若存在盆谷 低于盆谷 ，则一定存在*
2B *

1B
*
2x B ，使得在 x和 *

1x 连线上存在 的局部极

小点。 

 *
1, x P x

该填充函数的定义依赖于目标函数  f x 的盆谷

和山丘的概念，这就需要假设  f x 仅有有限个极小

点。不利用函数的盆谷和山丘的概念，我们改进填充

函数如下： 
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定义 2.2 函数  *
1,P x x 被称为  f x 在点 *

1x 处的

填充函数，若 满足以下性质：  ,P x *
1x

(P1) *
1x 是 在 的严格局部极大点；  *

1,P x x nR

(P2) 对任意的 *
1 1\x x 或 ，有 

，这里 

\nx R 

 *
10 ,P x x

      *
1 1 , 0, 1, , 2n

i }x R f x f x g x i n        

 *
1,P x x 是  *

1, P x x 在点 x 处的广义梯度； 

(P3) 若     *
2 1 ,x f x f x x    非空，则存

在 使得*
0x 2

*
0x 是 的局部极小点。  *

1,P x x 
定义 2.2 表明若 是满足定义 2.2 的填充函

数且

 *
1,P x x

*
1x 不是全局极小点，则在极小化  *

1, P x x 的过程

中，一定会找到 x 满足    *
1 f x f x ，从 x 出发利用

局部搜索可达到一个函数值比  *
1f x 更低的极小点，

从而跳出当前局部极小点，重复此过程直到找到全局

极小点。 

2.2. 新的单参数填充函数及其性质 

本节提出一个新的单参数填充函数： 

 
    

      

*
1

* *
1 1

*
1

   , ,

1

1
  min 0,max , , 1, ,2i

P x x

x x f x f x

f x f x g x i n








     

    

 

其中 *
1x 是  f x 的当前局部极小点，  是欧几里德范

数。 

下面的定理 2.1～2.3 证明  *
1, ,P x x  是满足定义

2.2 的填充函数。 

定理 2.1 假设  *
1x L P ，若

1
0

L
  ，则 *

1x 是

 *
1, ,P x x  的严格局部极大点。 

证 明  因 为  *
1x L P ， 则 存 在 *

1x 的 邻 域

 *
1 1,O x  ， 1 0 

 *
1

，使得对任意的 ，

有

 * ,x  1 1x O 

 f x f x 。下面考虑两种情况： 

情况 1：对任意的  *
1 1,x O x  



，有 

      *
1min 0, max , , 1, , 2 0if x f x g x i n      

情况 2：对任意的    *
1 1, nx O x R  \ ，至少

存在一个  0 1, , 2i n 

 

使得 ，则  
0

0ig x 

    *
1min 0 1, , 2 0f x n , max f x , ,ig x i      

因此，对任意的  1
*
1 ,xx O  ， *

1x x ，当
1

0
L

  时，

有 

      

 

* *
1 1

* *
1 1

* *
1 1

, ,

0 , ,

P x x x x f x f x

x x L x x

P x x

 





    

    

 

*
1

 

则 *
1x 是  *

1, ,P x x  的严格局部极大点。 

定理 2.2 假设  *
1x L P 且 *

1 1\x x 或 

\nx R ，当
1

0
L

  ，有  , ,*
10 P x x  。 

证明 考虑如下两种情况： 

情况 1：对任意的 *
1 1\x x ，有    *

1f x f x ，

 *
1 0ig x  ，   0ig x  ， 。则 1, ,  2i n

      *
1min 0, max , , 1, , 2 0if x f x g x i n       

情况 2：对任意的 ，至少存在一个\nx R 
 0 1, , 2i n  使得  

0i
g x 0 ，则 

      *
1min 0, max , , 1, , 2 0if x f x g x i n       

因此，由       * *
1 1, ,P x x x x f x f x      *

1 ，得 

   
*

* 1
1 *

1

, ,
x x

P x x f x
x x

 


    


 

记
*
1

*
1

x x
d

x x





，有 

 

   

*
1*

1 *
1

* * *
1 1 1

2 **
11

,
, , , ,

,

1 1 0

T

x x d
P x x d d

x x

x x x x x x

x xx x

L

 




  


   



  
   



      



 

这里  f x  。因此，对任意的  *
1, ,P x x  ，有

Td 0 ，即  *
10 , ,P x x  。 

 *
1x L P 但  *

1x G P定理 2.3 假设 且 
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intcl cl   。当
1

0
L

  且  适当小时，存在点

*
0 2x  使得 *

0x 是 P  *
1, ,x x  的一个局部极小点。 

 因 *
1证明 为  x L P 但  *

1x G P ，则存在  f x

的另一个局部极小点 *
2x 且  *

2  *
1f x  f x ，  *

2ig x 0 ，

1, , 2i n  。 因 为  f x 连 续

, 2

是 Lipschitz 的 ，

  , 1,ig x i 
*
3 intx  使得

n   连续 inl cl   ，则存在点

  * *

且 c

3 1

t

x f x ， 1, , 2i n  。 ，   0*
3ig x

当
1

L
0   时，有 

 
    

     
 

     

     

1

i

i

f x

* *
3 1

* * * *
3 1 3

* * *
3 1 3

* *
3 1

* * *
3 1 3

* * *
3 1 3

   , ,

1
  max , , 1, ,2

1

1
  max , , 1, ,2

1
max , , 1, ,2

0

i

P x x

x x f x

f x f x x i n

L x x

g

f x f x x i ng

f x f x x i n













    

      

  

      

     



 

则 。 

对任意的 ， 个 使

得



因此当

g

 x

 * *
3 1

0
lim , ,P x x





 

x

则 

至少存在一  0 1, , 2i n 

 
0

0i x  ，

x f x

g

  *
1min 0, ma , , 1, , 2 0if x g i n      

1
0

L
  时，有 

      
 

* * *
1 1 1, ,

1

P x x x x x f x

L x

 



    

 
 

从而

*
1

f

x

 适当小时，必有   * * *
3 1 1, , , ,P x x P x x  。 

因此 

  

 

* *
1 1

\

* *
3 1

m , , ) min , , , ,

, ,

x x
x x P x x P x x

P x x

* *
0 1in (P   



  
 


 

且 是开集，则当\ 
1

0
L

  且  适当小时，

*x 是  *, ,P x x0 \  1  的 局 部


极 点 ， 且 由

P

小

 , ,P x x  * *
3 1, ,x x*

1   必有    * *
0 1f x f x ， 

 *
0 0ig x  ， 1, , 2i n 

2.4 说明

，即

该填 有一个

*
0 2x 

充函数

。 

很好的性下面的定理

质,即距离当前局部极小点 *
1x 越远，函数值越小，从而

保证在极小化填充函数的过程中不会回到原来的盆

谷，极小点必在目标函数值低于  *
1f x 的区域得到。 

定理 2.4 假设  *
1x L P ， 

*
1 1 2

*
10 x x x   x  ， 1x  2 , , 0x     或 

1x  ，且    *
1 1f x f x ，    *

2 1f x f x 若或 2x   

1
0 min ,

L L




    
 

 

则 

    * * *
2 1 1 1 1 1, , , , 0 , ,P x x P x x P x x *      

证明 对满足条件的 1x 和 2x ，易得 

     *
1 1 1mi ,2 0i nn 0, max , , 1,f x f x g x i        

和 

      *
2 1 2min 0, max , , 1, , 2 0if x f x g x i n       

考虑 

   
      
 

 

 

* *
2 1 1 1

* *
2 1 1 1 2 1

* *
2 1 1 1 2 1

2 1* *
2 1 1 1 * *

2 1 1 1

* *
2 1 1 1

   P , , , ,

  

1

1

0

x x P x x

x x x x f x f x

x x x x L x x

x x
x x x x L

x x x x

x x x x L

 












     

      

       
    
 

      
 



 

则当
1

0 min ,
L L




    
 

时，结合定理 2.1，有 

    * * *
2 1 1 1 1 1, , , , 0 , ,P x x P x x P x x *       

3. 填充函数算法 NFFM 和数值实验 

填充函数算法 NFFM。 

摄动常数

3.1. 填充函数算法 NFFM 

基于以上讨论，我们给出

初始步 

1. 选择一个 ，例如： : 0.1  。 
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2. 选择参数  的一 下界 L 0 个 ，例如：

3. 选 个小数

80 。 

择一

: 1L
ˆ 0  ，例如： ˆ 0.1  . 

4. 选择方向 0 0e , , , 2k k k k   里1,2, n ，这 是变

量的

 

n

维数。 

5. : 1k  .  

主步

1. 以 x 为初始点，利用有约束局部搜索程序极小

化原问题(P)，得到  f x 第一个局部极小点 *
1x 。 

2. 令 1  。 

3. 构造 函填充 数： 

 
    

      

*, ,P x x1

* *
1 1

*
1

   

1
  min 0,max , , 1, ,2i

x x f x f x

f x f x g x i n





    

     

 

4. 若 ，转步 7；否则以 为初始

点，利用无约束局部搜



0k k *
1: δekx x 

化填充函索程序极小 数问题

(F)，得到  *
1, ,P x x  一个局部极小点 kx 。 

(F)             *
1min , ,P x x   

n

     (6)      

. .s t x R  

5. 若 ，令 ，转步 4；否则下一步。 kx  : 1k k 

6. 若 kx 满足    *
1kf x f ，令 : kx x x 且 : 1k  ，

以 x 为新的 始点 序极小化

原问题(P)，得到  
初 ，利用有约束局部搜索程

f x 的另一个局部极小点 *
2x ，令

* *
1 2:x x ，转步 2； 一步。 

减小

否则下

7.  ，令 ˆ:  。 

8. 若 L  ，令 ，转: 1k  步 3：否则算法停止，
*
1x 为全局极

个阶段，局部极小化阶段和填充

阶段

1：得到

小点。 

注：算法包括两

： 

阶段  f x 的一个局部极小点 *
1x 。 

阶段 2：构造 *
1 ,P x , x  且极小化  ,P x *

1, x  。当

找到满足  k  *
1f x  在 2 内的f x 的且 kx 时，算法跳

出阶段 2 ，把 k并返回阶段 1 x 作为新的初始点寻找

 f x 的另一个局部极小点 *
2x ( 果存在的话)。 

主步 2 中令 1

如

在   ，通过以上两阶段循环逐渐减

小直到  小于某个预设值，最后找到的局部极小点被

认为是全局极小点，算法终止。 

3.2. 数值实验 

本节对 3 个凸多目标规划问题进行数值实验，在

若干次迭代后都在最小弱有效解的某个邻域内终止，

表明所给的填充函数算法是有效的。算法中运用复形

调优法对原规划问题进行局部搜索，运用模式搜索法

对填充函数问题进行局部搜索，算法终止条件为
810 

找第 k

。计算结果见各表，表中记号如下： 是寻

个局部极小点的迭代步数；

k

 是寻找第 1k  个

局部极小点时的参数值； ,k kx  是寻找第 k 个局部极

小点时的新的初始点；  * *,k kx  是第 k 个局部极小点；

 k k,F x  是第 个新的初k 始点的函数值；  * *
k k,F x  是

极小点的函数

例 3.1. 

第 k 个局部 值。 

        1 2 3min , ,f x f x f x f x  

. . 4 4, 1, 2is t x i     

 1 15 2f x x x  ，  2 1 2f x x x 其中 ， 

  2 2
1 2 43 2f x x x x   。 

先利用线性加权和法将其转化为单目标规划问题 

(SP) ： 2

 
       1 1 2 2 1 2 3

m    ,

1

F xin

f x f x f



       
 

x

, 2

. . 4 4, 1,2

0 1, 1
i

j

s t x i

j
   

  
 

运 用 算 法找 到 了 原问 题 的 最小 弱 有 效解

，最小弱有效值 ，计算

结果见表 1。 

例 3.

 * 0, 3
T

x    * 2.9982f x  

2. 

      1 2min ,

. 3, 1,2,3,4i

f x f x f x

s t x i



  
 

. 0

其中 

        1 1 2 2 3( ) max , , 5f x g x g x f x g x    

这里 

     0 10 , 1, 2,3i ig x g x h x i     

  2 2 2 2
0 1 2 3 4 1 2 32 5 5 21 47g x x x x x x x x x         

  2 2 2 2
1 1 2 3 4 1 2 3 42 8h x x x x x x x x x          

  2 2 2 2
2 1 2 3 4 1 42 2h x x x x x x x 10        
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Table 1. Computa nal results with initial point (1, 1, 0.2319, 0.1022) 

表1. 初始点(1, 1, 0.2319, 0.1022) 

 

tio
计算结果–

NFFM 

k μ  ,k kx    ,kF x k   * *,k kx    * *,k kF x   

1 - (1, 1, 0.2319, 0. 22) 5.5912 (–0.0004, –0.921, 0.2 86, 0.3002) 0.4645 

1 

 (–0.00 03) –2.  

10 2

2 0. (0, 0, 0.5319, 0.0002) 0 (–0.0001, –0.9232, 0.5219, 0.0003) –0.0748 

3 0.01 03, –2.4231, 0.9991.0.00 4181 (0, –3, 0.9998, 0.0001) –2.9982 

 
lts with Table 2. Computational resu initial point (

表 2. 计算结果–初始点(1, 1, 1, 2.5, 0.5) 

 

1, 1, 1, 2.5, 0.5) 

NFFM 

k μ  ,k kx    F x ,k k   * *,k kx    * *,k kF x   

1 - (1, 1, 1, 2.5, 0.5) 26.75 (0, 1, 0, 2, 0.7 91) –6 

(0.6078, 2.0 2317) –  (0.9289, 0 , 0.4308) –3  

0

2 0.1 003, 0.0003, 0.0319, 0. 22.9117 .862, 0.2453, 0.0803 5.9939

3 0.01 (0.4012, 0.2524, 0.2288, 0, 0.9812) –49.4733 (0, 1, 1, 1, 0.5) –65 

 
ts with iniTable 3. Computational resul tial point (0, 0, 

表3. 计算结果–初始点(0, 0, 0.1, 0.5) 

 

0.1, 0.5) 

NFFM 

k μ  ,k kx    ,F xk k   * *,k kx    * *,k kF x   

1 - (0, 0, 0.1 ,0 ) 4.4 (–1.9811, 2.4489, 0.2 329) 3.2289 

(0.0012, 03) 0  

.5 807, 0.4

2 0.1 0.2354, 0.6722, 0.00 .3857 (0, 0, 0.999, 0.00001) 0.0001 

 

4

先利用线性加权和法将其转化为单目标规划问题 

(SP)

  2
3 1 2 3 1 22h x x x x x x x       2 2

 min ,

10 10, 1,2

0 1, 1, 2
i

j

F x

       1 1 2 2 1 2 31

. .

f x f x f x

s t

       
 

x i

j




   

  
2： 

      1 1 1 2

1

min , 1

. . 0 3, 1, 2,3,4

0 1
i

F x f x f

s t x i

  



  

  
 

 

x

运 用 算 法找 到 了 原问 题 的 最小 弱 有 效解

见表 2。 



  ，最小弱有效值   ，计算结果

例 3.3. 

* 0,1,1,1
T

x  * 65f x  

        1 2 3in , ,

. . 10 10, 1,2i

m f x f x f x f x

s t x i



   
 

其中 2  2 2
1 1f x x x  ， 1     2 2

2 12 2f x x x   

运 用 算 法找 到 了 原问 题 的 最小 弱 有 效解

，最小弱有效值 ，计算结果

见表 3。 

4. 结

对一类凸多目标规划构造了形式简单的单

参数填充函数，在理论分析的基础上给出了填充函数

实验表明该算法能够成功地找到所给问题

的最

的数值结果。 

 * 0,0
T

x   * 0.0001f x 

论 

本文针

算法。数值

小弱有效解，算法是有效的且参数易于调节。此

外，在数值实验的局部搜索程序中，我们使用简单的

复形调优法和模式搜索法，如果采用更有效的算法，

如根据具体函数提供的梯度信息，相信可以得到更好

， 

先利用线性加权和法将其转化为单目标规划问题 

(SP)2： 

 3f x
2

1 2( )e x x  
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