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Abstract: In this paper, the Josephson system with parametric and external excitations by using second-order 
averaging methods and Melnikov’s methods is investigated in detail. The threshold values of existence of 
chaotic motion are obtained under the periodic perturbation. We prove the criterion of existence of chaos in 
averaged system under quasi-periodic perturbation for 2 1    

2 1 , 2n n

 by applying the second-order averaging 

method and Melnikov’s method, and prove that the criterion of existence of chaos in second-order averaged 
system under quasi-periodic perturbation for       cannot be obtained by applying Mel-

nikov’s method. The theoretical results are verified and some new dynamics are demonstrated by numerical 
simulation. 
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摘  要：本文应用二阶平均方法和 Melnikov 理论，研究带有参数和外力激励的 Josephson 系统。给出

了周期扰动下系统产生混沌的准则；得到了在拟周期扰动下当 2 1    时平均系统的混沌存在准

则；证明了当 时，平均系统的混沌存在准则不能通过运用 Melnikov 方法给出；通

过数值模拟验证了理论分析结果，并发现了系统的一些新的有趣的动态。 

2 1 2n n     

 

关键词：二阶平均；Melnikov 方法；分支；混沌；周期扰动；拟周期扰动 

1. 引言 

本文考虑带有参数和外力激励的Josephson系统 
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  1 1 2

,

sin cos sin sin

x y

y x x y f t f 2t    


       




                        (1) 

这里  x t 表示通过电感器的电流；sin x 表示具有相位检测特征的混合环路；  1, 2i i  和  1, 2if i  分别是驱

动力的角频率和振幅；  cos x y    表示理想滤波器的转换函数的特征。 

众所周知，许多系统都能用(1)或类似的模型描述，例如：单机无穷大母线的同步发动机模型[1]、摆方程[2,3]、

电动转子的分流模型[4]和许多其它的应用。另外，Josephson方程具有丰富的非线性动态，因而对Josephson方程

的研究既有重要的应用价值，同时，对了解非线性系统的动态也是非常有意义的。 

Josephson系统已被广泛研究。例如：Belyky[5]研究了如下的Josephson系统 

,

sin cos .

x y

y x  


    


 xy

t

 

给出了Josephson方程动态的定性分析。 

Schlup[6]利用扰动理论和数值计算研究了Josephson方程的推广系统 

  1 1

,

sin sin 2 cos 2 cos 2 sin

x y

y x k x x k x y f  


       




 

Abidi和Chua[7]，Odyniec和Chua[8]给出上述Josephson方程有周期轨情形下的解析结果；Salam和Sastry[9]，

Bartuccelli等[10]利用Melnikov函数和定性理论的一些结果得到了分支图，证明在某些参数值处混沌的存在性。 

井竹君等[2,11,12]研究具有一个外力的Josephson方程，给出极限环和鞍点–鞍点分界线环和混沌的存在性。另

外，井竹君和曹鸿军[13,14]研究了具一个相差的外力的Josephson方程 

 
,

sin sin 2 cos 2 cos 2 sin

x y

y x k x x k x y t  


        


  

t

 

给出了导致混沌的存在条件，同时相差的变动对周期解或次调和解的分支的影响也被考虑。 

在[15]中，井竹君、杨建平研究了具有两个外力项的Josephson方程 

  1 1 2 2

,

sin sin 2 cos 2 cos 2 sin sin

x y

y x k x x k x y f t f  


        


 

 

得到了一些重要的结果，如周期扰动和拟周期扰动下系统的混沌存在准则。 

本文运用二阶平均方法，Melnikov方法以及混沌理论，数值模拟来研究具有参数和外力激励的Josephson系

统(1)。本文由六节组成：1) 引言；2) 未扰动系统的定性分析；3) 周期扰动下的混沌；4) 拟周期扰动下的混沌；

5) 数值模拟；6) 结论。 

2. 未扰动系统的定性分析 

本节，考虑如下的未扰动系统 

, sinx y y x                                           (2) 

未扰动系统(2)是具有如下Hamiltonian函数的Hamiltonian系统 

  21
, cos

2
H x y y x x    

函数  , cosV x y x x   是相应的势能函数。通过对系统(2)的不动点及其稳定性的分析不难得到如下引理： 

引理1 
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1) 如果 1   或者 1  ，那么系统(2)没有不动点； 

2) 如果 1   1或者  ，那么系统(2)有无穷多个不动点
π

π , 0
2

m
  
 

，这里m 

1

，均为有两个零特征值的

分支点； 

3) 如果 1    ，那么系统(2)有无穷多个不动点，即鞍点   2 1 π arcsin ,0m   ，中心 

，这里 。  2 1 πm  arcsin ,0 m
系统(2)在  , x 平面中的不动点分支图在图1(a)给出。从图1可知，系统(2)在 1  或 1   处经历鞍结点分

支。图1(b)是系统(2)在 0.72577502168037  的相图，这里 S 由一条同宿轨道 hom 与其自身连接。 

注意到，对于鞍点 ，能量  2 1 π arcsin ,0m        22 1 π arcsin ,0 1 2 1 π arcsinH m m          因

此，对于不同的 ，也即不同的鞍点，它们的能量不可能相等，从而可知，未扰动系统(2)没有异宿轨道。 m
 

 
(a)                                             (b) 

Figure 1. (a) Bifurcation diagram of system (2) in  x ,  plane; (b) Phase portrait of system (2) at  0.725077502168037  

图1. (a) 系统(2)在  x , 平面中的分支图；(b) 系统(2)在  0.725077502168037 时的相图。下面研究未扰动系统(2)在周期扰动和拟周期扰

动情形下的动态变化 

 

下面研究未扰动系统(2)在周期扰动和拟周期扰动情形下的动态变化。 

3. 周期扰动下的混沌 

本节考虑未扰动系统(2)在周期扰动下混沌的存在性，即讨论系统(1)在  ， ， 1f ， 2f 与 为同阶无穷小且 

2

n

m
  情形下的混沌存在性，这里 ， 是正整数，满足m n  , 1m n  。 

系统(1)可写成如下的自治系统 

　　　　
  1 1 2 2

1 1

2 2

,

sin cos sin sin ,

,

x y

y x x y f f    

 

 




      



 







 
                      (3) 

这里    ， 1 1f f  ， 2 2f f  ，   。 

由引理1和图1(b)可知，未扰动系统(1)  0 有一条同宿轨道 hom 。当扰动被加到系统(1)时，同宿轨道可

能破裂，稳定和不稳定流形可能有横截相交。由Smale-Birkhoff定理[16]，横截相交的同宿轨道可能导致混沌。因

此可应用Melnikov方法得到系统(3)的分支和混沌的存在准则。 

假设未扰动系统的同宿轨道为       0 0 0 0, ,x y x t y t ，那么系统(3)的Melnikov函数为 

               2 2
1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 0 2 0d cos d sin d sin dM t y t t x t y t t f y t t t t f y t t t t   

   

   

               (4) 
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这里 是Poincar’e映射与横截面相交的时间。 0t

由于  0x t ，  0y t 的解析表达式很难给出，将在§5中给出数值解。  0x t ，  0y t 是关于时间 在区间t

 ,  上的函数。设 为1P hom 和 x 轴的交点，并且选择 1 为P hom 的初始点，则     0 0x t y t 关于时间 t 为偶(奇)

函数。因此，同宿轨道 的Melnikov函数(4)可写成 hom

         1 0 1 2 1 1 1 1 0 2 2 2 2 02 cosM t A A f B t f B t           cos ,  

这里 

      2 2
1 0 2 0 0

0 0

d , cos d ,A y t t A y t x t t
 

    

           1 1 0 1 2 2 0 2
0 0

sin d , sin d ,B y t t t B y t t  
 

   t  

2 1, ,
n

m n
m

    

令 

     

     

2 1 1 1 2 2 2

1 1 2 1 2
1

2 1 1 1 2 2 2

2 1 2 1 2
1

, , , , ,

, , , , ,

A f B f B
R f f

A

A f B f B
R f f

A

  
  

 
  

  


  



 

当 

   2 1 2 1 2 1 1 2 1 2, , , , , , , , ,R f f R f f         

时，存在 ，使得当0t 0
1

2π
0,t


 
  

 
时，  1 0 0M t   ，

0

1

0

0t t

M

t






，并且有如下定理： 

定理1 如果 

   1 1 2 1 2 2 1 2 1 2, , , , ,     , , , , ,R f f R f f       或                           (5) 

系统(3)发生同宿轨分支。这意味着如果 充分小，0  位于曲面 ， 之间，横截同宿轨道可能存在，

系统(3)可能是混沌的。 
1R 2R

分支曲面(5)的数值模拟结果在§5中给出。 

4. 拟周期扰动下的混沌 

本节考虑Josephson方程(1)在拟周期扰动下的混沌行为。假设 1 和 2 之比是无理数。这种情形下，不能定

义Poincar’e映射，因此不能应用Melnikov方法，但可以应用二阶平均方法把原系统简化到具周期扰动的

Hamiltonian系统，再应用Melnikov方法来研究平均系统混沌的存在性。 

4.1. 平均系统 

为了应用平均方法，令
3

2   ，
3

2   ，
3

2
1 1f f  ， 2

2 2f f  ，为了方便，用 ，  ， 1f ， 2f 替换 ，

 ， 1f ， 2f ，系统(1)可写为 


3 3

22 2
1 1 2 2sin sin sin cos x x f t f t x              x                       (6) 

令 0x x  z ，有 
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3 3
2 2 3 42 2

2 3 1 1 4 2 2

3
2 22

2 3
2 3 1 1

4 2
4 2 2

sin sin

sin

sin ,

z z a z a z f t a z f t

z

a z a z f t

a z f t z

 

 



  

     

  

    
      







    

  

 

   2



                        (7) 

这里 2
0cos x  ， 0

2

sin

2

x
a  ， 0

3

cos

6

x
a  ， 0

4

sin

24

x
a   ， 0x 是未扰动系统(2)的中心。 

考虑如下两种情形： 

1) 1 ,  2  ； 

2) 1 ,  2 n 1  ，这里 ， 。 2n  n
令 2 2

1 2 1n          ， 与 1 不是有理相关， n。 

应用可逆Van der pol变换 

1
1 1 1

1
1 1 1

cos sin

sin cos

u zt t

v zt t

  
  





    
           

， 

到系统(6)，对变换后的系统平均化到二次，再做时间变换
18

t
t





可得到如下的平均系统。 

情形(1) 

     

     

2 2 3 2
3 2 1 1 22

1

2 3 2 2
3 2 1 22

1

10
3 4 4 4

3

10
4 3 4 4 sin

3

u a a u v v v f u f

v u a a u uv v f

4 cos   


   


                      


                   









          (8) 

情形(2) 

   

   

2 3 2 3 2 2
3 1 22

1

3 2 2 3 2 2
3 22

1

10
3 4 4 4

3

10
4 3 4

3

u a u v v v f a v u v

v u a u uv a u uv v

1

1

u 


 


  
         

  


          
 









                (9) 

这里 0 18  。 

在系统(8)和(9)中令 ，得到同样的未扰动系统 0

 

 

2 2 3
3 22

1

2 3 2
3 22

1

10
3 4

3

10
4 3

3

u a a u v v v f

v u a a u uv





   
        
   


          
   





14
                           (10) 

这里Hamiltonian能量函数为      22 2 2 2 2
3 22

1

1 10
, 3 2 4

4 3 1H u v a a u v u v f v


 
       

 
。 

不妨假设 ， ，系统(10)有三个不动点 0  3 0a 

 
3 2

2 1
1 2 2

3 1 2

16
0

9 9 10
f

a a




    
  

，两个不动点
 

3 2
2 1

1 2 2
3 1 2

16

9 9 10
f

a a




   
  

，一个不动点
 

3 2
2 1

1 2 2
3 1 2

16

9 9 10
f

a a





 


。 
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图2(a)是系统(10)不动点的分支图，显示了随着 1f 变动时系统不动点的产生和消失情况( ， 1  

0.5773502691896257  ， ， ， ，1 0.5686240703 27  0773 2 0.408248290463863a  3 2504486493762a  0.0962

 0.816496580927726 

1

)。由图2(a)知，当 时，系统(10)发生鞍-结点分支。图2(b)给出

了不动点处能量随

1 5433f 0. 961039625743

f 变化时的变换情况。当 1   ， ，1 0.2f  0.5773502691896257  ， 

， ， ，1 0.5686240703077327  2 0.40824829046 3a  386 3 0.09622504486493762a   0.8164 96580927726 ，

系统(10)的相图在图2(c)中给出。 

系统(10)存在三个不动点：  2 20,J v ，  1 10,J v 中心，  3 30,J v 鞍点，并且鞍点  10, J 通过两条同宿轨道 

连接到自身，这里 ，3 2v v v  1  1, 2iv i  ,3 是如下三次方程的根： 

2 3
3 2 12

1

10
3 4 4 0

3
a a v Tv f


 

    
 

。 

 

 
(a)                                       (b)                                      (c) 

Figure 2. (a) Bifurcation diagram of system (10) in  f u1 ,  plane; (b) Energy value of the fixed point as parameter f1  changes; (c) Phase 

portrait of system (10) at  f1 0.2  with , , , , 1  

09622504

 

3 0.

0.5773502691896257

486493762

1 0.5686240703077327 a2 248290463863 0.408

a   0. 816496580927726  

图2. (a) 系统(10)在  f u1 , 平面中分支图；(b) 随着参数 f1 变化时不动点的能量值；(c) 系统(10)的相图  f1 0.2

762

，这里 ，

、 、 、

1  

 0.5773502691896 257 1 0.5686240703077327 a 4082482904638632 0. a3 0.09622504486493   0. 816496580927726  

 

4.2. 平均系统的混沌 

由前述分析可知系统(9)是自治的，因此不能应用Melnikov方法证明混沌的存在性，而系统(8)是非自治的，

能应用Melnikov方法证明平均系统(8)混沌的存在性。 

对系统(8)，Melnikov函数为 

       

     

   

2 2 3 2
2 0 3 2 1 1 1 1 1 1 1 2 0 02 2

1 1

2 3 2 2
1 3 2 1 1 1 1 1 2 0 02

1

2
1 2 1 0 0 0 22

1

1 10
3 4 4 si

8 3

10
4 3 cos d

3

1
sin

8

nM t a a u v v v f v f

u a a u u v u f t t t

A f V t f V

   
 

   


    






  
t t                   

                       

    



 

       

2 0 0 0

2 22
1 2 1 0 2 0 0 02

1

cos

1
sin

8

t

A f V V t

 

      


 
 

        

      (11) 

这里     1 1,u t v t 未扰动的同宿轨道 或 ，  
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2 2 3 2 3 2
1 3 2 1 1 1 1 1 1 1 3 2 1 1 12 2

1 1

2 2 3
1 0 3 2 1 1 1 1 1 02

1

2
2 0 1 3 22

1

10 10
3 4 4 4 3

3 3

10
3 4 4 cos d

3

10
4 3

3

dA v a a u v v v f u u a a u u v

V a a u v v v f t t

V u a a

 

 

















      
                          

  
          


    







    
 

t




2 03 2
1 1 1 0

1 0

sin d , arctan .
V

u u v t t
V


 


 

     

   (12) 

因此，如果 

   


2 2
2 1 0 2 02

1 , , .
f V V

R f
A

 
2 1 0    


                            (13) 

则得到拟周期扰动系统(8)在 2 1     ， 1  附近混沌的存在准则： 

定理2 如果 

 2
1 2 1, ,R f 0                                          (14) 

那么系统(8)发生同宿分支。当  2
1 2 1, ,R f 0      时，系统(8)可能发生混沌行为。 

分支曲面(14)的数值模拟结果在§5中给出。 

5. 数值模拟 

本节数值模拟的目的是验证已获的理论结果，进一步发现其它复杂的动态。通过MATLAB7.1与Visual 

C++6.0混合编程[17]来进行数值模拟。 

首先给出系统(2)在周期扰动情形下的数值模拟结果。当 0.725077502168037  ， 0.28  ， ，

时，系统(3)在
1 1  2 1.5 

 1 2, ,f f  空间关于同宿轨道 的同宿分支曲面hom  1 1 2 1 2, , , , ,R f f    和  2 1 2, ,f2 1, ,R f   在

图3中给出。为了显示参数位于上述曲面之间时系统的解和吸引子的变化，我们取参数值使得 

   2 1 2 1 2 1 1 2 1 2, , , , , , , ,R f f R f f        ，那么系统(3)可能是混沌的。例如：对同宿轨 取 hom

0.725077502168037  ， 0.28  ， ， ，1 1  2 1.5 1 0.5f  ， 2 0.75f  ，有 2 1R R   。当 

1 2, 1 10.24472, .5, 0.437, 2 0.6550.725077502168037, 1 5f       f 时，图4(a)是系统(1)在  , y 平面中的

分支图，我们看到在 0.249  附近混沌的突然开始。相应于图5(a)的最大Lyapunov指数在图4(b)中给出。为了进

一步了解系统的动态，当 0.2864  时，系统(1)非吸引混沌集的相图和Poincar’e映射分别在图5(a)和(b)中给出。 
 

 

Figure 3. Homoclinic bifurcation surface (5)  R f f   1 1 2 1 2, , , ,  and  R f f   2 1 2 1 2, , , ,  with  0.725077502168037   

￣  0.28 , 1 1 ,  2 1.5 

图3. 同宿分支曲面(5)  R f f   1 1 2 1 2, , , , 和  fR f2 1 2 1 2, ,  , , 0.725077502168037  0.28  1 1.5 ， ，  1 2  。这里 ，
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其次，我们给出系统(2)在拟周期扰动下的数值模拟结果。当 ，1 0.2f  1   ， 0.5773502691896257  ，

， ，a 时，系统(8)关于同宿轨道1 0.5686240703077327  2 0.408248290463863a  3 0.0962 2504486493762  的

同宿分支曲面(14)分别在图6(a)和(b)中给出，从图6看到，当参数 2
1   位于曲面下时，系统(8)可能是混沌的。

因此，固定参数： ，1 0.2f  1   0.577350， 2691896257 

3 0.09622504486493762a 

， ， 

， ，

1 0.56  86240703077327

2 0.408248290463863a  0.1 ， ，2 2.6f  0 1  ， 1  0.04，   时，有 

   2 2

2 1 0 2 02
1

f V V

A

 
  


  。 

系统(8)在  ,u v 平面中的混沌轨道和混沌吸引子分别在图7(a)和图7(b)中给出。 

当 ， ，1 0.2f  1   0.5773502691896257  ， ， ， 

 
1 0.5686240703077327  2 0.408248290463863a 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 4. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  plane with  0.725077502168037 ,  0.24472 , , ,  1 1 2 1.5

f1 0.437 , f2 0.6555 ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图4. (a) 系统(1)在  y ,  平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里  0.725077502168037 ， 0.24472 ， 1 1 ， 

，2 1.5 f1 0.437 ， f2 0.6555  

 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 5. (a) Phase portrait of system (1) at  0.2864 ; (b) Poincar’e map corresponding to (a) 

图5. (a)  0.2864 时系统(1)相应图4(a)的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射。这里最大Lyapunov指数为  0.02161
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3 0.09622504486493762a  时，系统(8)关于同宿轨道  的同宿分支曲面(14)分别在图8(a)和(b)中给出，从图8看

到，当参数 2
1   位于曲面下时，系统(8)可能是混沌的。因此，固定参数： ， ， 1 0.2f  1  

0.5773502691896257  ， ， ， ， 1 0.5686240703077327  2 0.408248290463863a  3 0.09622504486493762a 
0.1 ， ， ，2 2.6f  0 2  2  ， 0.5  时，有 

   2 2

2 1 0 2 02
1

f V V

A

 
  


  。 

系统(8)在  ,u v 平面中的混沌轨道和混沌吸引子分别在图9(a)和图9(b)中给出。 

本节以下部分，用数值模拟方法发现系统(1)其它新的分支结构和动力学行为。下面分别考虑如下七种情

形： 
 

 

Figure 6. Homoclinic bifurcation surface of system (8) with , f1 0.2 1   ,  0.5773502691896257 , , 

, ,  

1 0.5686240703077327

a2 0.40824829046386

f1 

3 a3 0.

0.2

09622504

1

486493762 0.1

图6. 系统(8)关于同宿轨道 的分支曲面(14)。这里 ，Γ   0.5773502691896257  ， 、 、

、 a ，

1 0.5686240703077327

a2 0.40824829046 3863 3 0.09622 504486493762 0.1  

 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 7. (a) Chaotic orbit of the averaged system (8); (b) Poincar’e map corresponding to (a). , f1 0.2 1   ,  0.5773502691896257 ,  

, ,  1 0.5686240703077327 a2 0.408248290463863 a3 0.09622504486493762 , 0.1 , , ，f2  2.6  0  1  1 ,  0.04  

图7. (a) 平均系统(8)的混沌轨道；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射。这里 ，f1 0.2 1  

0.1 f2

， ，

， ， a ，  ， ， ， ，

 0.5773502691896257

2.6  0 1  11 0.5686240703077327 a2 0.408248290463863 3 0.09622504486 493762  0.04  
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Figure 8. Homoclinic bifurcation surface of the averaged system (8) with  f1 0.2 , 1  

504486493

, ,  

, , ,  

 0.5773502691896257

762 0.11 0.5686240703077327

Γ

a2 0.408248290463863

f1 0.2 1

a3 0.09622

  图8. 系统(8)关于同宿轨道 的分支曲面(14)。这里 ， ， ， ，

， a ，  

  0.5773502691896257 1 0.56862407030773 27

a2 0.40824829046 3863 3 0.09622 504486493762 0.1

 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 9. (a) Chaotic orbit of the averaged system (8) with , f1 0.2 1   ,  0.5773502691896257 , ,  

,  

1 0.5686240703077327

a2 0.408248290463863 a3 0.09622504486493762 , 0.1 , , f2 2.6  0   ,    ,  0.5 ; (b) Poincar’e map corresponding to (a) 

图9. (a) 平均系统(8)的混沌轨道; (b) 相应于(a)的Poincar’e映射。这里 ，f1 0.2 1    0.5773502691896257， ，

， ， a ，1 0.5686240703077327 a2 0.408248290463863 3 0.09622504486 493762 0.1 ， ， ，f2 2.6  0      ，  0.5  

 

1) I) 固定 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   0,0.5 

为参数；II) 固定 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ，f ， ，以2 1.5103 2 1.732  0,0.5 

为参数； 

2) I) 固定 0.164  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   0.4,0.8 
为参数； II) 固定 0.164  ， 0.725077502168037  ， ， ， ，1f  0.863 1 1.4142 2 1.510f  3 2 2  ，以

为参数；III) 固定0.4,0.8   0.4  0.7250， 77502168037  ， ，1f  0.863 1 3  ， ，2 1.f  5103 2 2  ，

以 为参数； 0.4,0.8  
3) I) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.725077502168037  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   1 0,2f  为

参数；II) 固定 0.4  ， 0.5782  ， 0.5  1 1，  ， ，2 1.f  5103 2 2 ，以  1f  1.2,1.8 为参数；III) 固

定 0.164  ， 0.5782  ， 0.7250  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.7 321  1 0,f  2 为参数； 

4) I) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ，以2 2   2 0,4f  为

参数；II) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.725077502168037  ， 1 1  ， f ， ，以2 1.5103 2 1.73  21  2 0,4f 
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为参数；III) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.725077502168037  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.414   2 0,4f 

为参数；IV) 固定 0.38  ， 0.59  ， 0.8  1 1.863f  1， ， 2 ， 2 3  ，以  2f 0,4 为参数； 

5) 固定 0.48  ， 0.59  ， ， ， ， ，以1 1.f  863 1 0.2  2 1.51f  03 2 1.4  0,4 为参数； 

6) 固定 0.28  ， 0.29  ， 0.725077502168037  ， ， ， ，以1f  0.863 2 1.5103f  2 2   1 0,4 为

参数； 

7) 固定 1  ， 0.5782  ， 0.8  ， ，1 0.9f  1 1  ， ，以2f 1.5  2 0,4  为参数。 

1) I) 固定 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   0,0.5 为

参数。系统(1)在平面  , y 中的分支图见图10(a)，图10(b)是图10(a)对应的Lyapunov指数图。从图中可以看到： ~0

 0,0. 03  0.03,0.04~0.03附近混沌开始发生。 为不带周期窗口的混沌区域。 处动态由混沌转变为周期轨，
为周期4轨区域，



~0.04 处动态又发生改变，混沌突然发生，  0.04,0.18  为较大的一个带周期窗口的混沌区

域， ~0.18 处开始出现逆倍周期分支，最终趋向于周期1轨。图11(a)是 0.05  时的相图，图11(b)是其对应的

Poincar’e映射，系统动态表现为拟周期轨。图12(a)是 0.1  时的相图，图12(b)是其对应的Poincar’e映射，它是

非吸引的混沌集。图12(a)是 时的相图，图12(b)是其对应的Poincar’e映射，它是一个混沌吸引子。 0.17 
 

 
(a)                                                     (b) 

 α, y , , , Figure 10. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  plane with  0.5782  0.725077502168037 f1 0.86 3 1 1 ,  

, ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) f2 1.5103 2 2

图10. (a) 系统(1)在  α, y 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里  0.5782  0.725077502168037， ， 

，  f1 0.863 1 1 ， ，f2 1.5103 2 2

 

 
(a)                                                     (b) 

; (b) Poincar’e map of (a) Figure 11. (a) Phase portrait of system (1) at  0.05
图11. (a) 图10中 时的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射  0.05
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(a)                                                     (b) 

Figure 12. (a) Phase portrait of system (1) at ; (b) (b) Poincar’e map of (a)  0.1
图12. (a) 图10中 时的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射  0.1

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 13. (a) Phase portrait of system (1) at  0.17 ; (b) (b) Poincar’e map of (a) 
图13. (a) 图10中 0.17 时的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射 

 

II) 固定 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.732   0,0.5 

为参数。系统(1)在平面  , y 中的分支图见图14(a)，图14(b)是图14(a)对应的Lyapunov指数图。从图中看到，当

 在 内变化时，最大Lyapunov指数均为正，系统展示出全混沌行为。 0,0.5
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 14. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  plane with  0.5782 ,  0.725077502168037 , , f1 0.863 1 1 ,  

, ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) f2 1.5103 2  1.732

图14. (a) 系统(1)在  y , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里  0.5782 ， 0.725077502168037 ， f ，1 0.863 1 1 ，

，  f2 1.5103 2 1.73 2
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2) I) 固定 0.164  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   0.4,0.8 
为参数。系统(1)在平面  , y 中的分支图见图15(a)，图15(b)是图15(a)对应的Lyapunov指数图。 为

周期1轨区域，

 0.4,0.43
~0.43 处混沌突然发生，当  ,0.570.43  时，混沌与周期轨交替出现， ~0.57 处出现逆倍周

期分支，最终趋向于周期1轨。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 15. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  plane with ,  0.164  0.72577502168037 , , f1 0.863 1 1 ,  

, f2 1.5103 2   ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图15. (a) 系统(1)在  y , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.164  0.72577502168037 ， ，f1 0.863 1 1 ，

，f2 1.5103 2    

 

II) 固定 0.164  ， 0.72577502168037  ， ， ， ， ，以1 0.863f  1 1.4142  2 1.5103f  2 2   0.4,0.8 
为参数；系统(1)在平面  , y 中的分支图见图16(a)，图16(b)是图16(a)对应的Lyapunov指数图。 ~0.41 处混沌

突然发生， 是一个较小的不带周期窗口的混沌区域，当0.41,0.  43  0.43,0.45
0.05

时，不变环与混沌交替出

现， 为一个较大的不变环区域。图17(a)是 5,0.80.4    时的相图，图17(b)是其对应的Poincar’e映射，

它是一个不变环。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 16. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  plane with ,  0.164  0.72577502168037 , ,  

, , 

f1 0.863

1 1.4142 f2 1.5103 2   ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图16. (a) 系统(1)在  y , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.164  0.72577502168037 ， ，

， ，

f1 0.863

1 1.4142 f2 1.5103 2    
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(a)                                                     (b) 

Figure 17. (a) Phase portrait of system at  0.58 ; (b) Poincar’e map of (a) 

图17. (a) 图16中  0.58 时的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射 

 

III) 固定 0.4  ， 0.72577502168037  ， ， 31 0.863f  1  ， 3 ， 2 ，以 8 为

参数；系统(1)在平面 
2 1.510f  2   0.4,0. 

 , y
~0

中的分支图见图18(a)，图18(b)是图18(a)对应的Lyapunov指数图。系统只展示出混沌

与周期轨两种动态。 .4 处混沌开始发生，  3 为几乎全混沌区域，除了在 60.4,0.4 ~0.51 附近有很小的

一段混沌区域外， 8 几乎全为周期轨区域。图19(a)~(c)是图18在 410.43,0.  0.  ， 60.51  ， .60  时的

相图，图20(a)~(c)是其对应的Poincar’e映射，(a)(b)为非吸引的混沌集，(c)为周期轨。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 18. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  with  0.4 ,  0.72577502168037 , , ,  

, 

f1 0.863 1  

f2 1.5103 2   ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图18. (a) 系统(1)在  y , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.4  0.72577502168037 ， ， f1 0.863

1   ， ，f2 1.5103 2    

 

 
(a)                                  (b)                                 (c) 

Figure 19. Phase portraits: (a)  0.41 ; (b)  0.516 ; (c)  0.516  

图19. 图16中  取不同值时的相图：(a)  0.41 ；(b)  0.516 ；(c)  0.516  
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(a)                                   (b)                                  (c) 

Figure 20. Poincar’e corresponding to Fig.16: (a)  0.41 ; (b)  0.516 ; (c)  0.516  

图20. 图16中  取不同值时的Poincar’e映射：(a)  0.41 ；(b)  0.516 ；(c)  0.516  

 

3) I) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.72577502168037  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 2   1 0,2f  为

参数。系统(1)在平面  1,f y 中的分支图见图21(a)，图21(b)是图21(a)对应的Lyapunov指数图。由图可见，随参数

变化，系统经过正向和逆向的倍周期分支道路到混沌，混沌集的突然增大。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 21. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y1 ,  plane with ,  0.164  0.5782 ,  0.72577502168037 ,  

, , 1 1 f2 1.5103 2   ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图21. (a) 系统(1)在  f y1 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.164  0.5782 ，  0.72577502168037 ， 

1 1 ， ，f2 1.5103 2    

 

II) 固定 0.4  ， 0.5782  ， 0.5  ， 1 1  ， ，2 1.5103f  2 2  ，以  1 1.2,1.8f  为参数。系统(1)在 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 22. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y1 ,  plane with ,  0.4  0.5782 ,  0.5 , , , 1 1 f2 1.5103 2   ;  

(b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 
图22. (a) 系统(1)在  f y1 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 0.4 ， 0.5782 ， 0.5 ， ，f ，1 1 2 1.5103 2    
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平面  1,f y 中的分支图见图22(a)，图22(b)是图22(a)对应的Lyapunov指数图。由图可见，周期-5轨突然转变为混沌。 

III) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.7250  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.7321   1 0,2f  为参数。系

统(1)在平面  1,f y 中的分支图见图23(a)，图23(b)是图23(a)对应的Lyapunov指数图。系统展示出从拟周期轨到不

带周期窗口的混沌到拟周期轨的动态变化过程， 处混沌突然发生， 处混沌突然消失。 1f ~0.7 1~1.3f
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 23. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y1 ,  plane with ,  0.164  0.5782 ,  0.7250 , , ,  

; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

1 1 f2 1.5103

2 1.7321

图23. (a) 系统(1)在  f y1 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.164  0.5782 ，  0.7250 ， 

1 1 ， ，  f2 1.5103 2 1.7321

 

4) I) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.725077502168037  ， ，1 0.863f  1 1  ， ，以2 2   2 0,4f  为

参数。系统(1)在平面  2 ,f y 中的分支图见图24(a)，图24(b)是图24(a)对应的Lyapunov指数图。由图中可以看到，

随参数 2f 的增大，系统动态的变化情况：经由倍周期分支道路转变为混沌，混沌区域的突然放大，混沌行为转

化为周期轨，周期轨重又转变为混沌动态。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 24. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y2 ,  plane with  0.164 ,  0.5782 ,  0.725077502168037 , ,  

, ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

f1 0.683

1 1 2  

图24. (a) 系统(1)在  f y2 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 0.164 ，  0.5782 ， 

 0.725077502168037 ， ，f1 0.683 1 1 ，2    

 

II) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.72577502168037  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.732   2 0,4f  为

参数。系统(1)在平面  2 ,f y 中的分支图见图25(a)，图25(b)是图25(a)对应的Lyapunov指数图。系统展示出从拟周 
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(a)                                                     (b) 

Figure 25. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y2 ,  plane with ,  0.164  0.5782 ,  0.72577502168037 , 1 1 ,  

, ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) f2 1.5103 2  1.732

图25. (a) 系统(1)在  f y2 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.164  0.5782 ，  0.72577502168037 ， 

1 1 ， ，  f2 1.5103 2 1.73 2

 

期轨到混沌到拟周期轨到混沌的动态变化过程，除了  0,0.55 与  065,0.71 两个较小的拟周期轨区域外，其它区

域为不带周期窗口的全混沌区域。 

III) 固定 0.164  ， 0.5782  ， 0.72577502168037  ， 1 1  ， ， ，以2 1.5103f  2 1.414   2 0,4f 

为参数。系统(1)在平面  2 ,f y 中的分支图见图26(a)，图26(b)是图26(a)对应的Lyapunov指数图。从图中看到，最

大Lyapunov指数全为负，系统只展示出拟周期轨动态。 

IV) 固定 0.38  ， 0.59  ， 0.8  ， ，1 1.863f  1 2  ， 2 3  ，以  2 0,4f  为参数。系统(1)在平面

 2 ,f y 中的分支图见图27(a)，图27(b)是图27(a)对应的Lyapunov指数图。由图中可以看到，随参数 2f 的减小，系

统的动态由逆向倍周期分支到达混沌，并在 处突然转变为周期-2轨。 2 ~1.09f

5) 固定 0.48  ， 0.59  ， ，1 1.863f  1 0.2  ， 2 1.5103f  ， 2 1.4  ，以  0,4  为参数。系统(1)在平面

 , y 中的分支图见图28(a)，图28(b)是图28(a)对应的Lyapunov指数图。由图可见混沌和拟周期动态的交替出现。 

6) 固定 0.28  ， 0.29  ， 0.72577502168037  ， ， ， ，以1 0.863f  2 1.5103f  2 2   1 0,4  为参

数。系统(1)在平面  1, y 中的分支图见图29(a)，图29(b)是图29(a)对应的Lyapunov指数图。从图中可以发现，随

参数变化，系统动态拟周期和混沌的交替出现，最终归于拟周期的变化情况。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 26. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y2 ,  plane with  0.164 ,  0.5782 ,  0.72577502168037 , 1 1 ,  

, ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) f2 1.5103 2  1.414

图26. (a) 系统(1)在  f y2 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 0.164 ，  0.5782 ，  0.72577502168037 ， 

1 1 ， ，  f2 1.5103 2 1.41 4
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(a)                                                     (b) 

Figure 27. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  f y2 ,  plane with  0.38 ,  0.59 ,  0.8 , , , f1 1.683 1 2 2   ;  

(b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 
图27. (a) 系统(1)在  f y2 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 0.38 ， 0.59 ， 0.8 ， ，f1 1.683 1 2 ，2    

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 28. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y ,  plane with  0.48 ,  0.59 , , , , ;  

(b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

f1 1.683 1 0.2 f2 1.5103 2 1.4

图28. (a) 系统(1)在  y , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 ， 0.48  0.59 ， ， ， 

，  

f1 1.683 1 0.2

f2 1.5103 2 1.4

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 29. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y1 ,  plane with  0.28 ,  0.29 ,  0.72577502168037 ,  

, , f1 0.683 f2 1.5103 2 2 ; (b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

图29. (a) 系统(1)在  y1 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 0.28 ，  0.29 ，  0.72577502168037 ，

， ，f1 0.683 f2 1.5103 2 2  
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(a)                                                     (b) 

Figure 30. (a) Bifurcation diagram of system (1) in  y2 ,  plane with  1 ,  0.5782 ,  0.8 , , , ;  

(b) Maximum Lyapunov exponents of (a) 

f1 0.9 1 1 f2 1.5

图30. (a) 系统(1)在  y2 , 平面中的分支图；(b) 相应的最大Lyapunov指数。这里 1 ， 0.5782 ， 0.8 ， ，f1 0.9 1 1 ，  f2 1.5

 

7) 固定 1  ， 0.5782  ， 0.8  ， ，1 0.9f  1 1  ， ，以2 1.5f   2 0,4  为参数。系统(1)在平面  2 , y
中的分支图见图30(a)，图30(b)是图30(a)对应的Lyapunov指数图。由图可见，随参数 2 的变化，系统动态由拟

周期到混沌，在到拟周期的变化过程。图31(a)是 1.76  时的相图，图31(b)是其对应的Poincar’e映射，它是一

个非吸引混沌集。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 31. (a) Phase portrait of system at ; (b) Poincar’e map corresponding to (a) 2 1.76

图31. (a) 图16中 时的相图；(b) 相应于(a)的Poincar’e映射(最大Lyapunov指数为0.01113) 2 1.76

 

6. 结论 

本文应用经典的二阶平均方法和Melnikov理论，得到了带参数和外力激励的Josephon系统在周期扰动和拟周

期扰动下产生混沌的准则，运用数值模拟验证了理论分析结果，并找到了一些新的动态，从而证实了在一定条

件下参数激励和外力激励将使系统产生混沌，明确指出了系统的一些动态变化情况，进一步丰富了Josephson系

统的研究，为系统在其它领域的应用研究提供了更丰富的理论依据。 
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