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Abstract 
Riemann surface is a characteristic content in the course of complex variable function, which is 
also a difficult point in teaching. Our paper, viewing the problem from both algebra and geometry, 
simply analyses the action of the Riemann surface. The description here is as simple and directive 
as possible. By this way, we wish that could provide a little help to the beginner. 
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摘  要 

Riemann面是复变函数课程中的一个很有特色的内容，也是学生学习中的一个难点。本文从代数和几何

这两个视度，简单分析了Riemann面的作用。文中的描述，试图简单、直观、易懂，为初学者了解Riemann
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面，提供点滴直接的帮助。 
 
关键词 

Riemann面；结构；一一对应 

 
 

1. 引言 

在数学的研究中，特别是函数论的研究中，对应是一个最基本的概念。它不仅是我们研究两个集合

或者物体关系的桥梁，也为我们有目的地做事情、合理地选择研究事物的母体、以及研究的方法等，提

供了一种选择的可能。例如，如果在两个集合中建立了对应关系，我们就可以原像集、对应关系、像集，

这三位一体的有机体中，合理的选择其中的两者，而寻找第三者的信息。当然，我们事先必须对这些参

与者，提出一定的规范性要求。 
在所有的对应中，一一对应是最理想的对应。因为这个对应可以实现一个闭循环，那就是，通过正

对应从原来的集合出发，进入一个全新的像集合，然后可以通过逆对应，安全地回到原来出发的地方。 
复平面是一种很特殊的结构。它与平面最大的不同是，实平面上的点与一对有序实数之间建立了一

个一一对应，而复平面上的点是和一“族”终边相同的复数之间建立了一一对应。也正是由于这种特殊

的结构，导致了复函数结构的复杂性，从而有了多值函数的概念。 
如何处理多值函数，成为复变函数的一个核心内容。如何将一个多值函数单值化，在大学阶段的教

科书中，多是采取缩小定义域的方法，或者说是将定义域分割成单值分值区域，成为复变函数理论中的

特色内容[1]-[7]。 
缩小定义域，使得对应成为一对一的，这种思维方式是人们比较容易接受的一种方式。能否背其道

而行，通过扩大定于域的方式实现一一对应？Riemann 面的做法，给我们提供了一个典范。 
本文就是试图用简单通俗的语言，以及生活中的一些直观的客观事物，来描述 Riemann 面的结构，

从而从代数和几何两个方面去认识这个特殊的几何结构的特点及功能。进而了解数学中的几何概念与真

实空间的几何体之间的相通之处和差别，为人们更好地认知事物，提供点滴帮助。 

2. 从几何的角度看 Riemann 面 

复多值函数的几何特征，就是像平面上出现了皱褶或者叠合这样的现象。单值化的核心工作，就是

要把这些有皱褶或者叠合的地方，进行有效的“剥离”，从而使得平面是单层的，或者说，给了一个点，

这个点只能出现在一个指定的平面上。 
生活中有这样的实例，一张白纸上，我们可以复印字符，如果一张纸只往上复印一次信息，那么复

印的东西清晰可见，如果往这张纸上反复复印字符，那么，尽管每一次复印的字符都是很明确的，但最

终的结果，是纸面上一层层地叠满了字符，无法认出一个确定的点处乃至整个纸面上，到底印制的是什

么东西了。但是，尽管我们无法用肉眼分辨出原来的东西是什么，信息都完整的保存于纸张上的。之所

以认不出一个点出的字符串是由什么叠加起来的，是我们的眼睛不具有把它们剥离开来的功能。事实上，

复印的过程是有序进行的，因此，只要在复印的过程中，将我们每一次在一个地方复印的信息做一个有

效的记忆，或者给定一个有效的存储代码，那么纸张上复印的东西，就如同芯片上存储的信息一样，只

要按照存储的规则提取信息，那么，纸张上的所有信息，都是有效可读的。也就是说，复杂结构上信息

的有效提取，与提取的手段是息息相关的。 
一个初等函数的 Riemann 面，是一个非常复杂的几何结构，我们甚至无法想象出它的结构复杂到什



Riemann 面——平面上的空间结构 
 

 
67 

么样。但是，所有的 Riemann 面，都基于两种基本面：代数 Riemann 面；超越 Riemann 面。前者是一个

有限层平面叠合在一起封闭系统，后者则是一个无限层叠合的开放系统。所谓封闭是指，当你在这个面

上按照标识行走的时候，经过有限次重复旋转，就可以回到出发点。同样，开放则指的是，即使是按照

指定的标识行走，也将永远无法回到出发点。 
如果从几何的角度看代数 Riemann 面的话，它很像一座楼房的结构，楼梯连接着每一层直至楼的顶

端，而电梯则一下把顶层和底层相连(假如电梯在中间的各层处没有出口)。这样一个设计于楼房中的交通

通道，其功能和数学上的代数 Riemann 面是酷似的。不同的仅仅是表象。 
上面的例子也告诉我们，实际上代数 Riemann 面的几何结构是平面上的立体空间结构。因为在代数

Riemann 面上确定一点的位置，必须知道三个量，一个是到原点的距离，一个是终边的具体位置，还有

一个就是，终边停留的层数。在数学上，这个点需要用 ( , , )r kθ 这样一个数组，才可以具体标明一个确定

的点的具体方位。这恰恰是我们在三维空间中建立点与有序数组间一一对应所用的手法。 
对于超越 Riemann 面，其几何结构与代数 Riemann 面在本质上是相同的，即：是一个平面上的立体

结构。如果说有差别，那就是层数，一个是有限的，一个是无限的，而确定一个具体的点在 Riemann 面

上具体位置的方法是相同的。 
就一般的初等多值函数的 Riemann 面而言，其结构会很复杂，以至于我们都无法给出一个生活中的

实例来描述其几何结构的形状。之所以这么复杂的原因归结起来大约主要有两个因素：其一，一个初等

多值函数的单值分值区域可以是不唯一的。也就是说，同样的初等多值函数，同样的人，可以构造出完

全不同的单值解析分值区域来。而且，这样的单值分值区域都是“合理”的。其二，得到了一个初等多

值函数的单值分值区域后，如何将其“粘合”成为 Riemann 面，也和具体人的构造过程相关，没有统一

的方法，所以构造出来的 Riemann 面也是不唯一的。因此说，一个初等多值函数可以有多个几何结构相

差很大的 Riemann 面。 
初等多值函数的 Riemann 面之所以复杂，还可以从初等函数的定义中看出端倪，因为初等函数生成

方法中不仅仅包括由基本函数进行有限次四则运算这样的方式，也包括了用有限次复合运算这样的方式。

于是，由于搭建初等函数的基本元素---基本初等多值函数，本身就已经是一个平面上的立体结构，由他

们生成的初等函数可谓是“平面上立体中的立体”或者说，平面上“多重立体”镶嵌的“超立体”结构。

而且，每一个基本初等函数构成的平面立体结构，独立地构成一个“王国”，通过其与整体函数的 Riemann
面的接口进出，实现与整体的交流。例如 

( )2Log 1 1z+ −  

这样一个看似很简单的初等函数，其 Riemann 面的结构，就很复杂。究其原因，是由于这个函数本

身是一个复合函数，外层函数的 Riemann 面是对数型的，有无限多层，内层函数的 Riemann 面是代数型

的，有两层，这使得函数本身的 Riemann 面，将是一个由一个“两层”的“立体”的 Riemann 面，有效

衔接到一个无限层“立体”的 Riemann 面的每一层上，并使得任何局部不能有所谓的几何上的皱褶，或

者是代数上的多值(或重点)的现象发生的过程。可见，构造这样一个平面上的“天外有天”一样的结构，

是多么的不易。而这样的结构却在真正的意义上做到了，面上有“体”，体中存“面”，而面中还可以

藏“体”这样一个反复蕴藏，并秩序井然的几何结构。 
这样的想法，看似难以实现，但是，生活中确有这样的应用。例如，前面我们列举的将高维的复杂

数据有效地储存于计算机的芯片上，从而实现了数据结构的平面化的过程，就是这种思维模式的成功范

例。 
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3. 从代数的角度看 Riemann 面 

函数论研究过程中，有效的建立一一对应，是一个核心的问题。 
通常建立一一对应，都是设法剔除掉那些破坏了一一对应规则的方式。而实现这样目标的方法，多

是采用缩小定义域的模式来实现。这样的处理问题的方法，在中学中处理三角函数的反函数的时候，就

有了很明确的表现。进而，对于周期函数的处理，都是按照这种模式，并结合周期内，函数的增减区间，

加以实现的。 
对于复变函数而言，由于定于域是一个全新的复杂的区域-复平面上的复数，已经不是一个几何点的

位置上，仅仅只占有一个复数，而是占有一簇终边相同的复数。因此，对于复平面上建立函数这样的问

题，必然会有所变动。例如， Arg z 就是一个与 z 相伴相生的多值函数。也正是由于这个与 z 相伴相生的

函数 Arg z 与生俱来的多值性，导致了复变函数中，函数的概念里引入了一对多这样的对应关系。也就是

说，多值函数成为一个不得不面对的既成事实。 
由于多值函数的讨论，从根本上说，必须有效的化为单值函数来处理，这是一个必然的选择。这也

就使得，多值函数的单值化问题，成为了复变函数研究的一个很具特色性的知识群，也是函数研究的一

个难点问题。 
复变函数的教课书中处理多值函数的方法，沿用了过去处理多对一这样的理念，也就是说，处理多

对一，我们按照某种方法，将定义域进行有效的划分(通常最有效的方法，是利用单调性来处理)，使得每

一个局部上，对应成为一对一的。教材中，陈述的如何构造出单值分值区域，并利用做割线的方法，把

函数的定义域，分割成一个个小的单值分支区域，就是这种模式的具体实现。 
然而，这样处理问题是有代价的。那就是：原有的完整的定义域(亦可是值域)，被人为的切割成了一

片片的，多出了很多的裸露的、带有切割人主观意念的、而且可以是“随性而为”的边界线，以及对这

些边界线上做有某种标示的人为的特殊解释。使得以前纯自然的状况，在某种程度上，受到了人为的“污

染”或者“加工、处理”。 
Riemann 面的做法，与上面的思维方式可以说是截然不同的。其做法不是采用切割的办法缩小定义

域去实现一一对应，而是想方设法，通过扩大定于域的办法，实现重叠数据的剥离。通过这样的方式，

在 Riemann 面上，就实现了过去在实平面上具有的那种——有序实数与平面上的点之间的一一对应，这

样的重要的特征。也就是说，Riemann 面是一种在尽可能保持原貌的情况下，通过有效的重叠数之间的

剥离，使得看似几何上完全相同的点，有了不同的标识，而在这样的标识下，实现了 Riemann 面上的点

与复数之间一一对应。 
需要说明的是，通过做割线缩小定义域的办法构造出单值解析分支来，相对比较容易一些，原则上

只要是找到了初等函数的所有支点，并做一个通过了所有支点的曲线，作为割线，则所得到的区域，就

是单值分支区域了。但构造 Riemann 面却要困难的多！事实上，构造一个初等函数的 Riemann 面，需要

将一个个单值分支按照合理的方式，对区域中的多值部分，或者说过去平面区域上有“皱褶的”的部分，

实现多值剥离后的粘合，而且这种粘合，要尽可能完整地保持原函数定义域在“几何”构成方面的‘原

貌’，并使得剥离后通过粘合的方式得到的 Riemann 面上，标识明确，从而行走自如(前提是按照规则行

进)，而且要达到原像与像之间的一一对应，很显然是一件很难做好的事情。 
这就如同我们打碎一样东西相对容易些，而复原一样东西相对较难一样，如果复原还需要是在打碎

的前提下，带有某种新功能的、有机的、再创造型的复原，那难度大是不言而喻的。 

4. 随笔 

Riemann 面作为一种拓扑结构，为我们研究函数，提供了新的方式和研究范畴，这种通过扩大函数
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定义域来实现一个对应过程中，原像与像之间的一一对应的思维模式，无疑是具有开拓性的。 
然而，Riemann 面结构的复杂性，以及制作过程中的诸多不可预见性，及几何原形的在现实空间中

的不可见属性，也多少影响了其在几何学中，直观性上的价值。 
如果我们把多值函数单值化，看成是一个问题的正演过程的话，那么构造该函数的 Riemann 面，无

疑是该过程的反过程，或逆问题。由于逆问题的处理，在相当程度上，依赖于正问题的结果或者实现程

度，而我们这里的正问题本身就是一个比较复杂的、如何把一个函数单值化的问题。正问题本身也仅仅

是一个在理论上解决的比较完整，而实际操作时却常常无迹可寻这样一种情况，自然，逆问题无法得到

完美的结果，实属情理之中的事情。 
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