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Abstract 

In this paper, we use the Nevanlinna theory and discuss the zeros of ( )′′ ′ 2ff a f b+ + . This result 
generalizes the related results of Hayman, Mues and Tohge et al.  
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摘  要 

本文采用亚纯函数值分布理论作为工具，讨论了微分多项式 ( )′′ ′ 2ff a f b+ + 的零点分布情况，该结论推

广了Hayman，Mues和Tohge等人的相关结果。 
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1. 研究背景  
本文所提及的亚纯函数是指在整个复平面上的亚纯函数。设 是复平面上 1 个非常数的亚纯函数，

并假设读者熟悉Nevanlinna理论的基本概念和结果及其标准记号[1]-[3]，例如 ( ),T r f ， ( ),m r f ， ( ),N r f ，

( ),N r f ，
1,N r

f a
 
 − 

，
1,N r

f a
 
 − 

等等。同时我们用C C= ∪∞表示扩充复平面。W.K. Hayman 在[4] [5] 

中提出了研究关于整函数 f 的齐次微分多项式 ( )22ff f′′ ′− 的零点分布的必要性。自此之后关于一个给定

的整函数或亚纯函数的微分多项式的零点分布这一问题成为国际上研究的热点。 
1978 年 E. Mues 在[6]中证明了如果 { }1a C∈ − ，f 为不满足 ( ) ( )expf z zα β= + 这一形式的超越亚纯

函数，其中 , Cα β ∈ 。则微分多项式 ( )2ff a f′′ ′− 至少存在一个零点。 
近期M. Ozawa在[7]，G. Lehner在[8]和 Tohge在[9]中均提出了关于齐次微分多项式的一些相似结论。 
我们将采用不同于别人的方法，讨论具有新的形式的微分多项式 ( )2+ +ff a f b′ ′ 的零点分布情况得到

了以下结论。 
定理 1 令 f 为超越整函数， ,a b 为非零常数。如果微分多项式 ( )2 0ff a f′′ ′+ ≡/ ， ( )2ff a f b′′ ′+ + 有

有限零点，则 f 满足 

( ) ( )1, , ,N r T r f S r f
f

 
= + 

 
 

并且 ( )0, 0fδ = ，其中亏量 ( ),a fδ 定义为 

( ) ( ) ( )

1 1, ,
, liminf 1 limsup

, ,r r

m r N r
f a f a

a f
T r f T r f

δ
→∞ →∞

   
   − −   = = −

 
推论 1 令 f 为超越整函数， ,a b 为非零常数。如果微分多项式 ( )2 0ff a f′′ ′+ ≡/ ，若 ( )0, 0fδ > ，则

( )2ff a f b′′ ′+ + 必有无穷多个零点。 

2. 定理的证明 

为了证明定理 1，我们将考虑下面的方程 

( )2 eff a f b R α′′ ′+ + =                                 (1) 

其中 R 为非零多项式，α 为整函数。  
显然由(1)知 ( ) ( ) ( ), 4 , ,T r e T r f S r fα ≤ + ，并且根据 ( ) ( ) ( ), , , eT r T r S r αα α′+ = 可知 

( ) ( ) ( ), , ,T r T r S r fα α′+ = 。 
对(1)两边取对数导数可以得到 

( )
( )2

2 1ff a ff R
Rff a f b

α
′′′ ′′+ + ′

′= +
′′ ′+ +

 

令
R T
R

α
′

′+ = 可将上式化为 

f
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( ) ( )2 2 1Tff ff aT f a ff bT′′ ′′′ ′ ′′− + − + + =                           (2) 

情况 1 假设 0T ≡ 。令 eR cα = ，其中 c为非零常数。将 eR cα = 代入(1)可得 

( )2ff a f c b′′ ′+ = −                                    (3) 

因为 c b≠ ，由(3)和对数导数引理得 ( ) ( ),1 ,m r f S r f= 并且 

( ) ) ( )1
1, , ,T r f N r S r f
f

 
= + 

 
                              (4) 

令 

c bf
aH

f

−′ −
=                                     (5) 

由(4)可得 ( ) ( ), ,T r H S r f= 。再由(3)和(5)可知 

( ) ( )21 2 1 0c ba H H f a H
a
− ′+ + + + =   

也就是说 

( ) 21 0a H H ′+ + ≡  ， ( )2 1 0c ba H
a
−

+ ≡  

因此 21 2,2 0a H H= − + ≡ 。我们令
2

2H
z c

=
+

，其中 2c 为常数。将 H 代入(5)我们得到 

2

2 f c bf
z c a

−′ = +
+

 

因此 ( ) ( ) ( )2
2 3 2

c bf z z c c z c
a
−

= − + + + ，其中 3c 为常数。显然矛盾。 

情况 2 假设 0T ≡/ 由(2)知 ( ) ( ),1 ,m r f S r f= 并且(4)成立。 
在多数情况下，我们可以讨论以下形式的微分方程： 

( )2 eczff f A′′ ′− =                                       (6) 

其中 ,a c 为非零常数。我们可以证明(6)没有超越整函数解。 
事实上，由(6)我们可以得到 

( ) ( )24 0cff cff ff f′′ ′′′ ′′− + − =                                  (7) 

令 0z 为 f 的单零点。由(4)和(7)我们知 0z 为 ( )cf f f′ ′′ ′′− 的一个零点。 
首先我们假设 ( )0 0f z′′ = 。令 

fh
f
′′

=                                          (8) 

那么 h 为 f 的一个小函数。根据(7)和(8)，我们有 

( ) 2 0ch h f h f′ ′′ ′ ′− + − =                                  (9) 

由(4)和(9)我们知道 h 为一个非零常数。再由(9)得 
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( ) 1 2e ehz hzf z l l −′ = +                                 (10) 

其中 1l ， 2l 为常数。由(6)和(10)我们得到矛盾。 
因此，我们假设 ( ) ( )0 0 0cf z f z′ ′′− = 令 

cf fg
f
′ ′′−

=                                     (11) 

如果 0cf f′ ′′′− ≡ 那么 1 2
czf c e c= + 。其中 1c ， 2c 为常数与(6)矛盾。因此 0g ≡/ 并且 g 为 f 的小函数。由(11)

可得 

f cf gf′′ ′= −                                    (12) 

根据(6)和(12)我们发现 2 0g f bc′ + = ，同样得出矛盾。 
综上所述，我们得到如果微分多项式 ( )2 0ff a f′′ ′+ ≡/  ( )2ff a f b′′ ′+ + 有有限零点，则 f 满足 

( ) ( )1, , ,N r T r f S r f
f

 
= + 

 
 

这样我们就完成了定理 1 的证明。 

3. 结论 

本文中，我们针对 Hyman 猜想做了进一步推广，并且运用新的方法探讨了新形式下的微分多项式的

零点分布，取得了较为满意的结果。  
随着研究的不断深入，一些问题解决的同时也随之出现了一些新问题，需要我们继续探讨。我们会

在已经取得的结果之上更加深入细致的研究，以期待取得更大的成绩。 
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