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Abstract 

This paper is to study the heat conduction equation related to tα . First, we start from the origin of 
the heat conduction equation. The general solution of the heat conduction equation is obtained by 
using the separation of variables method. Secondly, we study the existence, uniqueness and stabil-
ity of the solution of tα  heat conduction equation under three boundary conditions. Finally, Mat-
lab programming and finite difference method are used to simulate the solution of the heat con-
duction equation. And the influence of the power of time and the numerical solution of the heat 
conduction equation is discussed. 
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摘  要 

本文主要研究 tα 型热传导方程。从 tα 型热传导方程的导出入手，运用分离变量法求解此方程，得到 tα 型
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热传导方程的通解。其次，利用 tα 型热传导方程的边界条件以及初值条件，对其解的存在性、唯一性和

稳定性进行了研究。最后，利用Matlab编程和有限差分法对热传导方程的解进行数值模拟，并讨论时间

的幂次对热传导方程数值解的影响。 
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1. 引言 

人类的生存发展与热能的传递过程息息相关。人们通过观察温度的差异所引起的热能的传递，对其

规律性进行探索和总结，从而有了传热学。而热传导方程[1]是在人们研究热传导这一类自然现象的基本

规律后产生的。人们将热传导的基本规律写成偏微分方程[2]的形式，并且在实践过程中来验证和发展这

些规律。 
20 世纪以来，国际上面临一系列问题，能源危机、资源短缺促使人民重新认识能量流动，如何节约

传热过程中的能量损耗问题成为了热点研究方向，极大地加强了传热学与不同领域之间的结合。另外，

由于 20 世纪计算机技术的飞速发展，运用数值模拟的方法[3]对传热学中的微分方程进行数值求解成为了

可能。学术界进一步地在这个基础上研究传热问题和发展新兴领域，也出现了传热学上新的分支——数

值传热学。至今，由于微机电系统和纳机电系统研究的迅速发展，在世界范围内都兴起了研究微米–纳

米尺度范围的传热和流动问题的热潮，形成了微米–纳米传热学的研究方向。 
热能在物质中的传递有三种方式：热传导、热对流与热辐射。在本文中，我们仅仅只研究热能传递

的其中一种——热传导过程[4] [5] [6]。在研究热传导方程之前，我们首先要理解热传导是指物体保持固

有的位置，不发生任何相对运动，仅仅依靠分子、原子及自由电子等微观粒子的热运动而产生的热能传

递。在热传导、扩散等物理现象中，我们将会遇到与热传导方程相似的这一类偏微分方程[7]。 
标准的热传导方程中将热传导系数看作一个常量，对热传导方程的初边值问题[8]，利用分离变量的

方法求得方程的通解并对热传导方程解的一系列性质定理进行了论述以及证明[9] [10] [11] [12]。但是在

实际生产生活中热传导系数与温度等因素有关，那么在热量传递的过程中热传导参数会随着时间而变化。

因此，本文主要就是研究热传导方程中的热传导系数与时间的幂次有关，对此时的热传导方程解的存在

性、唯一性和稳定性进行研究并对此热传导方程的解进行数值模拟。 

2. tα 型热传导方程 

2.1. tα 型热传导方程的导出 

在热传导问题中，我们以函数 ( ), , ,u x y z t 表示空间中物体 G 在位置 ( ), ,x y z 时刻 t 的温度。热能在物

质中的传递过程的傅里叶实验定律表明，物体在无穷小时段 dt 内沿着法线方向 n流过一个无穷小面积 dS  

的热量 dQ 与物体温度沿曲面 dS 法线方向的方向导数
u∂
∂n

成正比，即 
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( )d , , d d ,uQ k x y z S t
n
∂

= −
∂

                                 (1) 

其中 ( ), ,k x y z 称为物体在点 ( ), ,x y z 处的热传导系数。(1)式中的负号的出现是由于热力学第一定律告诉我

们热量总是从温度高的一侧流向低的一侧，因此， dQ 因和
u∂
∂n

异号。 
在物体 G 内任取一闭曲面 Γ，所包围的区域记为Ω，由(1)式，从时刻 1t 到 2t 流进此闭曲面的全部热

量为 

( )2

1
, , d d ,

t

t

uQ k x y z S t
nΓ

 ∂
=  ∂ 
∫ ∫∫  

流入的热量使物体内部温度发生变化，在时间间隔 ( )1 2,t t 中物体温度从 ( )1, , , ,u x y z t 变化到

( )2, , , ,u x y z t ，应该要吸收的热量是 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , , , d d d ,c x y z x y z u x y z t u x y z t x y zρ
Ω

−  ∫∫∫  

其中 c 为比热， ρ 为密度。于是由“热量守恒”有 

( ) ( ) ( )2

1
1 2, , d d , , , , , , d d d ,

t

t

uk x y z S t c u x y z t u x y z t x y z
n

ρ
Γ Ω

 ∂
= −    ∂ 

∫ ∫∫ ∫∫∫              (2) 

利用格林公式可以将(2)式化为 

2 2

1 1
d d d d d d d ,

t t

t t

u u u uk k k x y z c t x y z
x x y y z z t

ρ
Ω Ω

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫  

通过交换函数的积分性质，并且由于 1 2,t t 和区域Ω是任意的，我们得到了 

.u u u uc k k k
t x x y y z z

ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

在实际的生活中，热传导系数是表征材料导热性能优劣的参数，不同材料的热传导系数不同，对于

同一种材料，热传导系数还会与温度等系数有关。在本文中，我们将研究 

( ) ( ), 0 1
k t

t
c

α α
ρ

∝ ≤ ≤  

在这样的情形下，即得 

( )
2 2 2

2 2 2 , 0 1u u u ut
t x y z

α α
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + + ≤ ≤ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                           (3) 

(3)式就是本文所说的 tα 型热传导方程。 

2.2. 一维 tα 型热传导方程的分离变量法 

对于一维 tα 型热传导方程的初边值问题，以下我们将第一类边界条件的初边值问题为例详细的讨论

对于系数与时间有关的热传导方程的求解过程。我们用分离变量法解如下的初边值问题： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,                                                                                 (4)  
,0 ,        0,0 ,0 1 ,                            (5)

0, 0, , 0,                              

t xxu t u
u x x t x l

u t u l t

α

ϕ α
− =

= > < < ≤ ≤

= =                                        (6)







 

令 
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( ) ( ) ( ), ,u x t X x T t=  

这里的 ( )X x 和 ( )T t 分别表示仅与 x 有关和仅与 t 有关的函数。把它代入方程(4)，得到 
,XT t X Tα′ ′′=  

即 

.T X
Xt Tα

′ ′′
=  

这等式只有在两边均等于常数时才成立。令此常数为 λ− ，则有 
0T t Tαλ′ + =                                      (7) 

0.X Xλ′′ + =                                      (8) 

将 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= 代入方程(6)，得到 
( ) ( )0 0, 0.X X l= =                                   (9) 

我们先对 λ 的取值范围进行讨论。 
1) 当 0λ < 时，此时方程(8)的通解为 

( ) e e ,x xX x A Bλ λ− − −= +  

由边界条件(9)可以得到 0A B= = ，所以 ( ) 0X x ≡ 。 
2) 当 0λ = 时，方程(8)的解为 

( ) ,X x Ax B= +  

由边界条件(9)易得 0A B= = ，因而 ( ) 0X x ≡ 。 
3) 当 0λ > 时，方程(8)的通解具有如下形式 

( ) cos sin ,X x A x B xλ λ= +  

由边界条件 ( )0 0X = 得 0A = 。于是由边界条件 ( ) 0X l = 可知 

( ) sin 0,X l B lλ= =  

因此，由式(8)和式(9)所构成的本征值问题的本征值为 

( )
2

1, 2, ,n n
l

λ π = = 
 

                                 (10) 

其相应的本征函数即方程(8)的解为 

( ) ( )sin 1,2, .n n
nX x B x n
l
π

= =   

将式(10)代入方程(7)，可以求得 

( )
( )
( ) ( )

2
1

2 1e 1, 2, ,
n

t
l

n nT t C n
α

α
+π

−
+= =   

于是我们可以得到一列可分离变量的特解 

( )
( )
( ) ( )

2
1

2 1, e sin 1,2, .
n

t
l

n n
nu x t D x n
l

α

α
+π

−
+ π

= =   

由于方程(6)及边界条件(7)和(8)都是线性的，故可利用叠加原理构造级数形式的解 
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( )
( )
( )

( ) ( )

2
1

2 1

1

0

, e sin ,

2 sin d 1,2, .

n
t

l
n

n

l
n

n xu x t D
l

nD n
l l

α

α

πξϕ ξ ξ

+π
−∞

+

=

π
=

= =

∑

∫ 

 

3. tα 型热传导方程解的性质 

3.1. 解的存在性 

首先我们用傅里叶变换来求解 tα 型热传导方程的柯西问题： 

( )

( ) ( )
( )

2

2 ,
0

,0

u ut f x t
lt x

u x x

α

α
ϕ

∂ ∂
= + ≤ ≤∂ ∂

 =

                            (11) 

在研究这一个非齐次的 tα 型热传导方程之前，我们先求解齐次 tα 型热传导方程： 

( ) ( )
( )

2

2 0
,0

u ut
lt x

u x x

α

α
ϕ

∂ ∂
= ≤ ≤∂ ∂

 =

                              (12) 

对 x 进行傅里叶变换，记 ( ) ( ), ,F u x t u tλ=    ， ( ) ( )F xϕ ϕ λ=    。 

对式(10)的两边关于 x 进行傅里叶变换，可以得到 

( ) ( )

2d
d

,0

u t u
t

u

αλ

λ ϕ λ

 = −

 =







 

上式的解为 

( ) ( )
2

1
1, e .

t
u t

αλ
αλ ϕ λ

+−
+=   

函数

2
1

1e
tαλ

α
+−

+ 的傅里叶逆变换为 

( )

2 2
1 1

2
1

2
1

1 1 1

1

1
0

1e e e d
2

1 e cos sin d
2

1 e cos d .

t t i x

t

t

F

x i x

x

α α

α

α

λ λ
λα α

λ
α

λ
α

λ

λ λ λ

λ λ

+ +

+

+

− −∞− + +
−∞

−∞
+

−∞

−∞
+

 
  =
  π 

= +
π

=
π

∫

∫

∫

 

利用复变函数的积分计算得 
2 21

1
1

1 4
10

1e cos d e
2

xt
tx

t

α
α

αλ
α

α

αλ λ
+

+
+

−−∞
+

+

+ π
=∫  

所以 
2 21

1
1

1 1 4
1

1e e .
2

xt
tF

t

α
α

αλ
α

α

α+
+
+

−−− +
+

  +
  =
  π 
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因此，利用傅里叶变换性质，我们可以得到齐次 tα 型热传导方程的柯西问题的解为 

( ) ( )
( ) ( )2

1
1

4
1

1, e d .
2

x

tu x t
t

α
ξ α

α

α ϕ ξ ξ+

− +
−∞

−∞+

+
=

π
∫                            (13) 

在求解出齐次 tα 型热传导方程的柯西问题后，由齐次化原理，非齐次方程柯西问题的解也可以写为 

( ) ( )
0

, , ; d ,
l

u x t w x t τ τ= ∫  

其中， ( ), ;w w x t τ= 为下面的定解问题的解： 

( ) ( )

2

2 , ,

, , .

w wt t
t x

w x f x

α τ

τ τ

∂ ∂
= >

∂ ∂
 =

 

这样，由叠加原理及上述求得的解，我们就求得了问题(11)的解为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

22

11

11
44

01 1

,1 1, e d e d d .
22

xx
t tt

f
u x t

t t

αα

ξ αξ α
τ

α α

ξ τα αϕ ξ ξ ξ τ
τ

++

− +− + −−∞ ∞ −

−∞ −∞+ +

+ +
= +

ππ −
∫ ∫ ∫        (14) 

定理 1 若 ( )xϕ 连续且有界，则 tα 型热传导方程柯西问题的解是存在的。 

证明：设 ( )x Mϕ ≤ ，则注意到
2

e dζ ζ
∞ −

−∞
= π∫ ，由式(13)得 

( )
( ) ( )2

1
1

4
1

1 1 1, e d e d
2

x

tu x t M M M
t

α
ξ α

ζ

α

α ξ ζ+

− +
−∞ ∞ −

−∞ −∞+

+
≤ = =

π π∫ ∫  

这就说明了式(13)是有界的。 

下面证明式(13)满足方程(12)，在式(11)中，令
( )

1

1

2

x

tα
ξ α

ζ
+

− +
= ，得到 

( ) 2
11 2, e d .

1
tu x t x
α

ζζϕ ζ
α

+
∞ −

−∞

 
 = +
 π + 

∫  

又有 

( ) ( ) 2

0 0
1 e d ,x x ζϕ ϕ ζ

∞ −

−∞
=

π ∫
 

因此 

( ) ( ) ( ) 2
1

0 0
1 2, e d .

1
tu x t x x x
α

ζζϕ ϕ ϕ ζ
α

+
∞ −

−∞

  
  − = + −

 π +   
∫  

对于所给的 0ε > ，取 0N > 足够大，使 
2 21 1e d , e d ,

6 6
N

N M M
ζ ζε εζ ζ

∞ −− −

−∞
≤ ≤

π π∫ ∫  

固定 N，由 ( )xϕ 的连续性，可找到 0δ > ，使当 0 ,0x x tδ δ− ≤ < ≤ 时成立 

( ) ( )
1

0
2

31
tx x N N
αζ εϕ ϕ ζ

α

+ 
 + − ≤ − ≤ ≤
 + 
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因此 

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 2

2

1

0 0

1

0

1 2, e d
1

2 1 2 2e d e d e d
1

1 2e d 4
3 6 3 3

N N

N N

N

N

tu x t x x x

M t Mx x

M
M

α
ζ

α
ζ ζ ζ

ζ

ζϕ ϕ ϕ ζ
α

ζζ ϕ ϕ ζ ζ
α

ε ε ε εζ ε

+
∞ −

−∞

+
− ∞− − −

−∞ −

−

−

  
  − = + −

 π +   

 
 ≤ + + − +
 π π + π 

≤ + ≤ + =
π

∫

∫ ∫ ∫

∫

 

这样，我们就证明了式(13)是柯西问题(12)的有界解。 

3.2. 解的唯一性和稳定性 

极值原理是描述扩散、热传导等现象的热传导方程的重要特性。现在我们对齐次 tα 型热传导方程 

t xxu t uα=  

的极值原理进行阐述。 
极值原理 设 ( ),u x t 在矩形 { }0 ,0TR x l t T≤ ≤ ≤ ≤ 上连续，并且在矩形内部满足齐次 tα 型热传导方程， 

则它在矩形的两个侧边( 0x = 及 ,0x l t T= ≤ ≤ )及底边( 0,0t x l= ≤ ≤ )上取到其最大值和最小值。换而言之，

如果以 TΓ 表示 TR 的两侧边及底边所组成的边界曲线，那么成立着 

( ) ( ) ( ) ( )max , max , , max , max , .
T T T TR R

u x t u x t u x t u x t
Γ Γ

= =  

定理 2 由极值原理，可以得到下述的 tα 型热传导方程的初边值问题 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 2

, ,

,0 , 0 1

0, , , ,

t xxu t u f x t

u x x

u t u t u l t u t

α

ϕ α

 = +
 = ≤ ≤
 = =

                        (15) 

在区域 TR 上的解是唯一的，而且连续地依赖于边界 TΓ 上所给定的初始条件及边界条件。 
证明：假设问题(15)有两个解 1u 及 2u ，则其差为 1 2u u u= − 在区域 TR 内满足齐次方程 

,t xxu t uα=  

而在 TΓ 上取零值，于是由极值原理就能得到在 TR 上 0u ≡ ，即这两个解在 TR 全同。 
其次，如果初边值问题的两个解 1u 和 2u 在 TΓ 上满足 

1 2 ,u u ε− ≤  

则由极值原理就能得到在 TR 内也成立 

1 2 .u u ε− ≤  

这就证明了初边值问题(15)的解的稳定性。 

4. tα 型热传导方程解得数值模拟 

从前面我们了解了初边值条件对于求解热传导方程的必要性，求解一个导热问题的热传导方程关键

是要获得物体中的温度分布，有了温度分布导热量不难利用傅里叶定律得出所需要的热传导方程的解。

对于某些工程类的问题，主要的目的是获得通过导热所传递的热量。 
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4.1. tα 型热传导方程的差分法 

4.1.1. tα 型热传导方程的显示差分格式 
考察一维 tα 型热传导方程的初边值问题 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1 20

0 0 , 0,0 1 ,

0 ,

,  0 ,

t xx

t

x x l

u t u x l t

u x x l

u u t u u t t

α α

ϕ
=

= =

 − = < < > ≤ ≤
 = < <


= = >

                        (16) 

解的数值模拟。 
为了建立这一类初边值问题(16)的差分格式，首先我们在它的求解区域内 ( )0 , 0R x l t≤ ≤ ≥ 上作矩形

网络，在 x 轴上以步长
lx
J

∆ =  (J 是一个正整数)，把区间 [ ]0, l 进行 J 等分，并于各分点作平行于 t 轴的

网格线。在 t 轴一步长 t∆ 作平行于 x 轴的网格线。如上所作的两族直线的交点 ( ) ( ), ,j nx t j x n t= ∆ ∆ 称为网

格节点。 
假设热传导方程的初边值问题的解在区域内部适当光滑时，对任意的区域内部的节点 ( ),j nx t 利用泰

勒公式可以得到 

( ) ( )
21

12

,
,

2

n n n
jj j

n n
j

u x tu u u t t t t
t t t

+

+

∂− ∂ ∆ − = ≤ ≤ ∆ ∂ ∂ 



  

( )
( ) ( ) ( )

21 42
1

2 2 4

2 ,
.

12

nn n n
j j j n

j
j

u u u u x txu x x x
x xx

+
−− + ∂∆ ∂
− = − ≤ ∆ ∂ ∂∆  



  

由上面的两式，我们可以得到 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1
1

2

22 4

2 4

2

, ,
.

2 12

n n n n n
j j j j j

j n

u u u u u
t

t x

u x t u x txt t
t x

α

α

+ +
−− − +

− ∆
∆ ∆

∂ ∂∆∆
= − ∆

∂ ∂





 

基于此网格节点，式中的初始条件和边界条件可以化为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 1 2

1, , 1 ,

,   0,1, 2, .
j

n n
J

u j x j J

u u n t u u n t n

ϕ = ∆ = −


= ∆ = ∆ =





 

就这样，我们将 tα 型热传导方程的初边值问题数值解用差分法表示了出来，得到显式差分格式。 
可以很明显的看到一个问题，上述所作的差分方程的解与原来初边值的热传导方程(16)一般是不相同 

的。其中，我们将所忽略掉的项，通常叫做截断误差。这里的误差是 ( ) ( )( )2O t O x∆ + ∆ 。 

令 

( )
( )

1

2 ,
t

x

α

λ
+∆

=
∆

 

那么我们的显式差分格式可以写成 

( )
( )
( ) ( )

( )

1
1 1

0

1 2

1 2

1, , 1; 0,1,2, .

,

n n n n
j j j j

j

n n
o J

U U U U

U j x j J n

U u n t U u n t

λ λ λ

φ

+
+ − = + − +

 = ∆ = − =


= ∆ = ∆

 
            (17) 
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它表示未知函数在第 1n + 排任一节点上之值 U 依赖于它在第 n 排上的三个节点上的值。 

4.1.2. 差分格式的稳定性 
设计算初始条件时在各节点上产生的舍入误差是 

( )1,2, , 1 ,j j Jε = −  

此时，我们求得的差分方程的近似解 n
jU 满足 

( )
( )
( ) ( )

( )

1
1 1

0

0 1 2

1 2

1,2, , 1; 0,1,2, .

,

n n n n
j j j j

j j

n n
j

U U U U

U j x j J n

U u n t U u n t

λ λ λ

φ ε

+
+ − = + − +

 = ∆ + = − =


= ∆ = ∆

   



 

 

              (18) 

我们用 1n n n
j j jV U U+ = − 表示差分方程近似解与差分方程精确解的偏差，得到 n

jV 满足 

( )
( )

1
1 1

0

0

1 2

1,2, , 1; 0,1,2, .

0

n n n n
j j j j

j j

n n
J

V V V V

V j J n

V V

λ λ λ

ε

+
+ − = + − +

 = = − =


= =

 
              (19) 

这样，我们能够给出热传导方程的差分格式的稳定性定义。如果对于任意给定的 0ε > ，存在与 t∆ 和 
x∆ 无关的δ ，使得当 0max jj

V δ≤ 时，对于一切 0,1, ,n N=  ，成立 

max .n
jj

V ε≤  

我们称方程(17)是稳定的。 

定理 3 当
1
2

λ ≤ 时， tα 型热传导方程的初边值问题(16)显式差分格式是稳定的。 

证明：当
1
2

λ ≤ 时，由(19)可知，对任意的 j，有 

( )1
1 11 2 max .n n n n n

j j j j jj
V V V V Vλ λ λ+

+ −≤ + − + ≤  

所以 

1max max ,n n
j jj j

V V+ ≤  

对于任意的 n 都成立，因此对一切 n 成立 
0max max max .n

j j jj j j
V V ε≤ =  

由此证得差分格式的稳定性。 

4.1.3. 隐式格式以其稳定性 
从上面的讨论可以看到，用显式格式进行数值求解 tα 型热传导方程的定界问题，优点是计算比较简 

便，但是由于必须满足稳定性条件
( )
( )

1

2

1
2

t

x

α

λ
+∆

= ≤
∆

，因此，t 方向要满足 21 2t xα +∆ ≤ ∆ 。 

我们为了提高数值解的精确度，必须缩小步长 x∆ ，此时 x∆ 的变化还要相应变小，考虑到α 的取值，

变小的程度会与α 有关。下面我们为了避免显式格式所造成的计算时长大大加长的缺点，提出一种隐式差

分格式。 
若 ( ),u x t 是初边值问题的精确解，利用泰勒展开公式可以得到 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.97101


刘金玲 等 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.97101 780 理论数学 
 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 ! 1
1 1

2

22 4
1

2 4

2

, ,
.

2 12

n n n n n
j j j j j

j n

u u u u u
t

t x

u x t u x txt t
t x

α

α

+ + + +
+ −

+

− − +
− ∆

∆ ∆

∂ ∂∆∆
= − − ∆

∂ ∂





 

略去上式右端部分，就可以得到热传导方程的另一差分近似。这样，我们将初边值条件像前面一样

处理，就得带了我们的隐式差分格式： 

( )
( )( )
( )( )

( )

1 1 1
1 1

1
0 1

1
2

1 2

1 1, , 1; 0,1, 2, .

1

n n n n
j j j j

n

n
J

U U U U

U u n t j J n

U u n t

λ λ λ+ + +
− +

+

+

− + + − =
 = + ∆ = − =


= + ∆

   

由上面的推导，容易知道我们的隐式差分格式的截断误差同样是 ( ) ( )( )2O t O x∆ + ∆ 。这样的差分格 

式无需对歩长加任何条件，所以是无条件稳定的。 

4.2. 数值模拟 

前面我们介绍了一维 tα 型热传导方程的初边值问题的分析解。在实际工程计算中我们会遇到这样一

类热传导方程，这些热传导问题具有复杂几何形状或者边界条件，因为数学上的困难没有得到很好的解

决，无法获得解析解。另一方面，最近三十多年来，随着计算机这门技术的高速发展，对一般性的物理

问题进行离散化求出数值解的方法发展非常迅速，这样的技术发展促进了数学物理理论的发展壮大，使

得理论指导实践更加贴近。这些数值方法包括了有限差分法，有限元法及有限边界法等。 
下面我们要举例应用Matlab建模构建图形，更加形象直观的理解热量分布与时间、空间的分布关系。

对如下一维 tα 型热传导方程的初边值问题解进行数值模拟 

( )
( ) ( )

( ),0 200 0 ,0 1, 0 .

0, , 0

t xxu t u
u x x t

u t u l t

α

α

 =


= ≤ ≤ π ≤ ≤ >
 = =

 

我们可以看到当 0α = 时，此方程与我们过去的一维热传导方程是一样的，是热传导系数与时间无关的 

情形，当 0 1α< ≤ 此方程的数值解会随着α 的变化而变化，下面我们比较地来看
1 10, , , 1
4 2

α α α α= = = = 的

情形。 
 

 
Figure 1. Finite difference method solution (The coefficient is 0) 
图 1. 有限差分法解(系数为 0α = ) 
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Figure 2. Finite difference method solution (The coefficient is 1/4) 
图 2. 有限差分法解(系数为 1 4α = ) 

 

 
Figure 3. Finite difference method solution (The coefficient is 1/2) 
图 3. 有限差分法解(系数为 1 2α = ) 

 

 
Figure 4. Finite difference method solution (The coefficient is 1) 
图 4. 有限差分法解(系数为 1α = ) 
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图 1 数值模拟的稳定性系数为 0.4523.所以，此一维热传导方程的差分格式的解收敛于原初边值问题

并且是稳定的。图 2 数值模拟的稳定性系数为 0.1315，图 3 数值模拟的稳定性系数为 0.0382，图 4 数值

模拟的稳定性系数为 0.0032。我们发现，在我们 x 的步长与 t 的步长保持不变的情况下，我们的热传导

系数α 的变化会导致我们的有限差分格式的稳定性受到影响。我们通过 Matlab 实验可以得到如下结论： 
当热传导系数 0α = 时，我们要研究的差分格式的位移步长和时间步长适当的话，利用计算机可以很

好的模拟出一维 tα 型热传导方程的数值解。当 0 1α< ≤ 时，x 的步长与 t 的步长比例会影响到对一维 tα 型
热传导方程的数值解，随着α 的增大，传热速率增加，热传导系数的增大导致传热加快，描述出了在实

际生活中容易受到温度影响的材料的热传递方程解的数值模拟。 

5. 小结 

在本文中，我们对 tα 型热传导方程这一类偏微分方程有了更加深刻的认识，在数学物理方程中的 
2

2
2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
热传导方程存在性、唯一性以及稳定性研究的基础上，从实际材料中热传导系数会随着时间

和温度的变化而导致传热系数变化的问题出发，建立了
2

2

u ut
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂
的一维 tα 型热传导方程，这是一个系 

数与温度的幂次有关的偏微分方程。这样，我们利用所学的分离变量及常微分方程的知识，求出它的通

解。在这个基础上，我们由此推出这一类偏微分方程解的存在性与唯一性，并进行论证。然后，本文利

用了对 tα 型热传导方程解进行数值模拟的基本方法——有限差分法，这样我们按照时间 t 增加的方向对

每一个具有代表性的点进行逐点求解，在对新建立的与时间 t 的α 次有关的热传导方程的解进行数值模 
拟后，我们发现α 在 [ ]0,1 区间，随着α 的增加， tα 也会逐渐增大，热能的扩散会越来越快，这一结论也 

与我们的生活实践相符合，当我们的材料受热的影响，温度升高而导致热传导系数增大时，热的扩散就

会加快。而这一结论也同样可以应用于关于扩散的其他方面。 
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