
Pure Mathematics 理论数学, 2019, 9(9), 1060-1074 
Published Online November 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2019.99131   

文章引用: 吴立飞, 孙嘉科, 杨晓忠. Riemann-Liouville 型分数阶扩散方程的显–隐和隐–显差分方法及数值分析[J]. 
理论数学, 2019, 9(9): 1060-1074. DOI: 10.12677/pm.2019.99131 

 
 

Explicit-Implicit and Implicit-Explicit  
Difference Methods and Numerical Analysis 
for Riemann-Liouville Type Fractional  
Diffusion Equation 

Lifei Wu, Jiake Sun, Xiaozhong Yang* 
School of Mathematics and Physics, North China Electric Power University, Beijing 

 
 
Received: Nov. 1st, 2019; accepted: Nov. 18th, 2019; published: Nov. 25th, 2019 

 
 

 
Abstract 
For the Riemann-Liouville (R-L) type fractional differential equations describing sub-diffusion 
phenomena, a kind of explicit-implicit and implicit-explicit difference schemes for numerically 
solving this problem is constructed. It takes advantage of the fast computation of explicit formats 
and the unconditional stability of implicit formats, alternatingly applies the classical explicit for-
mat and the implicit format by time layer. Then, using the Fourier method analysis, the format is 
unconditionally stable and convergent. The numerical test results are consistent with the theoret-
ical analysis results, and show that the computational efficiency of the explicit-implicit and impli-
cit-explicit formats is better than the classical implicit format. The explicit-implicit and impli-
cit-explicit methods are feasible to solve the R-L fractional diffusion equation. 
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摘  要 

针对描述慢扩散现象的Riemann-Liouville (R-L)型分数阶扩散方程，构造了求解该问题的一类显–隐和

隐–显差分格式。它是利用显式格式快速计算和隐式格式无条件稳定的优点，按时间层交替使用古典显

式格式和隐式格式而得。使用傅里叶方法分析可知该格式为无条件稳定且收敛的。数值试验结果与理论

分析结果一致，表明显–隐和隐–显格式的计算精度和计算效率均优于经典隐式格式，证实本文显–隐

和隐–显格式对求解R-L型分数阶慢扩散方程是有效的。 
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1. 引言 

分数阶微分方程产生于一些反常扩散模型，有着深入的物理背景和丰富的理论意义。其特点在于它

反映的不仅是局部或某个点的性质或数量，还考虑了历史以及非局部分布式的影响[1] [2] [3]。在分数阶

反常扩散模型中，时间分数阶导数主要刻画反常扩散过程具有的历史依赖性和路径依赖性，空间分数阶

导数主要描述扩散过程的非局域特征，它们被用于许多物理、化学过程的数学建模中[4]。 
分数阶微分算子已成为一个描述各种复杂力学行为的重要工具。由于分数阶微分方程的解析解大多

很难显式给出，因此研究解决分数阶微分方程的数值解法是必要且具有实际工程意义的[5] [6]。近些年对

于各类分数阶扩散方程的数值解法，已有不少的研究成果[7] [8] [9] [10]。Wang Hong 等对于空间分数阶

扩散方程，根据所建立差分格式的特殊结构，提出了快速求解算法[11]。崔明荣对具有非局部边界条件的

时间分数阶扩散方程，考虑了两种不同的时间导数，即 Caputo 导数和 Riemann-Liouville (R-L)导数，构

造了其四阶紧致差分格式[12]。张亚楠等提出了一种求解分数阶慢扩散方程的 Crank-Nicolson 型差分格

式，并对其截断误差进行了详细分析[13]。刘发旺等对一类多项分数阶波–扩散方程，提出了一些计算有

效的隐式数值方法；数值结果表明了理论分析的有效性，这些方法和技术也可以推广到其他具有分数拉

普拉斯的多项分数阶时空模型[14]。吴立飞等给出时间 Caputo 型分数阶慢扩散方程的交替分段 C-N 差分

格式，将经典 C-N 格式与四类非对称格式交替使用，提高算法的计算效率[15]。陈昌明等人根据对分数

阶导数的不同定义，利用傅里叶方法证明了显式及隐式格式的稳定性，同时结合外推技术构造了一类高

精度算法[16]。陈昌明等对具有非齐次强迫项的 R-L 型分数阶导数广义二阶流体的斯托克斯第一问题，

构造其隐式差分格式，并分析格式的稳定性、收敛性[17]；最后数值试验验证了算法的有效性。高广花和

孙志忠对分数阶扩散方程构造了一类紧致差分格式，并用能量法证明了格式无条件稳定以及精度为时间

(2-α)阶，空间四阶收敛[18]。 
分数动力学方程已被证实在描述反常扩散(慢扩散)的情况下特别适用。近几年，分数扩散方程的理论

证明以及丰富的物理和生物实验验证了反常扩散现象的普遍性；对于反常慢扩散随机游走模型，以分数
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阶慢扩散方程代替了原来的常规扩散方程，提出描述反常扩散粒子遵循分数阶扩散方程[1] [2] [3]： 
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其中 ( ),u x t 是概率密度函数， 1
0 tD uγ− 表示 ( ),u x t 的1 γ− 阶 R-L 型分数阶导数， 
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针对此问题，Langlands 和 Henry 构造了隐式格式(L1 近似)，并讨论了格式的稳定性和收敛性[19]；
此后，刘发旺等使用傅里叶分析法，分析了对 0 1γ< < 情形下隐式格式的稳定性和收敛性，以及全局精

度[16] [17]。但是由于分数阶导数的非局部性，分数阶扩散方程数值模拟的计算量和存储量极大，即便使

用高性能计算机，也很难进行长时间历程或大计算域的模拟。对于这个问题，本文尝试使用经典显式格

式和隐式格式交替使用的方法来提高数值模拟的计算效率[20] [21]，即对分数阶次扩散模型构造显–隐

(E-I)和隐–显(I-E)格式；理论分析和数值试验表明，显–隐和隐–显格式的计算效率和计算精度均优于

隐式差分格式。 

2. 分数阶扩散方程显–隐和隐–显方法 

2.1. R-L 型时间分数阶扩散方程 

本文主要考虑描述慢扩散现象的 R-L 型分数阶扩散方程的初边值问题[2] [3] [4] 

( ) ( ) ( )
2

1
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, , 0 , 0t
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D f x t t T x L
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初始条件为： ( ) ( )0, ,0u t t t Tϕ= ≤ ≤ ， 

边值条件为： ( ) ( ) ( ) ( )1, ,0 , ,0 ,0u t t t T u x w x x Lψ= ≤ ≤ = ≤ ≤ 。 

其中 0 1γ< < ， ( ),f x t 、 ( )tϕ 、 ( )tψ 、 ( )w x 都是足够光滑的函数。 
给出方程(2)式两边作积分 1

0 tDγ − 运算，可得 
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上式等价为 
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由文献[3]可知，如果 ( ) [ ] [ ]( )2,1
,, 0, 0,x tu x t C L T∈ × ，则有 
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即(4)式为 
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2.2. 显–隐和隐–显格式的构造 

令 , 0,1, ,kt k k Nτ= =  ， , 0,1, ,jx jh j M= =  ， T Nτ = ， h L M= 。定义网格函数 

( ),n
i i nu u x t= , ( ),n

i i nf f x t= , ( ),n
i i ng g x t= , ( ) [ ] [ ], 0, 0,i nx t L T∈ × . 

定义如下记号： ( )2
1 12

1 2x i i i iu u u u
h

δ + −= − + 。 

定义离散分数阶导数算子 
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引理 1 [6] 假设 0 1α< < ， [ ]2 0, ny C t∈ ，有 
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时间分数阶慢扩散方程的隐式格式为： 
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∑ ,                    (6) 

时间分数阶慢扩散方程的显式格式为： 
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初始、边界条件相应离散为： 
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

 

经典显式格式为条件稳定的，其优点是可以显式快速计算；而隐式格式为无条件稳定，但需要求解

代数方程组，计算效率较低。结合两种差分格式的优点，在时间层上交替使用，可得显–隐和隐–显差

分格式。 
分数阶慢扩散方程的显–隐式格式为： 
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同理，可构造分数阶慢扩散方程的隐–显格式为 
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其中 0,1,2,3, , 1, 2, , 1k j M= = −  。 

3. 显–隐和隐–显方法的稳定性分析 

首先分析时间分数阶慢扩散方程的显–隐格式的稳定性，其显–隐格式可以写成如下形式： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0 1 1 1 2 2 1 2
1

2
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其中 ( )2 2
h

γτµ γ= Γ − 。 

设 k
jU 是显–隐格式的近似解，定义 k k k

j j ju Uρ = −  ( )1,2, , , 1, 2, , 1k N j M= = −  和 
T

1 2 1, , ,k k k k
Mρ ρ ρ ρ − =   ，代入(10)式可得如下误差扰动方程： 
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下面使用 Fourier 方法分析显–隐格式的稳定性。在此，定义网格函数 
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另外，离散 2 模的定义 
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应用 Parseval 等式，有 
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0
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L k
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m
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∞

=−∞

= ∑∫ ，即 ( )
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2

k
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∞
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= ∑ . 

基于上面的分析，假设(11)式有如下形式的波动解 ek i jh
j kd σρ = ，其中 2 m Lσ = π 。 

当 1m = 时(m 是时间层数)，我们使用显式差分格式，有 
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( )1 0 0 0
1 11 2j j j jρ µ ρ µρ µρ+ −= − + + , 

( )1 0e 1 2 ei h i hd dσ σµ µ µ −= + − + , 

由 e cos sini iθ θ θ± = ± ，可得 

2
1 0 01 4 sin

2
hd d C dσµ= − ≤ ,                            (13) 

当 2m = 时，第一层使用显式格式，第二层使用隐式格式， 
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   
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两式结合，消去 2 1kd + 项，可得 
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1

1 4 sin
2

4 sin
2

k

k

k k i k i i k
i

k

k i k i j k
i

h d

ha a a a d a a d a d

a a d a d

σµ

σµ

+

−

− − +
=

− + − + +
=

 + 
 

  = − − − + − −    

+ − −

∑

∑

 

令 24 sin
2
hσµ µ= ，由上式可得 

( ) ( )

( )

( )

2
2 2

2 1 2
2

0 1 0 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 0
1 1

2
1 1 0

2
1 0

1 4 sin
2

4 sin
2

1 1 4 sin
2

1 1 4 sin
2

k

k k

k i k i k k i k i k
i i

h d

ha a a a a a a a a a C d

ha a C d

ha C d

σµ

σµ

σµ

σµ

+

−

− − + − + − + +
= =

 + 
 
  

≤ − − + + − + + − +  
  

  ≤ − + +  
  

 ≤ + −  

∑ ∑
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( )

2

2 2 0 0
2

1

1 4 sin
2

1 1 4 sin
2

k

h

d C d C d
ha

σµ

σµ
+

+
≤ ≤

+ −
.                       (15) 

综上分析，有如下定理 
定理 1 R-L 型分数阶扩散方程的显–隐格式是无条件稳定的。 
证明：由(13，14，15)式，可知 

( ) ( )
2 22 2 0

0 , 1, 2, ,k
k

m m
L d m CL d m C k Nρ ρ

∞ ∞

=−∞ =−∞

= ≤ = =∑ ∑  . 

因此，分数阶扩散方程的显–隐格式是稳定的，定理 1 证毕。 
同理，可有 
定理 2 R-L 型分数阶扩散方程的隐–显格式是无条件稳定的。 

4. 显–隐和隐–显方法的收敛性分析 

引理 2 [13] 假设 0 1α< < ， [ ]2 0, ny c t∈ ，有 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
0

1 10
1

2
2

0

d1
1 2

1 1 2 1 2 max
2 12 2

n

n

nt n k
n k n k n

k

t t

y
y a a y a y

t

y t

α

α

α
α α

ξ ξ τ
α αξ

α τ
α α

− −

− − − −
=

−
−

≤ ≤

′  − − − − Γ − Γ −  −

 − ′′≤ + − + Γ − − 

∑∫
              (16) 

引理 3 [15] 1 2
0 0 1 1, ,0 1n C n C n

j j jD u D u D u R R Cα α α α
τ τ τθ τ θ+ −= − + ≤ ≤ ≤ ，C 是常数。 

首先分别分析显–隐格式(8)中，显式格式和隐式格式的截断误差。 

( ) ( ) ( )
2

2 1 0 2 2 2 2 2 1
2 2 1 2

1
1

2

k
k i k k k

j k i k i j k j x j x j j
i

u a a u a u u u g
γτ θ δ θδ
γ

−
+ +

− − +
=

 − − − = − + + Γ −  
∑ ,          (17) 

可知，当θ = 0 时，为显式格式，当θ = 1 时，为隐式格式。定义截断误差 

( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1 0 2 2 2 2 2 1
2 2 1 2

1
1

2

k
k k i k k k

j j k i k i j k j x j x j j
i

R u a a u a u u u g
γτ θ δ θδ
γ

−
+ + +

− − +
=

 = − − − − − − − Γ −  
∑        (18)

 ( ) ( ) ( )
2

2 2 1 2 21 1
12

k k
x j x j xx xxxx xxt

hK u K u u u u O hα
α αθ δ θ δ θ τ τ− −+ − = + + − + +              (19) 

由引理 3 可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 1 2 1 0 2 2 2 2 2 1

2 2 1 2
1

2
1 2 2

0 1 0 1

2 2

1
2

, 1 , 1
12

k
k k i k k k

j j k i k i j k j x j x j j
i

C C
i k i k xx xxxx xxt

R u a a u a u u u g

hD u x t D u x t u u u O h

O h

γ

α α α
τ τ

α

τ θ δ θδ
γ

θ τ θ τ τ

τ

−
+ + +

− − +
=

+ −
+ +

−

 = − − − − − − − Γ −  

= − − − + + − + +

= +

∑

 

因此，存在正数 1c 使得 

( )2 2
1

k
jR c hγτ −≤ + , 1, 2, , , 1, 2, , 1k N j M= = −  .                    (20) 

定义 
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( ),k k
j j k je u x t u= −  ( )1,2, , , 1, 2, , 1k N j M= = −  . 

和 
T

1 2 1, , ,k k k k
Me e e e − =   , 

T

1 2 1, , ,k k k k
MR R R R − =   . 

下面使用 Fourier 方法分析显–隐格式的收敛性。在此，定义网格函数 

( )

0, 0 ,
2

, , 1, 2, , 1,
2 2

0, .
2

k k
j j j

hx

h he x e x x x j M

hL x L

 ≤ ≤

= − < ≤ + = −



− < ≤


  ( )1,2, ,k N=   

和 

( )

0, 0 ,
2

, , 1, 2, , 1,
2 2

0, .
2

k k
j j j

hx

h hR x R x x x j M

hL x L

 ≤ ≤

= − < ≤ + = −



− < ≤


 ( )1,2, ,k N=   

( ) ( ),k ke x R x 的 Fourier 展开形式为： 

( ) ( ) 2ek i lx L
k

l
e x lη π

∞

=−∞

= ∑ ，其中系数 ( ) ( ) 2
0

1 e d
L k i lx L

k l e x x
L

η − π= ∫ 。 

( ) ( ) 2ek i lx L
k

l
R x lξ π

∞

=−∞

= ∑ ，其中系数 ( ) ( ) 2
0

1 e d
L k i lx L

k l R x x
L

ξ − π= ∫ 。 

同样，关于离散 2 模，有 

( )
12 2 2

2 1

M
k k

j k
j l

e h e lη
− ∞

= =−∞

= =∑ ∑ ,                            (21) 

( )
12 2 2

2 1

M
k k

j k
j l

R h R lξ
− ∞

= =−∞

= =∑ ∑ .                            (22) 

基于上面的分析，假设 ek i jh
j ke ση= ， ek i jh

j kR σξ= ，其中 2 m Lσ = π ，可得 

( )1 0 0 0 1
1 11 2j j j j je e e e Rγµ µ µ τ+ −= − + + + , 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 0 0 0 0 2
1 1 0 1 1 1 11 2 1 2j j j j j j j je e e a a e e e a e Rγµ µ µ µ µ µ τ+ − + −+ − − = − − + + + + , 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2
1 1

2 1
2 2 2 0

0 1 0 1 1 1 2 2 1 2
1

2
0 2 2

2 1 2 2 2 1
1

1 2

2

k k k
j j j

k
k k k i

j j j k i k i j k j
i

k
i k

k i k i j k j j
i

e e e

a a a a e e e a a e a e

a a e a e Rγ

µ µ µ

µ µ µ

τ

+ + +
+ −

−

+ − − − +
=

+
− + − + +

=

+ − −

 = − − − + + + − −  

+ − − +

∑

∑

           (23)

 
引理 4 设 ( )1,2, ,k k Nη =  是方程(23)的解，存在一个正数 2c ，使得 

1
2 1 1, 1, 2, ,k kc a k Nγη τ ξ−

−≤ =  . 

证明：由定义，可知 0 0e = ，有 ( )0 0 0mη η≡ = 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.99131


吴立飞 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.99131 1068 理论数学 
 

另外，由(20)式和(22)式可知 

( )2 2
12

kR c L hγτ −≤ +                                 (24) 

(22)式等式右边的系数数列是收敛的，因此存在一个正数 2c 使得 

( ) ( )2 1 2 1 , 1, 2, ,k k m c c m k Nξ ξ ξ ξ≡ ≤ ≡ =  .                      (25) 

因此有 

2 1, 1, 2, ,k c k Nξ ξ≤ =  . 

参考稳定性证明，使用数学归纳法可得 
当 1k = 时， 

( )1 0 0 0 1
1 11 2j j j j je e e e Rγµ µ µ τ+ −= − + + + , 

1
1 1 0 1aγ γη τ ξ τ ξ−= ≤ , 

当 2k = 时， 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 0 0 0 0 2
1 1 0 1 1 1 11 2 1 2j j j j j j j je e e a a e e e a e Rγµ µ µ µ µ µ τ+ − + −+ − − = − − + + + + , 

2
2 21 4 sin

2
h γσµ η τ ξ + = 

 
, 

12
2 2 1 1

21 4 sin
2

c a
h

γ
γτ ξ

η τ ξ
σµ

−≤ ≤
+

, 

假设 
1

2 1, 1, 2, , 1n nc a n kγη τ ξ−≤ = − . 

由引理 1，有 

( ) ( )

( )

2
2 2

2 1
2

0 1 0 1 2 2 2 1
1

2
2 2

2 1 2 2
1

1 4 sin
2

4 sin
2

k

k

k k i k i i
i

k
k

k i k i j
i

h

ha a a a a a

a a Rγ

σµ η

σµ η η

η τ

+

−

− − +
=

+
− + − +

=

 + 
 

  = − − − + −    

+ − +

∑

∑

 

( )

( )

2
2 2

2 1
2 2 1

1 1 2 2 2 1
1

2
2 2

2 1 2 2
1

2
2 1

1 2 2 1 2 1
1

2
1

2 1 2 2 2
1

1 4 sin
2

1 1 4 sin
2

1 4 sin 1
2

1

k

k
k

k k i k i i
i

k
k

k i k i j
i

k

k i k i i k
i

k

k i k i i k
i

h

ha a a a R

a a R

ha a a a

a a a

γ

γ

γ

γ

σµ η

σµ η η τ

η τ

σµ τ ξ

τ ξ

+

−
+

− − +
=

+
− + − +

=

−
− − + +

=

−
− + − +

=

+

 
≤ − − − + − + 

 

+ − +

 ≤ − + − + 
 

 + − + 
 

∑

∑

∑

∑ 2+
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( )

( )

( )

2
2 1

1 2 2 1 2 1 2 2 1 1
1

2
1

2 1 2 2 2 1 2 2 1 1
1

2 1
1 1 2 2 1 1

2 1
1 2 2 1 1

1 4 sin
2

1 4 sin 1
2

1 4 sin 1
2

k

k i k i k k
i

k

k i k i k k
i

k

k

ha a a a c a

a a a c a

ha a c a

ha c a

γ

γ

γ

γ

σµ τ ξ

τ ξ

σµ τ ξ

σµ τ ξ

−
− − + + +

=

−
− + − + + +

=

−
+

−
+

 ≤ − + − + 
 

 + − + 
 

  ≤ − + +  
  

 ≤ − + 
 

∑

∑
 

即 

( ) 2
1

1 1
2 2 2 2 1 1 2 2 1 1

2

1 4 sin 1
2

1 4 sin
2

k k k

ha
c a c a

h
γ γ

σµ
η τ ξ τ ξ

σµ

− −
+ + +

− +
≤ ≤

+
. 

由于 

( )

1 1

1 11

1lim lim lim
11 11 1

n

n n n

a n n
n n n

n

α

α α αα α

− − −

− −−→∞ →∞ →∞
= = =

−− −  − − 
 

. 

则存在正常数 1C ，使得 

( )1
1 2 1 2 1 2 1 , 1, 2, ,

1 1n n

n Tc a c c n N
γ γ

γ τ
η τ ξ ξ ξ

γ γ
−

+ ≤ ≤ ≤ =
− −

 . 

综上，可有 
定理 3 R-L 型分数阶扩散方程的显–隐格式是无条件收敛的，收敛阶是 ( )2 2O hγτ − + . 

证明：由引理 4 及 ( )2 2
12

kR c L hγτ −≤ + ，可得 

( )2 2
1 22

, 1, 2, ,
1

k Te c c L h k N
γ

γτ
γ

−≤ + =
−

 . 

定理 3 证毕。 
同理，可有 
定理 4 R-L 型分数阶扩散方程的隐–显格式是无条件收敛的，收敛阶是 ( )2 2O hγτ − + . 

5. 数值试验 

数值试验基于 Intel Core i5-2400 CPU@3.10GHz，在 MatlabR2014a 环境下进行；我们将通过数值试

验验证前面的理论分析。 
例 1. 非齐次 R-L 型分数阶扩散方程[4] [16] 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
1 2

0 2

, , 2
e 1 , 0 1, 0 1

1 2
x

t

u x t u x t
D t t t x

t x
γ γ γγ

γ
γ

−    ∂ ∂ Γ +
= + + + < ≤ < <   

∂ Γ +∂      
. 

其边界条件为：
( )
( )

1

1

0, ,0 1,

1, e ,0 1.

u t t t

u t t t

γ

γ

+

+

 = ≤ ≤


= ≤ ≤
 

初始条件为： ( ),0 0,0 1u x x= ≤ ≤ . 
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此时解析解为： ( ) 1, exu x t t γ+= . 
 

 
Figure 1. Surfaces of analytic solution and E-I, I-E scheme numerical solutions 
图 1. 解析解和隐–显、显–隐格式数值解的解曲面 

 
取 1 8, 1 64h τ= = 时，给出解析解、显–隐和隐–显格式的解曲面图 1；可以看出解析解、显–隐和 

隐–显格式解曲面形状一致且光滑。解析解与差分格式解的最大模误差定义为 ( ){ }
0
0

max ,k
j j kj M

k N

E u u x t∞ ≤ ≤
≤ ≤

= − 。 

对 γ 分别取 0.1~0.9 等不同值，取 1 8,1 32h = ，隐式格式、显–隐格式和隐–显格式三种数值格式的最

大模误差情况见表 1。由表 1 可知，隐式格式与显–隐和隐–显格式的精度相当；对不同 γ 值隐式格式和

显–隐格式的误差比较；可以看出当 γ 值大于 0.5 时，隐式格式的精度高于显–隐格式，当 γ 值小于 0.5
时，显–隐格式的精度优于隐式格式。随着 γ 值得减小，显–隐格式和隐–显格式的误差越来越小；整

数阶显–隐差分格式为二阶差分格式，其精度优于隐式格式。当 γ 值接近于 0 时，显–隐格式和隐–显

格式的特性接近整数阶的情形。 
 
Table 1. Accuracy comparison analysis of three numerical schemes 
表 1. 三种数值格式的精度比较分析 

τ  h γ  隐式格式 显–隐格式 隐–显格式 

1/64 1/8 

0.9 9.120269e−05 9.220024e−03 7.364446e−3 

0.7 6.179395e−04 6.502290e−03 5.974529e−3 

0.5 1.314730e−03 3.249718e−03 3.161334e−3 

0.3 1.982242e−03 1.653329e−03 1.614587e−3 

0.1 2.902882e−03 2.098685e−03 2.095179e−3 

1/1024 1/32 

0.9 5.804756e−06 5.658386e−04 5.042950e−4 

0.7 5.482559e−05 2.026541e−04 1.986532e−4 

0.5 9.165862e−05 9.577424e−05 9.559231e−5 

0.3 1.274819e−04 9.450674e−05 9.448991e−5 

0.1 1.830142e−04 1.322454e−04 1.322423e−4 
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下面，由最大模误差定义时间收敛阶 1order 以及空间收敛阶 2order ，验证理论分析。固定空间步长

h，时间收敛阶如下定义：
( )2 2

2 2
2

1 log 2

2

E h
order

E h

γ

γ

τ
γ

τ

−
∞

−

∞

 
 

+ 
= ≈ −    +       

。固定时间步长τ ，定义空间收敛阶如

下：
( )2 2

2 2
2

2 log 2

2

E h
order

hE

γ

γ

τ

τ

−
∞

−
∞

+
= ≈

  +     

。 

 
Table 2. Time direction convergence order of three difference schemes (h = 64) 
表 2. 三种差分格式的时间方向收敛阶(h = 64) 

γ  τ  E∞  隐式格式
Order1 

E∞  显–隐格式
Order1 

E∞  隐–显格式
Order1 

0.8 

1/64 1.426230e−5  9.297907e−3  8.043854e−3  

1/128 6.030494e−6 1.241859 4.126093e−3 1.172129 3.686533e−3 1.125622 

1/256 2.504195e−6 1.267929 1.820571e−3 1.180385 1.665053e−3 1.146696 

1/512 1.018163e−6 1.298378 7.998264e−4 1.186632 7.443993e−4 1.161419 

1/1024 4.065508e−7 1.324460 3.502548e−4 1.191281 3.303804e−4 1.171948 

0.5 

1/64 7.070541e−5  3.155111e−3  3.066631e−3  

1/128 2.612963e−5 1.436133 1.087937e−3 1.536095 1.069143e−3 1.520198 

1/256 9.583624e−6 1.447043 3.777440e−4 1.526115 3.736301e−4 1.516773 

1/512 3.479504e−6 1.461689 1.318220e−4 1.518816 1.308965e−4 1.513183 

1/1024 1.254311e−6 1.471986 4.617265e−5 1.513481 4.595935e−5 1.509996 

0.2 

1/64 1.222746e−4  1.125885e−3  1.110219e−3  

1/128 4.353112e−4 1.490005 3.137943e−4 1.843168 3.115149e−4 1.833471 

1/256 1.551831e−5 1.488075 8.803143e−5 1.833728 8.769561e−5 1.828724 

1/512 5.515686e−6 1.492359 2.484449e−5 1.825092 2.479441e−5 1.822489 

1/1024 1.957345e−6 1.494641 7.053630e−6 1.816488 7.046068e−6 1.815124 

 
由表 2，对不同 γ 值，隐式格式与隐–显、显–隐格式在时间方向上的收敛阶为 2 γ− 阶；隐式格式

与显–隐格式、隐–显格式的精度也相当。由表 3 可看出，对不同 γ 值，隐式格式和隐–显、显–隐格

式在空间上的收敛阶均为 2 阶，与理论分析一致。 
例 2. 齐次 R-L 型分数阶扩散方程[4] [16] 

( ) ( )2
1

0 2

, ,
, 0 1, 0 1t

u x t u x t
D t x

t x
γ−  ∂ ∂

= < ≤ < < 
∂ ∂  

. 

其边界条件为： ( )0, 0u t = ， ( )1, 0u t = ， 0 1t≤ ≤ 。 

初始条件为： ( ) ( )
12 ,0 ,
2,0

4 2 1, 1.
3 2

x x
u x w x

x x

 ≤ ≤= =  − ≤ ≤


 

其中 ( )w x 表示由点
1
2

x = 处热源产生的棒的温度分布。 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.99131


吴立飞 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.99131 1072 理论数学 
 

Table 3. Spatial direction convergence order of three difference schemes under different γ  
表 3. 三种差分格式的空间方向收敛阶 

γ  h E∞  隐式格式
Order2 

E∞  显–隐格式
Order2 

E∞  隐–显格式
Order2 

0.8 

1/32 4.337162e−4  2.062319e−2  1.703867e−2  

1/64 1.576891e−4 1.459668 4.116246e−3 2.324866 3.678975e−3 2.211437 

1/128 5.261402e−5 1.583563 7.998308e−3 2.363562 7.449800e−4 2.304030 

1/256 1.636167e−5 1.685127 1.573565e−4 2.345657 1.508601e−4 2.303989 

1/512 4.825412e−6 1.761595 3.206672e−5 2.294887 3.126079e−5 2.270785 

0.5 

1/32 2.494460e−3  9.302961e−3  8.864491e−3  

1/64 6.850987e−4 1.864344 1.354164e−3 2.780287 1.334845e−3 2.731365 

1/128 1.799265e−4 1.928903 2.452734e−4 2.464939 2.443643e−4 2.449566 

1/256 4.614015e−5 1.963313 5.095395e−5 2.267125 5.090712e−5 2.263094 

1/512 1.168540e−5 1.981315 1.151355e−5 2.145860 1.151091e−5 2.144864 

0.2 

1/32 4.655305e−3  4.087168e−3  3.961494e−3  

1/64 1.178949e−3 1.981374 8.845865e−4 2.208026 8.827352e−4 2.165992 

1/128 2.958975e−4 1.994331 2.227549e−4 1.989545 2.227059e−4 1.986840 

1/256 7.406791e−5 1.998176 5.588745e−5 1.994861 5.588590e−5 1.994583 

1/512 1.852411e−5 1.999444 1.399239e−5 1.997881 1.399236e−5 1.997845 

 

 
Figure 2. Surface of numerical solution of three different schemes for different γ  
图 2. 三种差分格式的解曲面 
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Table 4. Comparison of calculation times for three differential schemes (unit: s) 
表 4. 三种差分格式计算时间的比较(单位：s) 

网格数 隐式格式 显–隐格式 隐–显格式 

200 5.81 s 4.86 s 4.85 s 

400 14.56 s 11.33 s 10.97 s 

800 48.76 s 33.25 s 33.20 s 

1600 300.42 s 156.12 s 160.49 s 

 
当初始条件为分段函数，取 1 8h = ， 1 64τ = ， 1t = ， γ 取不同值时，隐式格式、显–隐和隐–显格

式的解曲面图 2；由图 2 可知隐式格式和显–隐(隐–显)格式解形状一致，且光滑，说明显–隐和隐–显差

分格式对求解例 2 问题的有效性。由表 4 可知，隐–显格式和显–隐格式的计算时间相当，但是随着网格

数的增加，隐式格式与显–隐和隐–显格式相比，计算时间增加的速度越来越快；其趋势在图 3 中可见。

可见对于求解分数阶慢扩散模型，显–隐和隐–显格式与隐式格式相比，在计算效率方面有明显的改进。 
 

 
Figure 3. Comparison of calculation times for three differential schemes 
图 3. 三种差分格式的计算时间比较 

6. 结论 

本文对 R-L 型分数阶扩散方程，构造了其显–隐和隐–显差分格式；通过傅里叶方法对构造格式进

行了理论分析，得出显–隐和隐–显格式均为无条件稳定和收敛的，通过数值试验证实了理论分析。交

替使用显式、隐式两个古典格式，可以使算法计算复杂度得到下降。由数值试验可知，显–隐和隐–显

格式的计算精度与隐式格式相当，但计算效率与隐式格式相比有着明显的提高；表明显–隐和隐–显格

式对求解 R-L 型分数阶扩散方程是有效的。 
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