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Abstract 
Based on segmented disc dynamo, a new four-dimensional chaotic generalized generator system 
was proposed. The author studies Pitchfork fork, Hopf fork and zero-zero Hopf fork, gives the 
proof that Pitchfork fork and periodic solution exist in the system under different conditions, and 
gives the numerical simulation of Pitchfork fork. 
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摘  要 

本文基于segmented disc dynamo发电机，提出了一个新的四维混沌的广义发电机系统。作者研究了

Pitchfork分叉、Hopf分叉、zero-zero Hopf分叉，给出了在不同条件下系统存在pitchfork分叉、Hopf
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分叉和周期解的证明，并给出了Pitchfork分叉和Hopf分叉的数值模拟。 
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1. 引言 

非线性科学自二十世纪下半叶以来，作为一门基础学科取得了迅猛的发展，尤其是其中的混沌现象

更是成为当今科学前沿的热门话题，自 1963 年 Lorenz 引入第一个数学物理混沌模型[1]，在那之后各个

领域的科学家开始深入探索混沌的本质、路径、分叉和混沌系统的特性[2]-[10]，在此基础上 1979 年，

O. E. Rossler 首次提出了超混沌的概念，并给出了具有一个以上正 Lyapunov 指数的四维超混沌系统，超

混沌作为一种比混沌更复杂的动力学行为，在工程应用上又比混沌具有更大的应用潜力；众所周知，自

治系统中产生超混沌的最小可能维数系统是 4；因此，四维自治系统是超混沌研究和应用的主要方向，

为了帮助理解天体物理间磁场的产生和逆转，过去广泛运用发电机模型[11]-[15]来进行研究，后来 Moffa 
[16]提出了一种新型发电机模型，该发电机模型可用以下常微分方程组来描述： 

( )X r Y X= −                                      (1) 

( )1Y mX m Y XZ= − + +                                  (2) 

( )21 1Z g mX m XY = + − + 
                                (3) 

这里X(t)和Y(t)表示由于径向和方位角电流分布引起的磁通量，Z(t)表示圆盘的角速度，圆点表示相对

于时间的微分，g表示施加的转矩，r和m为正常数，取决于电路的电性能。Moffat的发电机忽略了摩擦对

转盘的影响，然而实际情况还要考虑轴承的摩擦，我们可以在(3)式后加上项“–vZ”来模拟这种摩擦，为

方便，Moffat进行坐标变换： 

( ) ( )
1 1
2 2, , ,X Y gX gm Y gm Z Z r t rt

vr r
 = = = − = 
 

                      (4) 

X Y X′ = −                                       (5) 

( )Y X Y X XZα γ′ = − + +                                 (6) 

( )Z nZ X X Yβ′ = − + −                                  (7) 

则方程(1)~(3)变为 
其中， ( ) ( ), 1 , 1 1 , 1n v r m r m g v rα β γ= = + = + = − 。Moffat 利用此方程组探究混沌的特性。  

Pitchfork 分叉和 Hopf 分叉是改变参数时从系统平衡点出现的两种分叉现象。局部分叉的研究有助于

我们分析和阐明非线性系统如何从稳态演化到混沌和超混沌状态。因此，分叉点在研究平衡点的稳定性

方面起到至关重要的作用。当平衡点的个数和稳定性发生变化时，且零点为非双曲点时，可能出现
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pitchfork 分叉；当平衡点通过一对纯虚特征值来改变稳定性时，Hopf 分叉将在动力系统平衡态的极限环

中产生；当平衡点在特征值表现为一对纯虚特征值和零特征值时，将可能出现 0-0 Hopf 分叉。 
本文主要研究的是基于 Moffat 提出的发电系统，对其广义化的四维新型超混沌系统及其基本性质进

行研究，得到广义发电系统下 pitchfork 分叉、零 Hopf 分叉以及周期解在零零-Hopf 平衡下的分叉问题。 

2. 超混沌系统及其基本性质 

2.1. 超混沌系统 

( )

( )
2

x b y x kw
y dx cy xz
z nz bx x z
w sw k xz x

β

= − +


= + +


= − + −
 = − + −









                                  (8) 

基于(5)~(7)所提出的四维光滑二次自治超混沌系统具有以下动力学方程： 
其中 ( )T 4, , ,x y z w R∈ ， 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0b c d n s kβ> > < > > > > ， 2 2 0bs cs ck ks− + + < ， 2k R∈ 。由系

统(8)的 Lyapunov 系数图 1，可判断出系统(8)是超混沌的 
 

 
Figure 1. Lyapunov coefficient diagram of system (8)      
图 1. 系统(8)的 Lyapunov 系数图 

2.2. 平衡点 

计算系统(8)的平衡性，先考虑方程组 
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( )

( )
2

0
0

0
0

b y x kw
dx cy xz

nz bx x z
sw k xz x

β

− + =


+ + =

− + − =
− + − =

 

我们可以算出系统(8)有平衡点 ( )0 0,0,0,0S = 且当 0bcs bds ck+ + > 时，系统(8)有另外两个平衡点：

( )2 22
1,2 0 0 0

2 2 2

1
: , , ,

b ck dkdkk bs k bcs bds ckS x x x
ckk bs ckk bs ckk bs

+ + + + + +
= ± ± ⋅ − ⋅ − + − + − + 

 。 

其中
( )

( )0
2 2

n bcs bds ck
x

b dkk b s ckk bs kβ β β
+ +

=
+ + − +

 

线性化系统(8)在任意平衡点 ( ), , ,S x y z w= ，可得如下雅各比矩阵： 

( )
2 2

0
0
0

1 0

s

b b k
d z c x

J
b y x bx bx n

k z k x s
β β

 
 
 
 
 


−
+

=
− −

− 

+ + −
−

                          (9) 

通过方程 4 0sI Jλ − =  (其中 4 4
4I R ×∈ 是个恒等矩阵)，计算出相应的特征值。对于 1S 和 2S ，易证明

1 24 4s sI J I Jλ λ− = − ，这表明 1S 和 2S 的稳定性是相同的；对于零平衡点 ( )0 0,0,0,0S = ，特别的，此时系 

统(8)的雅各比矩阵变为 

0
0 0

0 0 0
1 0 0

s

b b k
d c

J
n

s

− 
 
 =
 −
 − − 

                                (10) 

此时相关特征方程为 

( ) ( ) ( )1 0nϕ λ λ ϕ λ= − + ⋅ =                               (11) 

( ) 2 2 3 2
1 bc bcs bd bds b b s c c s s ck kϕ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ= + + + − − + + − − + −            (12) 

显然，式(11)总有一个负实根 nλ = − ；但其他三个根的实部对于不同的参数值，不总是非负的，在

第 3 节将给出零平衡点 0S 的局部分叉分析以及改变参数 d 时 0 1 2, ,S S S 的稳定性情况。 

3. Pitchfork 分叉 

令 d 为分叉参数，当 0 bcs ckd d
bs

− −
= = 时，特征方程在奇点 0S 处有特征值 1 0λ = ， 2 nλ = − ，

( ) ( )2 2 2 2 2 3

3,4

2 2 2 4 4

2

sb sc s s b s bcs bs c s cs s ck ks

s
λ

− + − ± − − + + + − −
= ，  

因此零点 0S 是非双曲的，由中心流形定理和分叉理论，经过推导，可得 Pitchfork 分叉的以下定

理。 

定理 1  当 0 bcs ckd d
bs

− −
= = 时，系统(8)在零平衡点 ( )0 0,0,0,0S = 出现了一个 Pitchfork 分叉，而且

当 0d d< 时，仅有一个不稳定平衡点 ( )0 0,0,0,0S = 在 0d d= 的左侧；当 0d d> 时，将出现三个平衡点，

( )0 0,0,0,0S = 将变成稳定的，另外两个不稳定的平衡点 1,2S 在 0d d= 的右侧。 
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证明：相关特征向量为 1

0
1

s
bs k

V b

− 
 − + 

=  
 
 
  

， 2

0
0
1
0

V

 
 
 =
 
 
 

，

( )( )
( )( )

( )( )
( ) ( )( )

2
3

2
3 3 3

3
3

3 3

2

2

0
1

k c bcs cs ck ks

s bcs c s c s ck k b

ck c k bs kV
bs cs b c k c

λ

λ λ λ

λ
λ λ

 − − + +
 

− + + − + 
 

− − + =
 − + + −
 
 
 
 

，

( )( )
( )( )

( )( )
( ) ( )( )

2
4

2
3 4 4

4
4

4 4

2

2

0
1

k c bcs cs ck ks

s bcs c s c s ck k b

ck c k bs kV
bs cs b c k c

λ

λ λ λ

λ
λ λ

 − − + +
 

− + + − + 
 

− − + =
 − + + −
 
 
 
 

 

根据[17]，令 

令
bcs ckd

bs
ε− −

= + 且 [ ]1 2 3 4, , ,T V V V V=                          (13) 

考虑变换 

[ ] [ ]T T
1 2 3 4, , , , , ,x y z w T x x x x=                               (14) 

1 1 13

2 2 24

3 3 3

4 4 4

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

0

x x g
x x g
x x gn
x x g

λ
λ

ε

      
      
      = +
      −
      

      
=











                          (15) 

利用方程(13)、(14)将系统(8)转换为 
其中 

( )( )
( ) ( )( )( )

2
3

1
3 3 32

k c bcs cs ck ks
r

s cs b c k c b
λ

λ λ λ

− − + +
=

− + + − +
, 

( )( )
( ) ( )( )( )

2
4

2
4 4 42

k c bcs cs ck ks
r

s cs b c k c b
λ

λ λ λ

− − + +
=

− + + − +
, 

( )( )
( ) ( )( )

3
3

3 32
ck c k bs k

r
bs cs b c k c

λ
λ λ

− − +
=

− + + −
, 

( )( )
( ) ( )( )

4
4

4 42
ck c k bs k

r
bs cs b c k c

λ
λ λ

− − +
=

− + + −
; 

( )( )1 3 2 4 1 2 1 4 2 2 2 3 2 1 2 1 2 2 2

1 4 1 2 3 2 3 4 1 2
1

b r x r x sx k r r x k r r x r r r x r x
br r br s br r br s br s br s k

g
r kr

ε ε+ − − − + − +
+ − − − + + −

= , 

( )( )1 3 2 4 1 3 3 4 4 1 3 4 1 12 1 2r x r x sx b r x b r x b sx br x br x kxg bsxβ β β β= − + − + − − − + − , 

( )( )1 3 2 4 1 1 2 2 2 2 2

1 4 1 2 3 2 3

2 2 2 2 4 2 2
3

4 1 2

r x r x sx r x b r b s br x bsx
br r br s

bk
br

r sx bk
r br s br s br

r sx kk
g

s kr kr
ε ε+ − + + + +

+ − − − + +
−

−
− +

= , 

( )( )1 3 2 4 1 1 2 1 1 2 2

1 4 1 2 3 2 3 4 1

2 1 2 2 3

2

2 2
4

r x r x sx r x b r b s br x bsx
br r br s br r br s br s br s kr kr

bk r sx bk r sx kk
g

ε ε+ − + + + +
+ − − − + + −

− +
=  

由中心流形定理可知，对于方程(15)存在一个中心流形，通过变量 1x 和 ε  [17]可将其表示为
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }

4
1 2 3 4 2 1 1 3 2 1 3 3 1

1

0 , , , , | , , , , , ,

, , 0,0 0, 0,0 0, 1,2,3

C

i i

W x x x x R x h x x h x x h x

x h Dh i

ε ε ε ε

δ ε δ

= ∈ = = =

< < = = =
 

其中 δ 和δ 充分小且 ( )1,iDh x ε 是 ih 的全微分 1,2,3i = ；要获得中心流形上的向量域，设 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 1 1 1 1 2 1 3

2 2
3 2 1 1 1 2 1 3

2 2
4 3 1 1 1 2 1 3

, 3

, 3

, 3

x h x a x a x a o

x h x b x b x b o

x h x c x c x c o

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

 = = + + +
 = = + + +
 = = + + +

                        (16) 

其中 ( )3o 表示为所有三阶项(例如 3 2 2 3
1 1 1, , ,x x xε ε ε )和更高阶项(例如 4 3 2 2 3 4

1 1 1 1, , , ,x x x xε ε ε ε )  

又因为 0ε ≡ ，则不变流形应满足 

( )( ) 11 1, 0xN h x D h g Bh gε = ⋅ − − ≡                            (17) 

其中， ( )
1

1

1
1 2

2
1 2 3 3

1
3 4 4

3

1

0 0
, , , , 0 0

0 0
x

h
xh g n
hh x h D h g g B
x

h g
h
x

ε λ
λ

 ∂
 ∂  −     
 ∂     = = = =      ∂            ∂
 
∂ 

， 

将方程(16)代入(17)，比较相同项的系数，我们可得到 

( )

( )
( )

( )
( )

1 2 3

2
1 2 3

3 1 4 1 2 3 2 3 4 1 2

1
1 2 3

4 1 4 1 2 3 2 3 4 1 2

, 0, 0

0, , 0

0, , 0

s b s bs k
a a a

sb s r
b b b

br r br s br r br s br s br s kr kr

sb s r
c c c

br r br s br r br s br s br s

n

kr kr

β β

λ

λ

− +
= − = =

+
= = − =

+ − − − + + −

+
= = =

+ − − − +









 + −

             (18) 

因此方程(16)可改写为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2
12

2 1 1 1 1

1
3 2 1 2 1

1
4 3 1

2

3 1 4 2 3 1 2 3 4 1 2

1

4 1 4 2 3 1 2 3 4 1
1

2
2

, 3 3

, 3 3

, 3 3

s b s bs k

sb s r
b r r r r r r r r

x
x h x a x o o

n
x

x h x b x o o

x
x h x c x o

bs k r r

sb s r
b r r r r r r r r bs k r r

o

β β
ε

ε
ε

ε ε

λ
ε

ε
λ

− +
−

+
−

− + − − + + −

+
− + − − + + −


 = = + = +


 = = + = +


 = = + = +


      (19) 

将方程组(19)代入方程组(15)的 1 1x g≡ ，将向量场简化为中心流形，我们可得 

( ) ( )1 1, 4
0

x F x oε
ε
= +


=





                                 (20) 

其中

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 1

2
2 3 1 4 1

1 1 1
1 4 1 2 3 2 3 4 1 2

2 2 1 2
1 2

, bF x k r r
b r r r s r r r s r s r s kr kr

k

xb xc sx

r r r r s b s bs k xk r r
r r

n
ε ε

ε ε

β β

+ −=
+ − − − + + −

 −
⋅ − + 


− − +



−

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由平衡点分叉理论[18]，容易证得以下条件是成立的，这说明系统(20)的平衡点 ( ) ( )1, 0,0x ε = 在

( )00 d dε = = 处发生了一个 pitchfork 分叉。 

因此定理 1 得证 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )( )
( )

1

2

2
0,01 10,0 0,0

2
1 2

1 0,0

23
2 1 4 2 2 3 1 2

3

0,

1 4 1 2 3 2 3 4 1 2

1 4 1 2 3 2 3 4 10 2

0,0 0, 0, 0, 0

0

6
0

F F FF
x x

br r br s br
bs r rF

x

bs b s bs k k r r

r br s

k r r r

br

r

s br s kr kr

br r br s br r br s br s br s
F

x n kr kr

ε

ε

β β


∂ ∂ ∂ = = = = ∂ ∂ ∂


 −∂ = ≠∂ ∂


− + − − +

+ − − − + + −

+ − − − + +
∂ = ≠
∂ −



                (21) 

数值模拟  为了验证定理 1，设参数 21, 2, 2, 4, 10, 0.5, 0b c n k s kβ= = − = = = = =  根据定理 1 知道

0 42bcs ckd d
bs

− −
= = = ，系统(8)在 0S 点产生了 Pitchfork 分叉，这说明在 0d d= 附近平衡点个数和稳定性 

发生了变化。在 0d d= 左侧仅有一个不稳定的平衡点 0S ，在它的右侧有两个不稳定的平衡点 1 2,S S 和一个

稳定的平衡点 0S 。图 2 所示为 0d 在 35~48 之间的分叉图。显然，由图 2 得知分叉方向在 42d > 处，且 42d <

时 0S 是不稳定的，当 42d > 时， 0S 变为稳定的且 1 2,S S 出现为不稳定的；这与定理 1 结论相同。 
 

 
Figure 2. Pitchfork bifurcation at d = d0 = 42 of system (8)       
图 2. 系统(8)在 d = d0 = 42 处的 Pitchfork 分叉 

4. Hopf 分叉 

令 d 分叉参数，在研究系统(8)的平衡点 ( )0 0,0,0,0S = 的 Hopf 分叉之前，先介绍 Hopf 分叉的基本理

论： 
考虑一个向量场 ( ), , ,nx f x x R Rµ µ= ∈ ∈  

若向量场将发生 Hopf 分叉，则要同时满足以下条件[19]-[26]： 
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a) 满足 ( )0 0, 0f x µ = ，雅各比矩阵 ( )0 0,Df x µ 有一对纯虚根特征值 ( )
0

1 µ µ
ϕ µ

=
和 ( )

0
2 µ µ

ϕ µ
=

，其余

2n − 个特征值实部非零。 

b) 横截性条件：特征值实部满足 ( )( )( )
0

1,2
d Re 0

d µ µ

ϕ µ
µ =

≠ 。 

接下来，对 Hopf 分叉的两个条件逐一验证。 
首先，由方程(11)通过计算得知当 

( )( )
( )

2

0

b s bc bs c cs k
d d

c b b
+ − − + −

= =
−

 

系统(8)在 0S 点的雅各比矩阵线性化后有一对纯虚根特征值和两个非零实特征值 

1,2 3 4, ,i n s c bλ ω λ λ= = − = − + −  其中
2 2bs cs ck ks

b c
ω − + +
= −

−
               (23) 

因此，条件 a)成立。 
其次，验证条件 b)，已知 1,2 iλ ω=  为方程(12)的根，对 ( )1ϕ λ 中的 d 求偏导，得 

( )
( ) ( )2

d
d 3 2

d b bs
d b c s k bs cs bd bc

λ λ
λ λ

+
=

+ − + + + − − −
                     (24) 

则 

( )( ) ( )( )
( ) ( )0

2

22 2 2 2

2
Re 0

4 2 4 2 2 2d d

b b c b c
d

c b b bc bs c cs
ρ λ

ω=

− +
′= = >

− + − + + −
             (25) 

横截条件 b)满足。因此系统(8)在 0S 处发生 Hopf 分岔，而分岔点的稳定性由第一个 Lyapunov 系数 1l
所决定，故可得以下定理。 

定理 2  对于系统(8)，( 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0b c d n s kβ> > < > > > > ， 2 2 0bs cs ck ks− + + < ， 2k R∈ )，该

系统在 0S 处的第一个 Lyapunov 系数 1l 可表示为 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

42 4 2 4 2 2 4 4 2 2 4 3 2

1 34 2 2 2 22 2 2 2

42 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2

2 6 6 31
2

4 4 2

bc bs c cs k b s b c k b bs bs b cs cs c ks ks
l

b c b bs cs k b c b n b c bs cs k

bc bs c cs k b s b c k b s bns bn bs cns cn cs kns k

b c b bs cs k

ω ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω

 − − + − + − − + − + − + −= 
− + − + − − + − +

− − + − + − + − − − + + + −

− + − + ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

32 2 2 22 2 2 2

334 3 2 4 2 2 2 2

3 32 2 2 22 2 2 2

4

2 3 2
+

4

b c b b c bs cs k n

k b bs cs k s s k b bc bs c cs k s ns

n b c bs cs k b c bs cs k n

ω ω

ω ω ω

ω ω ω

− − + − + +

− + − − − + − + − + 
− + − + − + − + + 

 

1) 如果 1 0l > ，系统(8)在 0S 处发生 Hopf 分岔，分岔点是不稳定的，而且当 0d d< ，靠近 0d 时，系统

在稳定奇点 0S 附近存在一个不稳定的极限环。 
2) 如果 1 0l < ，系统(8)在 0S 处发生 Hopf 分岔，分岔点是稳定的，而且当 0d d> ，靠近 0d 时，系统在

不稳定奇点 0S 附近存在一个稳定的极限环。 

证明：由(10)式的雅各比矩阵可知，当
( )( )

( )

2

0

b s bc bs c cs k
d d

c b b
+ − − + −

= =
−

时， 
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它的特征值为 1 2 3 4, , ,i i n s c bλ ω λ ω λ λ= − = = − = − + − ，
2 2bs cs ck ks

b c
ω − + +
= −

−
 

已知

( )( )
( )

2

0

0 0

0 0 0
1 0 0

b b k

b s bc bs c cs k
cA c b b

n
s

− 
 

+ − − + − 
 = − 
 −
 − − 

， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )( )( )
( ) ( ) ( )

2

2 22

2

4 2 22 2 2

0
1

s i k bc bs c cs k

b c bs cs k

bs k cs b c i bc bs c cs k b s b c kbq
b c b bs k cs b c b

ω

ω

ω

ω

 − − − + −
 

− + − + 
 

+ − − − − − + − + − =  
− + + − − 

 
 
  

, 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )( )( )
( ) ( ) ( )

2

2 22

2

4 2 22 2 2

0
1

s i k bc bs c cs k

b c bs cs k

bs k cs b c i bc bs c cs k b s b c kbp
b c b bs k cs b c b

ω

ω

ω

ω

 + − − + −
 

− + − + 
 

+ − + − − − + − + − =  
− + + − − 

 
 
  

 

( ) ( )
( )

1 3 3 1

2 2
1 3 1 3 3 1

2 1 3 3 1

0

,
x y x y

B x y
b x x x y x y

k x y x y

β

 
 + =   + − +  
 + 

, ( )

0
0

, ,
0
0

C x y z

 
 
 =
 
 
 

, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

22 2 21

22 22

0
0

,

0

b s i k bc bs c cs kA B q q

n b c bs cs k

ω

ω

−

 
 
 
 − − − + −=  −
 − + − + 
 
 

, 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

22 2 21

22 22

0
0

2 ,

2

0

b s i k bc bs c cs kiE A B q q

i n b c bs cs k

ωω

ω ω

−

 
 
 
 − − − + −− =  
 + − + − + 
 
 

 

则根据公式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11
1

1 Re , , , 2 , , , , , 2 ,
2

l p C q q q p B q A B q q p B q iE A B q qω
ω

−− = − + −  
 

即可计算得到第一个 Lyapunov 系数 1l 如定理中所示。 
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数值模拟 取 21, 1.3249, 0.1, 20, 10, 0.4675, 0b c n k s kβ= = − = = = = = ，则 8.9424d = ， 1 0.4962l = ，如

图 3 所示，此时系统(8)得到一个初始条件为 ( )1.1235, 0.7869, 3.1376,0.0967− − − 的不稳定极限环。 
 

 
Figure 3. A unstable limit cycle of the system (8) with initial condition ( )1.1235, 0.7869, 3.1376,0.0967− − −  for 

( ) ( )2, , , , , , , 1, 1.3249,8.9424,0.1,20,10,0.4675,0b c d n k s kβ = −     

图 3. 系统(8)的初始条件 ( )1.1235, 0.7869, 3.1376,0.0967− − − 在满足参数 

( ) ( )2, , , , , , , 1, 1.3249,8.9424,0.1,20,10,0.4675,0b c d n k s kβ = − 下的不稳定极限环 

5. Zero-Zero-Hopf 分叉 

对于(8)可以考虑变形为以下微分形式： 

( ) ( ) ( )2
0 1 2, , , ,X F t x F t x F t Xε ε ε= + +                           (26) 

其中 ( )0 0,ε ε ε∈ − 且 0ε 是充分小的正数， 0 1 2, ,F F F 是二阶连续偏导函数且各自定义域值域为 

( )0 1 2 0 0, : , : ,n nF F R R F R Rε ε×Ω→ ×Ω× − → ；第一个变量为周期 T，Ω是 nR 上的一个开集。根据平均理

论，研究系统(26)中 T 周期解的分叉问题，其主要是假设无干扰系统 

( )0 ,X F t x=                                      (27) 

有一个子流形。假设 ( )0,X t X 是系统(27)在 ( ) ( )0 0 00, ,X X X X T X= = 处的周期解，那么其线性周期

解 ( )0,X T X 可以记为 

( )( )0 0, ,XY D F t X t X Y=                                 (28) 

令 ( )
0XM t 为线性微分系统(28)的基本矩阵。假设存在一个开集 V 满足 ( )CI v ⊂Ω，使得对于每一个

( )0X CI V∈ ，都有一个系统(27)的周期解 ( )0,X t X 。其中集合 ( )CI V 是系统(27)的周期解集合，也被称之

为系统(27)的同步集。因此，关于 T 周期解的分叉问题周期解的 ( )0,X t X 全包含在集合 ( )CI V 中，这将由

以下定理给出。 
定理 3 [26] 假设有一个有界开集 V 满足 ( )CI v ⊂Ω使得对于每一个 ( )0X CI V∈ 的解 ( )0,X t X 是 T 周

期的，则以下函数 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0

1
0 0 1 00

1 , , , d , :
T n

XF X M t X F t X t X t F CI V R
T

−= →∫  

满足陈述： 
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1) 若存在 *X V∈ 满足 ( )* 0F X = 且 ( )( )( )*
0det 0F X X∂ ∂ ≠  ，则存在一个系统(26)的周期解 ( ),X t ε

使得当 0ε → 时有 ( ) *,X t Xε →  

2) 周期解 ( ),X t ε 的稳定性类型由雅各比矩阵 ( )( )*
0F X X∂ ∂ 的特征值给出。 

该定理证明过于繁琐，具体可见[26]。 
定理 4  令 ( )( )2 0, 0, ,k n s b c k c d c b b c= = = − + = − − − 且 2 22 0b d c bd c− − < ，则坐标原点为广义发

电系统(8)的 0-0-Hopf 平衡点。 
证明：易计算得系统(8)在 0S 的特征方程为 

( ) ( ) ( )( )2 3( )P n bcs bds ck bc bd bs cs k b c sλ λ λ λ λ= − + + + + + − + − + − + − −  

当参数满足
( )( )

2 0, 0, ,
c d c b b

k n s b c k
c

− − −
= = = − + = ，

2
22 0b d bd c

c
− − < 时，该方程的根依次为

2
20,0, 2b di bd c

c
 

± − − − 
 

，定理 4 得证。 

在求出系统(8)在原点处有 0-0-Hopf 分叉后，接下来则需要证明在该平衡处是否有周期解的存在，定

理 5 给出了周期解的存在性和稳定性的满足条件。 
定理 5  令 ( )( )( )2 32 0n b c bcs bds ck b d bcd c− + + + − − ≠ 且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )( )

6 5 4 2 2 2

4 2 3 2

22 2 2 2 2 2 2

3 2

4 2 2 3 6 2

4 2 2 4 3 4

10 8 11 2 4 5 2 5

2 2 2 5 7 2

D b d c d b cd c d b c cs c s d c s d c s k

c k c cs k b c c d d c s s c s d c s k

b c c s c s d c s cd c cs s c c s k d c s k k

bc c c d c s s d c s c c s k k

= + − + + − + + + + + −

+ − + + − + + + − + + − +

+ − + + + + − + + − − + +

+ + − + + + − + −

 

当 0D ≠ 时，广义发电系统(8)在原点平衡处有一个 0-0-Hopf 分叉，在这个平衡处有两个周期解，且

当 1 2 3 40, 0, 0, 0D D D D> > > > 时它们是稳定解；其中 , 1,2,3,4iD i = 具体值可参见附录所示。 

证明：经过变形 ( ) ( )( )
1 1 1, , , ,

c d c b b
n s k n b c s k

c
ε ε ε

− − − 
→ − + + + 

 
，其中 ε 是充分小的正数， 1 1 1, ,n s k  

是非零实数，则广义发电系统(8)变为 

( ) ( )( )

( )
( )

1

1

1

x b y x c d c b bw c k w
y dx cy xz
z n z bx x z

w x b c w s w

ε

ε β

ε

= − + − − − +

= + +

= − + −

= − + −






 −









                        (29) 

此外，进一步缩放变量，令 ( ) ( )T T, , , , , ,x y z w u v p qε ε ε ε= ，然后再次用 ( )T, , ,X x y z w= 表示 ( )T, , ,u v p q ，

则系统(29)变形为 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )

0 1

1

1

1

, ,

0

X F t x F t x

b y x c d c b bw c k w
dx cy xz

n z bx x z
x b c w s w

ε

ε
β

= +

− + − − −   
   +   = +   − + −
    − + − −  



                 (30) 
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借助定理 3 中描述的平均方法，对系统(30)进行研究； 
考虑无扰动系统， 

( ) ( )0 0 0 0 0, , , , ,X F t x X x y z w= =                             (31) 

研究(31)的初值问题，得出其解为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0, , , ,X t X x t y t x t w t= 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0
0 7 0 8 0 9 02 2 2

1, , ,a x a y a w a x a y a wx t y t z t z w t a x a y a w
ca ca ca

+ + + +
= = = = + +  

其中 ( )2 22a b d c bd c= − − − ， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 sin 2 cosa b c c abc at b bd c cd at= − − + − − , 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 sin cosa c b bc abc at b bc c at= − + + − , 

( )( ) ( ) ( )( )3 sin cosa b b c c d c a at c at= − + − + + , 

( ) ( ) ( ) ( )4 sin cosa dc c b acd at cd b c at= − + + − , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
5 sin cosa bd b c ac at c bd c at= − + − − , 

( )( ) ( )( ) ( )6 cosa c d b c bd c d b c bd at= + − − + − , 

( ) ( )2 2
7 sin cosa c ac at c at= − − , 

( )8 cosa bc bc at= − + , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3
9 sin cosa bc c d ac b c at b d bc bcd c at= − + + − + + − −  

值得注意的是，系统(31)所有满足 0 0X ≠ 解 ( )0,X t X 都是周期的，含有相同周期 2T a= π ，对于系

统(31)的解 ( )0,X t X ，可以将线性化系统 ( )( )0 0, ,XY D F t X t X= 的基本矩阵 ( )
0XM t 写成如下形式： 

( )
0

1 2 3

4 5 6
22

7 8 9

0
01

0 0 0
0

X

a a a
a a a

M t
caca

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

其中 ( )0 2 sina ac at= ，计算定理 3 中所建立的函数 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

T1
0 0 1 0 1 0 2 0 3 0 4 00

1 , , , d , , ,
T

XF X M t X F t X t X t F X F X F X F X
T

−= =∫  

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 3 0 4 0, , ,F X F X F X F X 数值可见附录。 

解非线性方程 ( )0 0F X = ，得到三个解： 

( ) ( ) ( )
( )0 0 0

1 1 1
0 0,0,0,0 , , , ,W W W

d c b bcs bds ckS S b c S S S
c b b c±

 − + +
= = ± − ± ±  − 

 

解 ( )0 0,0,0,0S = 对应于在原点的平衡 0E ，对于另外两个解 S± 满足： 

( ) ( ) 0F S F S+ −= =  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )0 0 2 2 3

det det 0
2 2

n b c d s ck D
F X S F X S

b c b d bcd c
+ −

+ +
∂ ∂ = ∂ ∂ = − ≠

− − −
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因此，根据定理 3，系统(30)存在两个周期为 2T a= π 的解 ( ),X t ε+ 和 ( ),X t ε− 使得当 0ε → 时有

( )0,X Sε+ +→ 和 ( )0,X Sε− −→ 成立。因为系统(30)是系统(29)的变形，所以系统(30)的周期解 ( ),X t ε± 对

应于系统(29)的周期解 ( ),X tε ε± 。 

最后为了确定这两个周期解的稳定性类型，需要计算雅各比矩阵 ( )( )0F X S±∂ ∂ ，不难得出矩阵

( )( )0F X S±∂ ∂ 的特征多项式为 

( ) 4 3 2
1 2 3 4P S c c c cλ λ λ λ± = + + + +                            (32) 

其中 1 2 3 4, , ,c c c c 数值可见附录。 
令 

1
1

1 1 2 3 3 2 1 4 4 3
3 2

4 3

1 0
1

, , ,
0

c
c

D c D D c c c D c D
c c

c c
= = = =  

根据 Routh-Hurwitz 准则，在 1 2 30, 0, 0D D D> > > 和 4 0D > 情况下，该特中多项式(32)的所有根均为

负实部，即两个周期解 ( )0,X Sε+ +→ 和 ( )0,X Sε− −→ 在原点生成是稳定的，定理 5 得证。 
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