
Pure Mathematics 理论数学, 2021, 11(4), 654-662 
Published Online April 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2021.114079   

文章引用: 李钧瑶. 具有状态切换的二人零和随机微分对策的动态规划原理[J]. 理论数学, 2021, 11(4): 654-662.  
DOI: 10.12677/pm.2021.114079 

 
 

具有状态切换的二人零和随机微分对策的 
动态规划原理 

李钧瑶 

上海理工大学，上海 
 

 
收稿日期：2021年3月20日；录用日期：2021年4月22日；发布日期：2021年4月30日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了具有状态切换的二人零和随机微分对策，主要结果是在倒向随机微分方程框架下具有状态切

换的二人零和随机微分对策的动态规划原理。 
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Abstract 
In this paper, we study dynamic programming principles for two-player zero-sum stochastic dif-
ferential games with regime switching. The main results of this paper concern dynamic program-
ming principles with the help of the theory of backward stochastic differential equations. 
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1. 引言 

自从 Fleming 和 Souganidis [1]的开创性工作以来，人们对随机微分对策进行了深入的研究。Buckdahn
和 Li [2]利用倒向随机微分方程的方法考虑了具有非线性代价泛函的零和二人随机微分对策。由于具有表

征各种随机事件的能力和易处理性，状态切换模型近年来受到人们的广泛关注。本文的主要结果是关于

状态切换随机系统的二人零和随机微分对策的动态规划原理。 
动态规划原则是解决最优控制问题最主要、也是最常用的方法之一，它意味着从今天来看的最优控

制，在明天来看仍然是最优的，参见 Fleming and Soner [3]和 Yong and Zhou [4]。该方法的基本思想是考

虑一系列具有不同初始状态的最优控制问题，通过所谓的 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程建立这些问题之

间的联系。 
本文的组织结构如下。在第 2 节中，我们将介绍一些符号和基本知识。在后文中将用到。在第三节

中，我们将介绍动态规划原理。在第 4 节中，我们将讨论本文给出的结果的一些可能的应用。 

2. 准备工作 

设 ( ), ,Ω  是一个固定概率空间，其上定义了 d 维布朗运动{ } [ ]0,s s T
B

∈
和马氏链{ } [ ]0,s s T

θ
∈

，其中Ω是

从 [ ]0,T 到 Rd 的连续函数的集合，从 0 开始 [ ]( )( )0 0, ,RdC TΩ = ， 是Ω上完备的 Borelσ -代数，P 是

维纳测度。这里我们假设 ( ) [ ]0,s s T∈
=  ，其中 B

s s s
θ ∨   。令 ( ) [ ]0,

B
s s T∈
 表示布朗运动{ } [ ]0,s s T

B
∈

产生

的过滤。且 ( ) [ ]0,s s T

θ

∈
 表示马氏链{ } [ ]0,s s T

θ
∈

生成的过滤。假设 B 和θ⋅ 是独立的。马氏链{ } [ ]0,s s T
θ

∈
取有限状

态空间 { }1, , m=  中的值，是可观测的。马氏链{ } [ ]0,s s T
θ

∈
的生成元 ( ) ,

Rm m
ik i k

Q q ×
∈

= ∈


由下式给出 

[ ]( ) ( )
( )

o , ,
P | , 0,

1 o , ,
ik

s s
ii

q k i
k i s T

q k iδ

δ δ
θ θ

δ δ+

 + ≠= = ∈ =  + + =
 

其中 ikq 是从市场机制 i 到 k 的切换概率，对于每个 ( ),i k ∈ × ， 0ii ik
k i

q q
≠

= − <∑ 且 0ikq ≥ 。 
我们将在倒向随机微分方程的框架下，在有限时间范围内研究一个具有切换的两人零和随机微分对

策。随机微分对策的动态由下面随机微分方程描述：对于 [ ]0,t T∈ ， 

( ) ( ) [ ], , ; , , , ; , , , , ; , ,

, , ; , ,

d , , , , d , , , , d , ,

, ,

t x i u v t x i u v t i t x i u v t i
s s s s s s s s s s

t x i u v t i
t t

X b s X u v s s X u v B s t T

X x i

θ σ θ

θ

 = + ∈


= =
             (2.1) 

其中 0T > 为固定的有限时间范围，( ) [ ], , 0, Rnt x i T∈ × ×视为初始状态， { },P 1t i
t iθ = = 。 tX 是 X 在时间 t

的值，( ) ( ) [ ],
, ,s s s t T

u v u v
∈

= 是一对 t 适应的过程，它们在一些紧致度量空间 U 和 V 中取值，分别称为两个参

与者 I 和 II 的容许控制。下面给出了系数 [ ]: 0, R Rn nb T U V× × × × → 和 [ ]: 0, R Rn n dT U Vσ ×× × × × →

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2021.114079
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


李钧瑶 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.114079 656 理论数学 
 

的精确假设。映射 b 和σ 满足下列条件： 
(H2.1) 
(i) 对于每一固定 R ,nx i∈ ∈， ( ), , , ,b x i⋅ ⋅ ⋅ 和 ( ), , , ,x iσ ⋅ ⋅ ⋅ 是关于 ( ), ,t u v 连续的； 
(ii) 对于任意 , R ,nx x i′∈ ∈和 ,u U v V∈ ∈ ，存在一正的常数 C 使得， 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , , , .b t x i u v b t x i u v t x i u v t x i u v C x xσ σ′ ′ ′− + − ≤ −  

从(H2.1)我们能够得到 b 和σ 的局部增长条件即，存在 0C > 使得，对于所有的 0 t T≤ ≤ ， u U∈ ，

v V∈ ， Rnx∈ ， i∈  

( ) ( ) ( ), , , , , , , , 1 .b t x i u v t x i u v C xσ+ ≤ +  

如果上述假设成立，对于任意 u U∈ 和 v V∈ ，控制系统(2.1)有唯一解{ }, , ; , , 0t x i u vX t s T≤ ≤ ≤ 。且我

们有如下估计。 
引理 2.1. 在映射 b 和σ 的假设下，存在一常数 0C > 使得，对于任意 , R ,nx x i′∈ ∈和 ,u U v V∈ ∈ ， 

{ } ( )

{ }

2 2, , ; ,

2 2, , ; , , , ; ,

sup | 1 , P- . .,

sup | , P- . .

t x i u v
s t

t s T

t x i u v t x i u v
s s t

t s T

E X C x a s

E X X C x x a s

≤ ≤

′

≤ ≤

≤ +

′− ≤ −




 

玩家的成本泛函由倒向随机微分方程： 

( ) ( ) [ ], , ; , , , ; , , , , ; , , , ; , , , ; , , , , , ,, , , , , , , d d , , ,
T Tt x i u v t x i u v t i t x i u v t x i u v t x i u v t i t x i u v

s T T r r r r r r r rs s
Y X f r X Y Z u v r Z B s t Tθ θΦ + − ∈= ∫ ∫      (2.2) 

给出，其中 , , ; ,t x i u vX 和 ,t iθ 是(2.1)给出的。上面的倒向随机微分方程有唯一一个解 ( ) [ ]
, , ; , , , ; ,

,
,t x i u v t x i u v

s s s t T
Y Z

∈
。 

我们现在给出两个函数 [ ]: 0, R R R R Rn d m mf T U V×× × × × × × → 和端点成本函数 : R RnΦ → 满足下

面条件： 
(H2.2) 
(i) 对于任意固定的 ( ), , , R R Rn dx y z i ∈ × × ×， ( ), , , , , ,f x y z i⋅ ⋅ ⋅ 是关于 ( ), ,t u v 连续的。 
(ii) 存在 0C > 使得，对于所有 [ ]0,t T∈ ， , Rnx x′∈ ， , Ry y′∈ ， , Rdz z′∈ ，i∈，u U∈ 和 v V∈ ， 

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , .f t x y z i u v f t x y z i u v C x x y y z z′ ′ ′ ′ ′ ′− ≤ − + − + −  

(iii) 存在 0C > 使得，对于所有的 , Rnx x′∈ ， i∈  

( ) ( ), , .x i x i C x x′ ′Φ −Φ ≤ −  

在上面的条件下，我们有如下估计。 
引理 2.2. 对于所有的 [ ]0,t T∈ ， i∈， u U∈ 和 v V∈ ，存在一常数 0C > 使得， 

( ), , ; ,

, , ; , , ', ; ,

1 , P- . .,

, P- . .

t x i u v
t

t x i u v t x i u v
t t

Y C x a s

Y Y C x x a s

≤ +

′− ≤ −
                              (2.3) 

现在，我们介绍容许控制和容许策略。令 1 2,t t 是两个确定时间，且 1 20 t t T≤ ≤ ≤ 。 
定义 2.3. 对于玩家 I (或者，player II)在时间 [ ],t T 上取值于 ,t TU  (或者， ,t TV )的容许控制过程

( ) [ ]{ }1 2, : ,u u s s t tω= ∈  (或者， ( ) [ ]{ }1 2, : ,v v s w s t t= ∈ )关于滤波 是循序可测的。 
在时间 [ ]1 2,t t 上对于玩家 I (或者，玩家 II)的所有容许控制被定义为

1 2,t tU  (或者，
1 2,t tV )。 

定义 2.4.在时间 [ ],t T 上玩家Ⅰ的非预测性策略是一映射 :V Uα → 使得，对于任意 t -停时 S 和任意
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的 ,, t Tv v V′∈ ，如果在
 

,t S 上 v v′≡  (符号
 

( ) [ ] ( ){ }, , 0, ,t S s T t s Sω ω= ∈ ×Ω ≤ ≤ )。同理，我们可以定义

在 [ ],t T 上玩家 II 的非预测性策略 , ,: t T t TU Vβ → 。 
在时间 [ ],t T 上对于玩家 I (或者，玩家 II)的所有非预测性策略被定义为 ,t T  (或者， ,t T )。 
对于给定的控制过程 ,t Tu U∈ 和 ,t Tv V∈ ，我们定义相关的成本泛函 

( ) ( ) [ ], , ; ,, , ; , | , , , 0, R ,t x i u v n
t tJ t x i u v E Y t x i T = ∈ × ×    

其中， , , ; ,t x i u vY 是由倒向随机微分方程(2.2)定义的。在对策中，我们分别定义下值函数 W 和上值函数 U， 

( ) ( )( )
, ,

essinf esssu, , ; , ,p, ,
t T t Tu U

W t x i J t x i u u
β

β
∈ ∈

=


 

和 

( ) ( )( )
,,

esssupess, , i , ;nf , , .
t Tt T

v V
U t x i J t x i v v

α
α

∈∈
=


 

上面的引理在[5]中已经被证明，只是随机微分对策的情况有一些差异。因此，参考[5]在本文的框架

中，很容易得到上述结果。 
引理 2.5. 在假设(H2.1)和(H2.2)下，对于所有 ( ) [ ], , 0, Rnt x i T∈ × ×，值函数 ( ), ,W t x i 和 ( ), ,U t x i 是

确定性函数。 
引理 2.6. 在假设(H2.1)和(H2.2)下，对于所有 ( ) [ ], , 0, Rnt x i T∈ × ×和 , Rnx x′∈ ，我们有 

( ) ( ), , 1 .W t x i C x≤ +  

( ) ( ) ( )
1
2, , , , 1 ,W t x i W t x i C x t t′ ′− ≤ + −  

( ) ( ), , , , ,W t x i W t x i C x x′ ′− ≤ −  

对于函数 U 相同性质成立。 

3. 动态规划原理 

现在我们引入倒向随机半群，对于给定的初始状态 ( ), ,t x i ，我们定义了一个正数 T tδ ≤ − ，对于允

许的控制过程 ( ) ,t tu U δ+⋅ ∈ 和 ( ) ,t tv V δ+⋅ ∈ ，以及一个实值随机变量 ( ), , P;Rt δη +∈ Ω  ，我们定义 

[ ] , , ; ,, , ; ,
,

t x i u vt x i u v
t t tG Yδ η+ =  

其中， ( ) [ ]
, , ; , , , ; ,

,
,t i u v t i u v

s s s t t
Y Zξ ξ

δ∈ +
是下面倒向随机微分方程在端点时刻 t δ+ 的解， 

( ) [ ], , ; , , , ; , , , ; , , , ; , , , , ; ,, , , , , , d d , P- . ., , ,
t tt x i u v t i u v t i u v t i u v t i t i u v

s r r r r r r r rs s
Y f r X Y Z u v r Z B a s s t t

δ δξ ξ ξ ξη θ δ
+ +

= + − ∈ +∫ ∫  

且 , , ; ,t x i u vX 是随机微分方程(2.1)的解。根据倒向随机微分方程解的唯一性，我们得到倒向随机微分方程(2.2)
的解 , , ; ,t x i u vY 满足 

( ) ( ), , ; , , , ; , , , ; , ,
,

, , ; , , , ; , , , ; , , , ; ,
, ,

, , ; , , , ; ,
,

, , ; , | , |

| | |

,

t x i u v t x i u v t x i u v t i
t t t T T T t

t x i u v t x i u v t x i u v t x i u v
t t t t t t t t t

t x i u v t x i u
t t t

J t x i u v E Y E G X

E G Y E G E Y

E G J t X

δ δ δ δ δ

δ δ

θ

δ

+ + + + +

+ +

= = Φ

      = =  

       

 
   

= +

 

 

  

( ),, ; , | .v t i
t tu vδθ +

  
  

 

我们现在介绍具有状态切换的随机微分对策的值函数的动态规划原理。 
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命题 3.1. 在假设(H2.1)和(H2.2)下，下面动态规划原理成立：对于所有 0 T tδ< ≤ − ， Rnx∈ ，i∈， 

( ) ( ) ( )( )
,,

, , ; , , , ; , ,
,, esssupessinf, , , | ,

t tt t

t x i v v t x i v v t i
t t t t tv V

U t x i E G U t X
δδ

α α
δ δ δ

α
δ θ

++
+ + +∈∈

  = +   
  

和 

( ) ( ) ( )( )
, ,

, , ; , , , ; , ,
,essinf esssu , , .p, , |

t t t t

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

u U
W t x i E G W t X

δ δ

β β
δ δ δβ

δ θ
+ +

+ + +∈ ∈

  = +   
  

证明：令 

( ) ( ) ( )( )
, ,

, , ; , , , ; , ,
,essinf ess, , , ,s |up .

t t t t

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

u U
W t x i E G W t X

δ δ

β β
δ δ δ δβ

δ θ
+ +

+ + +∈ ∈

 = + 
    

  

我们将 ( ), ,W t x iδ 与 ( ), ,W t x i 相吻合的证明分几个步骤进行证明。 
第一步.令 ,t Tβ ∈ 是任意固定的，则给定 2 ,t Tu U δ+∈ ，我们定义 β 在 ,t tU δ+ 的限制 1β 如下： 

( ) ( ) [ ]1 1 1 2 1 ,,| , ,t tt tu u u u U δδβ β ++= ⊕ ∈  

其中 [ ] ( ]1 2 1 2, ,t t t Tu u u uδ δχ χ+ +⊕ += 将 1u 扩展为 ,t TU 中的一个元素。显然， 1 ,t t δβ +∈ 。且从 β 的非预测性性

质，我们得到 1β 独立于 2 ,t Tu U δ+∈ 的特殊选择。因此，从 ( ), ,W t x iδ 的定义得 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1

1 ,

, , ; , , , ; , ,
,esssup, , , , | ,

t t

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

u U
W t x i E G W t X

δ

β β
δ δ δ δδ θ

+
+ + +

∈

 ≤  
 

+     

令 ( ) ( ), , ; , , , ; , ,
,, , ; , , , |t x i u v t x i u v t i

t t t t tt x i u v E G W t Xδ δ δ δδ θ+ + +
 = + 

 
   且对于一些序列{ }1

,, 1l t tu l U δ+≥ ⊂ 使得， 

( ) ( )( ) ( )( )
1 ,

1 1
1 1 1 1 1

1
, , ; , , ; , supesssup , , ; , , P- . .

t t
l l

u U l
t x i t x i u u t x i u u a s

δ
δ δ δβ β β

+∈ ≥
= =    

令 0> 且设 ( ) ( )( ){ }1 1
1 1, , ; , , ; , , 1l l l tt x i t x i u u lδ δβ β=Γ ≤ + ∈ ≥     。构造 1 1Γ = Γ ， 

1

1
, 2

l

l l k t
k

l
−

=

 
Γ Γ Γ ∈ ≥ 

 
=  



  ，{ } 1l l≥
Γ 是 ( ), tΩ  的一分割，且

1
1 ,

1
l l t t

l
u u U δχΓ +

≥

= ∈∑
。此外，从 1β 的非预测

性，我们得到 ( ) ( )1
1 1 1

1 l l
l

u uβ χ βΓ
≥

= ∑ 。由倒向随机微分方程的存在性和唯一性，得到对于 1 ,t t δβ +∈ ， 

( )( ) ( )( )1 1
1 1 1 1

1
, , ; , , , ; , , P- . .,

l l l
l

t x i u u t x i u u a sδ δβ χ βΓ
≥

= ∑    

因此， 

( ) ( )

( )( )
( )( )

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1

1 1
1

1

1 1 1

, , ; , , , ; , ,
,

, , , , ;

, , ; ,

, , ; ,

, , | , P- . .

l l l
l

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

W t x i t x i

t x i u u

t x i u u

E G W t X a s

δ δ

δ

δ

β β
δ δ δ

β

χ β

β

δ θ

Γ
≥

+ + +

   
  

≤

≤ +

= +

= +    
+

∑

   

 



 

 

 

                (3.1) 

我们现在关注区间 [ ],t Tδ+ ，借助 ( ) ( )1 2 ,t tu δβ β +⋅ = ⋅⊕ ∈ 不依赖于 2 ,t Tu U δ+∈ ，我们能定义

( ) ( ) [ ]2 2 1 2 ,| t Tu u u δβ β +⊕=  ，对于任意 2 ,t Tu U δ+∈ ，从 ,t Tβ ∈ 可知， 2 , ,: t T t TU Vδ δβ + +→ 属于 ,t Tδ+ 。因此，

由 ( ), ,W t y jδ+ 的定义知，对于任意的 ( ), Rny j ∈ ×使得， 

( ) ( )( )
2 ,

2 2 2ess, , , , ; , , P-p . .su
t Tu U

W t y j J t y j u u a s
δ

δ δ β
+∈

+ ≤ +  
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从引理 2.2 和引理 2.6，存在一常数 RC∈ 使得，对于任意 2 ,t Tu U δ+∈ ， , Rny y′∈ ， 
(i) ( ) ( ), , , , ,W t y j W t y j C y yδ δ ′ ′+ − + ≤ −  
(ii) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2, , ; , , , ; , , P- . .J t y j u u J t y j u u C y y a sδ β δ β′ ′+ − + ≤ −                       (3.2) 

我们通过近似
( )1 1 1, , ; ,t x i u u

tX
β

δ+

 

来表示构造， 

( ) ( ) ( )1 1 11 1 1

2 ,

, , ; ,, , ; , ( ) , ,
2 2 2, , esssu , , ; , , P-p . .

t T

t x i u ut x i u u t i t i
t t t t

u U
W t X J t X u u a s

δ

ββ
δ δ δ δδ θ δ θ β

+
+ + + +

∈

 
 
 

+ ≤ +
  

 

为了估计上面不等式的右边，我们注意到存在一些序列{ }2
,, 1k t Tu k U δ+≥ ⊂ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

2 ,

, , ; , , , ; ,, , 2 2
2 2 2 2

1
, , ; , sup , , , , , P- . .esssup

t T

t x i u u t x i u ut i t i
t t t t k k

u U k
J t X u u J t X u u a s

δ

β β
δ δ δ δδ θ β δ θ β

+
+ + + +

∈ ≥

 =  
 + + 
   

   

 

令 0> 且 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 ,

1 1 1

, , ; , ,
2 2 2

, , ; , , 2 2
2

, , ; ,

, , ; , ,

esss

1

up

.

t T

t x i u u t i
k t t

u U

t x i u u t i
t t k k t

J t X u u

J t X u u k

δ

β
δ δ

β
δ δ δ

δ θ β

δ θ β

+
+ +

∈

+ + +

  =  +

 ≤ + + ∈ ≥

 







 




 

 

 

 

构造
1

1 1
1

, , 2
k

k k j t
j

kδ

−

+
=

 
∈ ≥ 

 
= =      



  ，{ } 1k k≥
 是 ( ), t δ+Ω  一分割，此外， 2

2 ,
1 k k t T

k
u u U δχ +

≥
= ∈∑



 。因

此，从 2β 的非预测性知， ( ) ( )2
2 2 2

1 k k
k

u uβ χ β
≥

= ∑


 ，且由 1 2,β β 的定义，我们得到 ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2u u u uβ β β⊕ = ⊕    。

由倒向随机微分方程的存在性和唯一性，我们知 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

, , ; , 11 1 ,
2 2 2

, , ; , 11 1 ,
2

1

, , ; , ,
2 2 2

, , ; ,

, , ; ,

1

, , ;

1

, , ; ,

|

|

,

t x i u u t i
t t

t x i u u t i
k kt t

k

k

t x i u u t i
t t

t X u u
t t

t X u u
t t

k

t x i u
t

k

J t X u u

E Y

E Y

J t X

β
δ δ

β
δ δ

β
δ δ

δ θ β
δ δ

δ θ β
δ δ

δ

δ θ β

χ

χ δ

+ +

+ +

+ +

+

+ +

+

+ +
≥

+
≥

 
 
 
 
 
  
 
 

+

=

=
  

= +

∑

∑





 

 
 

 
 

 





( ) ( )1 1, ,
2, ; , , P- . .

u t i
t k ku u a s

β
δθ β+

 
 
 

 
 

 

因此， 

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1 1

1 1 1

2 ,

2 2
1 1

1 2 1 2

, , ; , ,

, , ; , ,
2 2 2

, , ; ,

1

, , ; ,

, ,

esssup

, ,

, , ; ,

|

|

t T

k k

k

t x i u u t i
t t

t x i u u t i
t t

u U

t x i u u u u
t t

k

t x i u u u u
t t

t x i
t

W t X

J t X u u

E Y

E Y

E Y

δ

β
δ δ

β
δ δ

β
δ δ

β
δ δ

δ

δ θ

δ θ β

χ

+

+ +

+ +
∈

⊕ ⊕

+ +
≥

⊕ ⊕

+ +

+

+

≤ +

≤

 
 
 

 
 
 

 
  
 
 

+

= +

=



∑


 

 

 

   

 

 

( ); ,
| , P- . .,

u u
t a s

β
δ+

 


+

 

 

                          (3.3) 
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其中 1 2 ,t Tu u u U⊕= ∈   。从(3.1)和(3.3)可以知道， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

, , ; , , , ; ,
,

, , ; , , , ; ,
,

, , ; , , , ; ,
,

, , | |

| | 1

|

t x i u u t x i u u
t t t t t

t x i u u t x i u u
t t t t t

t x i u u t x i u u
t t t t

W t x i E G E Y

E G E Y C

E G E Y

β β
δ δ δ δ

β β
δ δ δ

β β
δ δ δ

+ + +

+ + +

+ + +

 
 
 



  ≤ +    

  ≤ + +  


 
  

  =     

 

   

   

   

  

  

 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
,

, , ; , , , ; ,
,

, , ; ,

, , ; ,

| 1

| 1

| 1

| 1 ,P- .es p .ssu
t T

t

t x i u u t x i u u
t t t t

t x i u u
t t

t x i u u
t t

u U

C

E G Y C

E Y C

E Y C a s

β β
δ δ

β

β

+ +

∈

+ +

 = + +  

 = + + 

 
 
 

 
 
 





+≤ +


   

 

 

 

 

 

                  (3.4) 

因为 ,t Tβ ∈ 是任意选择的对于所有的 ,t Tβ ∈ ，我们有(3.4)。因此， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
, ,

, , ; ,, , | 1

,

essinf esssu

, 1 .

p
t T t T

t x i u u
t t

u U
W t x i E Y C

W t x i C

β
δ β∈ ∈

 ≤ + +

= +



+


 


 

则令 0→ ，我们得到 ( ) ( ), , , ,W t x i W t x iδ ≤ 。 
第二步 我们现在处理 ( ) ( ), , , ,W t x i W t x iδ≤ 的情况。从 ( ), ,W t x iδ 的定义，我们得到 

( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1 1 1 1

1 , 1 ,

1 ,

, , ; , , , ; , ,
,

1

essinf esssup

essinf

, , , , |

, , ; ,
t t t t

t t

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

u U
W t x i E G W t X

t x i
δ δ

δ

β β
δ δ δ δβ

δβ

δ θ

β

+ +

+

+ + +∈ ∈

∈

  =    
+

=








 

且对于一些{ }1
,, 1l t tl δβ +≥ ⊂  使得， 

( ) ( )1

1
, , inf P, , ; , - . .ll

W t x i t x i a sδ δ β
≥

=   

对于任意的 0> ，我们令 ( ) ( ){ }1, , ; , , , 1l l tt x i W t x i lδ δβΛ − ≤ ∈= ≥    ， 1Λ = Λ 且 
1

1
, 2

l

l l k t
k

l
−

=

 
Λ Λ Λ ∈ ≥ 

 
=  



  ，{ } 1l l≥
Λ 是 ( ), tΩ  的一分割，且 1

1 ,
1 l l t t

l
δβ χ βΛ +

≥
= ∈∑  。由倒向随机微分方程

的存在性和唯一性，我们得到对于所有的 1 ,t tu U δ+∈  

( )( ) ( )( )1
1 1 1 1 1

1
, , ; , , , ; , , P- . .,

l l
l

t x i u u t x i u u a sδ δβ χ βΛ
≥

= ∑   

此外，对于所有的 1 ,t tu U δ+∈ ， 

( ) ( )
( )( )

( )( )
( ) ( )( )1 1 1 1 1 1

1

1

1
1 1

1

1 1 1

, , ; , , , ; , ,
,

, , , , ;

, , ; ,

, , ; ,

, , | , P- . .

l

l

l
l

l
l

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

W t x i t x i

t x i u u

t x i u u

E G W t X a s

δ δ

δ

δ

β β
δ δ δ

χ β

χ β

β

δ θ

Λ
≥

Λ
≥

+ + +

≥

≥

=

  =    

−

−

−

+ −


∑

∑

 



 

 

 

 

                (3.5) 
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我们现在关注区间 [ ],t Tδ+ ，从 ( ), ,W t y jδ+ 的定义，我们得到，对于任意 ( ), Rny j ∈ ×，存在

, ,y j t Tδβ +∈  使得 

( ) ( )( )
2 ,

2 , 2, , , , ; , , P- . .esssup
t T

y j
u U

W t y j J t y j u u a s
δ

δ δ β
+∈

+ ≥ + −                       (3.6) 

我们现在考虑 Rn 的分割，即，
1

Rn
l

l
O

≥
=∑ 满足对于每一 1l ≥ ， ( )ldiam O ≤  。令任意的

( ), , 1l ly j O l∈ × ≥ 是固定的，且定义 

( )
( )

1 1 1
, , ; ,1 1 ,1

, , ; ,

1, ,
.

t x i u u t i
lt t

t x i u u
t l

l j X O j
X y

β
δ δ

β
δ

θ
χ

+ +

+
≥ ∈ ∈

  
 
  

=
= ∑




 

显然，我们有 

( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ; , , , ; , ,t x i u u t x i u u
t tX Xβ β
δ δ+ +− ≤

 
                                 (3.7) 

在Ω的每一处，对于任意的 1 ,t tu U δ+∈ 。而且，对于每一个 ly 和 j，存在 , ,ly j t Tδβ +∈  使得(3.6)成立，且 

( )1 , , ; ,1 1 ,1
, ,

1, ,
.

lt x i u u t i
lt t

u y j t T
l j X O j

β
δ δ

δ
θ

β χ β
+ +

  


+
≥ ∈ ∈ = 

  

= ∈∑ 
 


  

现在我们定义新的策略 ( ) ( ) ( )
11 1 2 ,,u t Tu u u u Uβ β β= ⊕ ∈   ，其中 [ ]1 ,| t tu u δ+= ， ( ]2 ,| t Tu u δ+= 。显然，

, ,: t T t TU Vβ → 。 

接下来，我们将证明 β  是非预测性的，实际上，令 [ ]: ,t TΩ→ 是 -停时， ,, t Tu u U′∈ ，使得u u′≡

在
 

,t S 上。将 ,u u′分解为 1 1 ,, t tu u U δ+′ ∈ ，使得 1 2u u u= ⊕ 和 1 2u u u′ ′ ′= ⊕ 。因为在 ( ),t t δ∧ + 

 

 上， 1 1u u′≡ ，

我们有 ( ) ( )1 1 1 1u uβ β ′≡  在 ( ),t t δ∧ + 

 

 上。另一方面，在


( ) ( ] { }( ), ,t t t T tδ δ δ δ+ ∧ + ⊂ + × > +



  上

2 2u u′≡ ，且在 t δ> + 上，我们有 ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ; , , , ; ,t x i u u t x i u u
t tX Xβ β
δ δ

′ ′
+ +=

 
。因此，从定义知，在{ }t δ> + 上，

1 1u uβ β ′= 

且在


( ),t tδ δ+ ∨ + 



 上， ( ) ( )
1 12 2u uu uβ β ′ ′≡  。所以，在

 

,t S 上， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1 2 1 1 2u uu u u u u uβ β β β β β′′ ′ ′= ⊕ ≡ ⊕ =       

从而知 ,t Tβ ∈  。 
固定 ,t Tu U∈ 是任意的且分为 [ ]1 ,,| t tt tu u U δδ ++= ∈ ， ( ]2 ,,| t Tt Tu u U δδ ++= ∈ ，则从(3.5)，(3.2) (i)和(3.7)，我

们知 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, , ; , , , ; , ,
,

, , ; , , , ; , ,
,

, , ; , , , ; ,
,

, , , , |

, , |

,

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

t x i u u t x i u u t i
t t t t t

t x i u u t x i u u
t t t

W t x i E G W t X

E G W t X C

E G W t X

β β
δ δ δ δ

β β
δ δ δ

β β
δ δ

δ θ

δ θ

δ

+ + +

+ + +

+ +

 ≥  
 + −  

 + − − 

 

 


 ≥     

≥



+

 

 

 

 

  

( )

( )
( )

( )

1

1 1 1
, , ; ,1 1 ,1

,

, , ; ,
,

1, ,

, |

, , | .
t x i u u t i

lt t

t i
t t

t x i u u
t t l t

l j X O j

C

E G W t y j C
β

δ δ

δ

β
δ

θ

θ

χ δ
+ +

+

+   ≥ ∈ ∈ = 
  

   −    

 
 +

 
 

− 
 

 

 
 =  
  

∑




 

 

 

从(3.6)，(3.2) (ii)和(3.7)得，对于任意的 ,t Tu U∈ ， 
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( ) ( )
( )

( )( )

( )
( )

1 1 1
, , ; ,1 1 ,1

1 1 1
, , ; ,1 1 ,1

, , ; ,
, 2 2

1, ,

, , ; ,
,

1, ,

, , , , ; , |
lt x i u u t i

lt t

t x i u u t i
lt t

t x i u u
t t l y t

l j X O j

t x i u u
t t

l j X O j

W t x i E G J t y j u u C

E G J t

β
δ δ

β
δ δ

β
δ δ

θ

β
δ

θ

χ δ β

χ

+ +

+ +

+   ≥ ∈ ∈ = 
  

+   ≥ ∈ ∈ = 
  

 
 + − − 
 

 
 ≥  
 

≥

 

∑

∑















  

( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1
1

2 2

, , ; , , , ; , ,
, 2 2

, , ; , , , ; , ,
, 2 2

, , ; , |

, , ; , |

, , ; ,

ll y t

t x i u u t x i u u t i
t t t t u t

t x i u u t x i u u t i
t t t t u

y j u u C

E G J t X u u C

E G J t X u u C

β β
δ δ δ

β β
δ δ δ

δ β

δ θ β

δ θ β

+ + +

+ + +

 
 
 
  
   =       

 
 



+ − 
  

+




−

+ −≥ 

 

 







 

 

 | t C 
  

− 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1

, , ; , , , ; , ,
, 2 2

, , ; , , , ; ,
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令 0→ ，我们有 ( ) ( ), , , ,W t x i W t x iδ ≥ 。 
证毕。 

4. 总结 

传统扩散模型相比，状态切换模型有两个明显的优点。首先，底层的马尔可夫链可以用来为具有长

期系统影响的离散事件建模。其次，在进行数值实验时，状态切换模型只需要非常有限的数据输入。由

于具有表征各种随机事件的能力和易处理性，状态切换模型近年来受到人们的广泛关注。本文的结果可

以通过所谓的哈密顿雅可比–贝尔曼方程与一些最优控制问题联系起来。 
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