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摘  要 

在本文中，我们针对二维线性传输方程设计了满足两个守恒律的数值格式。该格式不仅能保持数值解守

恒，同时能保持数值能量守恒。通过数值算例验证格式的有效性，数值结果表明该格式在远离极值点的

区域内具有误差相互抵消的超收敛性质，并且能够很好的保持解的结构。 
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Abstract 
In this paper, we develop an improved numerical scheme satisfying two conservation laws for 
two-dimensional linear advection equations, which satisfying both the numerical solution and 
numerical energy conservative. The numerical results show that the scheme has the super-con- 
vergence property away from the extreme points, and can keep the structure of the solution well. 
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1. 引言 

本文对二维线性传输方程设计能够满足数值解和数值能量同时守恒的数值格式，这种满足多个守恒

律的格式与传统的守恒型格式不同，在格式中不仅计算数值解，而且要计算数值能量，并且在格式中有

多个数值实体参与格式的计算。 
文献[1]中对线性传输方程设计了满足两个守恒律的数值格式；文献[2] [3]中对 KdV 方程设计了满足

两个守恒律的数值格式；文献[4]中针对一维守恒型方程组设计了熵耗散格式；文献[5]中对一维线性传输

方程设计了满足两个守恒律的数值格式，并将此思想推广到了二维的情况；文献[6]中设计了线性传输方

程满足三个守恒律的数值格式，数值实验结果表明这类满足多个守恒律的数值格式比传统的格式有更高

的精度且长时间的数值模拟效果非常好。 
本文将这种满足多个守恒律的思想应用到二维线性传输方程，与文献[5]不同的是，本文设计的格式，

采用分裂算子法，将二维线性传输方程写成了两个一维方程，对其分别设计了满足两个守恒律的数值格

式，在格式中数值解和数值能量都能守恒，并且数值能量不是被动的守恒律，而是作为一个数值实体参

与了格式的计算。数值结果表明该格式具有误差互相抵消的超收敛性质，并且在长时间的数值模拟中能

很好的保持解的结构。 
本文的结构安排如下，第一节是引言；第二节是格式的具体描述；第三节是格式的可行性分析，第

四节给出了数值算例，验证了算法的有效性；第五节是结论。 

2. 格式的描述 

我们考虑二维线性传输方程： 
0t x yu u u+ + =                                      (2.1) 

它的解满足以下形式的守恒律： 

( ) ( ) ( ) 0t x yU u U u U u+ + =                                (2.2) 

在本文中取 ( ) 2U u u= ，我们称之为能量。 

在数值格式中，我们采用正规网格，令 1ix ih= ，nt nτ= ， 1 1
2

1
2i

x i h
±

 = ± 
 

， 2jy jh= ， 1 2
2

1
2j

y j h
±

 = ± 
 

。

其中 1h 和 2h 分别为 X 轴方向和 Y 轴方向上的空间步长，τ 是时间步长， 1
1h
τλ = ， 2

2h
τλ = 分别为 X 轴方

向和 Y 轴方向上的网格步长比。 
方程(2.1)的精确解为 ( ), ,u x y t ，方程(2.2)的精确解为 ( ) ( )2, , , ,U x y t u x y t= ，在数值格式中我们不仅 

计算了数值解，还计算了数值能量。在网格 1 1 1 1
2 2 2 2

, ,
i i j j

x x y y
− + − +

   
×      

   
上， nt 时刻的数值解记为 ,

n
i ju ，数值 
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能量记为 ,
n
i jU ，它们分别为精确解和精确能量的网格平均的近似： 

( )
1 1
2 2

1 1
2 2

1 2

1 , , d d
j i

j i

y x
n
ij ny x

u u x y t x y
h h

+ +

− −
∫ ∫�                              (2.3) 

( )( )
1 1
2 2

1 1
2 2

1 2

1 , , d d
j i

j i

y x
n
ij ny x

U U u x y t x y
h h

+ +

− −
∫ ∫�                            (2.4) 

对于二维方程(2.1)和(2.2)，我们采用 Godunov 型分裂算子法[7] [8]，将其写成两部分 A 和 B， 

( ) ( )0

0;
A: 0;

, ,0 , .

t x

t x

u u
U U
u x y u x y

 + =


+ =
 =

                                 (2.5) 

( ) ( )

0;

B: 0;

, ,0 , , .

t y

t y

u u

U U

u x y u x y t

 + =


+ =
 =

                                 (2.6) 

其中 2U u= 。 
下面，我们将讨论如何根据 nt 层上的数值解 ,

n
i ju 和数值能量 ,

n
i jU 来计算 1nt + 层上的数值解 1

,
n
i ju + 和数值

能量 1
,
n
i jU + 。 

2.1. 守恒方程 A 的数值格式 

对于守恒方程 A，其数值格式为 Godunov 型，我们按照重构、发展、网格平均三步设计格式，但是

与传统 Godunov 型格式不同的是，我们的格式不仅计算了数值解，还计算了数值能量。 
第一步(重构)：在 nt 层上，对数值解 ,

n
i ju 和数值能量 ,

n
i jU 进行重构： 

( ) ( ), , , , 1 1
2 2

, ; , ,  ,n n n n
i j i j i j i j i i i

R x t u U u s x x x x x
− +

 
= + − ∈  

 
                       (2.7) 

显然， ( ), ,, ; ,n n
i j i jR x t u U 满足： 

( )
1
2

1
2

, , ,
1

1 , ; , d
i

i

x
n n n
i j i j i jx

R x t u U x u
h

+

−

=∫                                (2.8) 

为了保持两个守恒律同时成立，我们还要求重构函数 ( ), ,, ; ,n n
i j i jR x t u U 满足： 

( )( )
1
2

1
2

2

, , ,
1

1 , ; , d
i

i

x
n n n
i j i j i jx

R x t u U x U
h

+

−

=∫                              (2.9) 

即重构函数数值能量的网格平均和数值能量相等。根据(2.9)式，我们可以算出重构函数的斜率 ,
n
i js ： 

( )
( )( )

( )

2

, ,

, 1, 1, 2
1

12
sgn

n n
i j i j

n n n
i j i j i j

U u
s u u

h
+ −

−
= −                          (2.10) 

从这里可以看出，与传统差分格式不同的是，斜率 ,
n
i js 作为一个自由度，是通过数值能量的守恒得到

的。 
第二步(发展)：以 ( ), ,, ; ,n n

i j i jR x t u U 为 nt 层上的初值，求解初值问题： 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.116113


唐静文，崔艳芬 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.116113 993 理论数学 
 

( ) ( ) 1
, ,

0;
 ,

, ; , ; , .
t x

n nn n
j n i j i j

v v
x t t t

v x y t R x t u U +

+ = −∞ < < ∞ < < =
                   (2.11) 

其精确解为： ( ) ( )( ), ,, ; , ,n n
j n n i j i jv x y t R x t t u U= − − 。 

第三步(网格平均)：在 1nt + 层上，A 部分的数值解 , 1
,
A n
i ju + 和数值能量 , 1

,
A n
i jU + 分别为： 

( )
1
2

1
2

, 1
, 1

1

1 , ; d
i

i

x
A n
i j j nx

u v x y t x
h

+

−

+
+= ∫                               (2.12) 

( )( )
1
2

1
2

2, 1
, 1

1

1 , ;
i

i

x
A n

i j j nx
U v x y t

h
+

−

+
+= ∫                               (2.13) 

在实际的计算中，我们采用积分形式来计算数值解 , 1
,
A n
i ju + 和数值能量 , 1

,
A n
i jU +  (见文献[3])。 

因此数值解 , 1
,
A n
i ju + 的数值格式为： 

, 1
, , 1 1 1, ,

2 2

ˆ ˆA n n n n
i j i j i j i j

u u f fλ+

+ −

 
= − −  

 
                             (2.14) 

其中，数值流函数为： 

( )1 ,
1 1 , 1,
2 2

1ˆ , , d
2

n

n

n
t i jn n

j i jti j i

s
f v x y t t u h τ

τ
+

+ +

 
= = + −  

 
∫                          (2.15) 

上式中的数值流函数是精确求解。如果方程是非线性传输方程，数值流函数也可以采用数值解法精

确求出。 
数值能量 , 1

,
A n
i jU + 的数值格式为： 

, 1
, , 1 1 1, ,

2 2

ˆ ˆA n n n n
i j i j i j i j

U U F Fλ+

+ −

 
= − −  

 
                             (2.16) 

其中，数值能量流函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 1,
2 2

22 2 2 1 1
, , , 1 , 1

1ˆ , , d

4 6 3
12

n

n

tn
jti j i

n n n n
i j i j i j i j

F v x y t t

u u s h s h

τ

λ λτ

+

+ +

  
=       

− +
= + − +

∫
                     (2.17) 

2.2. 守恒方程 B 的数值格式 

对于守恒方程 B 部分的数值格式，由分裂算子法可知，以守恒方程 A 得到的数值解 , 1
,
A n
i ju + 和数值能

量 , 1
,
A n
i jU + 为初值，按照重构、发展、网格平均三步进行设计格式。在这里我们同样不仅计算数值解，也

要计算数值能量。 
第一步(重构)：对守恒方程 A 得到的数值解 , +1

,
A n
i ju 和数值能量 , +1

,
A n
i ju 进行重构。 

( ) ( ), +1 , +1 , +1 +1
, , , , 1 1

2 2

; , ,  ,A n A n A n n
i j i j i j i j j j j

R y u U u y y y y yσ
− +

 
= + − ∈  

 
                      (2.18) 

同样地在我们设计的数值格式中，要求重构函数 ( ), +1 , +1
, ,; ,A n A n

i j i jR y u U 满足： 
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( )

( )( )

1
2

1
2

1
2

1
2

, +1 , +1 , +1
, , ,

2

2, +1 , +1 , +1
, , ,

2

1 ; , d ,

1 ; , d ,

j

j

j

j

y
A n A n A n
i j i j i jy

y
A n A n A n
i j i j i jy

R y u U y u
h

R y u U y U
h

+

−

+

−


=



 =


∫

∫
                         (2.19) 

其中，(2.19)式的第一个式子保持了重构函数数值解的守恒，第二个式子保持了重构函数数值能量的守恒。 
根据(2.19)式的第二个式子，我们可以解出斜率 +1

,
n
i jσ ： 

( )
( )( )

( )

2, +1 , +1
, ,

+1 , +1 , +1
, , 1 , 1 2

2

12
sgn

A n A n
i j i j

n A n A n
i j i j i j

U u
u u

h
σ + −

−
= −                         (2.20) 

上式表明，斜率 +1
,
n
i jσ 不仅与数值解和数值能量有关，而且数值解和数值能量之间是一种非线性关系。 

第二步(发展)：以 ( ), +1 , +1
, ,; ,A n A n

i j i jR y u U 为初值，求解初值问题： 

( ) ( ) 1, +1 , +1
, ,

0;
 ,

, ; , ; , .
t y

n nA n A n
i n i j i j

v v
y t t t

v x y t R y t u U +

+ = −∞ < < ∞ < <
=

                   (2.21) 

其精确解为： ( ) ( )( ), +1 , +1
, ,, ; , ,A n A n

i n n i j i jv x y t R y t t u U= − − 。 
第三步(网格平均)：在 1nt + 层上，我们采用积分形式计算数值解 1

,
n
i ju + 和数值能量 1

,
n
i jU + 。因此，数值解

1
,
n
i ju + 和数值能量 1

,
n
i jU + 的数值格式分别为： 

1 , 1
, , 2 1 1, ,

2 2

1 , 1
, , 2 1 1, ,

2 2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

n A n n n
i j i j i j i j

n A n n n
i j i j i j i j

u u g g

U U G G

λ

λ

+ +

+ −

+ +

+ −

  
= − −  

  


  = − − 
 

                           (2.22) 

其中，数值流函数和数值能量流函数分别为： 

( )1
+1

,+1 , +1
1 1 , 2,
2 2

1ˆ , , d ,
2

n

n

n
t i jn A n

i i jti j j
g v x y t t u h

σ
τ

τ
+

+ +

 
= = + −  

 
∫                      (2.23) 

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

+1
1 1,
2 2

22 2 2, +1 , +1 +1 +1 2 2
, , , 2 , 2

1ˆ , , d

4 6 3
12

n

n

tn
iti j j

A n A n n n
i j i j i j i j

G v x y t t

u u h h

τ

λ λ
σ τ σ

+

+ +

  
=       

− +
= + − +

∫
                (2.24) 

综上所述，对于方程(2.1)和(2.2)，由 A 部分的数值格式(2.14)、(2.16)和 B 部分的数值格式(2.22)可知，

数值解和数值能量的格式可以写成如下形式： 

1
, , 1 1 1 2 1 1, , , ,

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ,n n n n n n
i j i j i j i j i j i j

u u f f g gλ λ+

+ − + −

   
= − − − −   

   
                   (2.25) 

1
, , 1 1 1 2 1 1, , , ,

2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ .n n n n n n
i j i j i j i j i j i j

U U F F G Gλ λ+

+ − + −

   
= − − − −   

   
                   (2.26) 

3. 格式的可行性 

在数值格式中，重构函数的斜率 ,
n
i js ， ,

n
i jσ 是通过计算(2.10)式和(2.20)式得到的，从中我们可以看到
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计算过程中涉及到开根号运算，定理 3.1 保证了开根号运算的可行性。 
定理 3.1：如果 ( )20 0

, ,i j i jU u≥ ， ( )2,0 ,0
, ,
A A
i j i jU u≥ ，那么通过格式(2.25)和(2.26)式计算所得的数值解和数值 

能量满足关系： ( ) ( )2 2, ,
, , , ,,  n n A n A n

i j i j i j i jU u U u≥ ≥ 。 

证明：我们采用数学归纳法来证明 ( )2, ,
, ,
A n A n
i j i jU u≥ 。 

当 n = 0 时，根据已知条件有： 

( )20 0
, ,i j i jU u≥                                           (3.1) 

当 n > 0 时，假设 tn层上满足关系 ( )2, ,
, ,
A n A n
i j i jU u≥ ，下面证明 1nt + 层上满足关系 ( )2, 1 , 1

, ,
A n A n
i j i jU u+ +≥ 。 

根据上述假设，可知(2.10)式具有实根，因此重构函数 ( ), ,, ; ,n n
i j i jR x t u U 是存在的，根据(2.14)到(2.17) 式

可以计算出 , 1
,
A n
i ju + 和 , 1

,
A n
i jU + ，即： 

( )

( )( )

1
2

1
2

1
2

1
2

, 1
, 1

1

2, 1
, 1

1

1 , ; d ,

1 , ; d ,

i

i

i

i

x
A n
i j j nx

x
A n

i j j nx

u v x y t x
h

U v x y t x
h

+

−

+

−

+
+

+
+


=



 =


∫

∫
                               (3.2) 

根据 Jessen 不等式可得： 

( )( ) ( )
1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
1 1

1 1, , d , , d ,
i i

i i

x x

j n j nx x
U v x y t x U v x y t x

h h
+ +

− −
+ +

 
 ≥
 
 

∫ ∫                      (3.3) 

因此， 

( )2, 1 , 1
, ,
A n A n
i j i jU u+ +≥                                      (3.4) 

同理，可以得到： 

( )21 1
, ,
n n
i j i jU u+ +≥                                       (3.5) 

证毕。 

4. 数值算例 

在这一部分，我们将通过数值算例来观察格式的精度和数值模拟效果。 
算例 4.1: 对于二维线性传输方程 0t x yu u u+ + = ，令初值为： 

( ) ( )( ), ,0 sin 2 ,  0 1u x y x y xπ= + ≤ ≤                              (4.1) 

周期边界条件。该方程的精确解为 ( ) ( )( ), , sin 2 2u x y t x y tπ= + − 。令网格步长比为 1 2 0.2λ λ= = ，分

别用 40，80，160，320，640，1280 个网格计算到 t = 1 时刻的数值解，并对数值结果做 1L 误差和 L∞误
差及收敛阶的分析。 

通过表 1 可以看出， 1L 误差是二阶的，而 L∞误差是介于一阶和二阶之间的，这是因为在极值点附近，

为了保持解的稳定性，精度会降低一阶。 
为了研究在远离极值点的区域内数值误差的精度，我们考虑远离极值点的集合 

[ ] [ ] [ ]0,1 6 1 3,2 3 5 6,1Ω = ∪ ∪ ，同样对数值结果做 1L 误差和 L∞误差及收敛阶的分析。 
通过表 2 可以看出，在远离极值点的区域内，格式可以达到三阶精度。这是因为在计算过程中，虽

然采用线性重构，但是由于本文设计的格式同时计算了数值能量，因此数值解的误差不是简单的累加，
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误差在每一步的计算中会相互抵消。因此在远离极值点的区域内格式的精度能达到三阶，表现出超收敛

性质。 
 

Table 1. The error and convergence order of interval [0, 1] × [0, 1] 
表 1. [0, 1] × [0, 1]区间的误差和收敛阶 

N L∞  阶 L1 阶 

40 × 40 1.7628E−02 - 2.8709E−03 - 

80 × 80 6.8424E−03 1.3653 6.1231E−04 2.2292 

160 × 160 2.5751E−03 1.4099 1.2469E−04 2.2959 

320 × 320 9.8125E−04 1.3919 2.6001E−05 2.2617 

640 × 640 3.5785E−04 1.4553 5.5150E−06 2.2371 

1280 × 1280 1.2738E−04 1.4902 1.1576E−06 2.2522 

 
Table 2. The error and convergence order of interval Ω 
表 2. Ω区间的误差和收敛阶 

N L∞  阶 1L  阶 

40 × 40 2.7805E−03 - 6.3336E−04 - 

80 × 80 2.1383E−04 3.7008 7.3439E−05 3.1084 

160 × 160 3.4851E−05 2.6172 8.9923E−06 3.0298 

320 × 320 4.3248E−06 3.0105 1.1473E−06 2.9704 

640 × 640 5.7024E−07 2.923 1.4118E−07 3.0226 

1280 × 1280 7.1261E−08 3.0004 1.7734E−08 2.9929 

 
算例 4.2：对于方程(2.1)式，取初值为： 

( )

( )

( ) ( )

2 2
1 1, ,0 exp exp

1 11 16 1 16
2 2

1 3 1 3, , ,
4 4 4 4

1 3 1 3, ,0 0,  , , ,
4 4 4 4

u x y
x y

x y

u x y x y

    
    
    = − × −
       − − − −       

      
    ∈ ×   

   



    = ∈ ×       

                     (4.2) 

无穷边界，网格步长为 1/80，网格步长比为 0.1。图 1 中的(a)图为初始时刻的解，(b)图为计算了 t = 0.2 
时刻的数值解。从图 1(b)可以看出，我们设计的格式能很好的保持数值解的结构。 

5. 结论 

本文采用分裂算子法对二维线性传输方程设计了满足两个守恒律的数值格式，与传统的 Godunov 型

格式不同的是，我们的格式不仅能够保持数值解守恒，而且能够保持数值能量守恒。在这里，数值解不

是被动的守恒，而是作为一个数值实体参与了格式的计算。 
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(a) t = 0 时刻的解                                       (b) t = 0.2 时刻的数值解 

Figure 1. Results of example 4.2 at different time 
图 1. 格式计算算例 4.2 在不同时刻的结果 
 

通过数值算例表明在远离极值点处，我们的格式具有误差相互抵消的超收敛性质，在数值模拟中能

够很好的保持解的结构。 
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