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摘  要 

本文利用脉冲微分方程与测度微分方程之间的等价关系，依据测度微分方程解的渐进行为相关结果得到

了脉冲微分方程解的渐进行为。 
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Abstract 
In this paper, by using the equivalent relation between the impulsive differential equation and 
measure differential equation, and according to the asymptotic behavior of the solution for the 
measure differential equation, we get the asymptotic behavior of the solution for the impulsive 
differential equation.  
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1. 引言 

脉冲微分系统在现代诸多科技领域有很好的应用(见文献[1])。文献[2]给出了脉冲微分方程的解与广

义常微分方程解的等价关系，文献[3]利用线性逼近的方法给出了扰动后的非线性脉冲微分系统解的有界

性，稳定性及吸引。文献[4]研究了脉冲微分方程解关于初值的连续依赖性，文献[5]利用李雅谱诺夫第二

方法及压缩映射原理得到了脉冲微分方程的周期解的存在唯一性和整体吸引力。文献[6]首先给出了广义

常微分方程的解的渐进性行为，然后通过测度微分方程及时间尺度上的动态方程与广义常微分方程之间

的关系研究了测度微分方程及时间尺度上的动态方程的解的渐进行为。 
文献[7]先给出了广义常微分方程的 Massera’s 定理，然后通过测度微分方程与广义常微分方程的等

价关系得到了测度微分方程 ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

0 , d
t

t
x t x t f x s s g s= + ∫ 的 Massera’s 定理，最后通过脉冲微分方程 

( ) ( )( ),x t f x t t′ =  

( ) ( )( ) ,j j jx I x j Zτ τ+
+∆ = ∈  

及时间尺度上的动态方程 

( ) ( )( ), ,x t f x t t t T∆ = ∈  

与测度微分方程之间的等价关系得到了脉冲微分方程及时间尺度上的动态方程的 Massera’s 定理。 
本文我们利用脉冲微分方程与测度微分方程之间的等价关系，依据测度微分方程解的渐进行为的相

关结果讨论了脉冲微分方程 

( ) ( )( ),x t f x t t′ =                                  (1.1) 

( ) ( )( ) ,j j jx I x j Zτ τ+
+∆ = ∈                            (1.2) 

解的渐进行为。其中 : n nf R R R× → ， : n n
jI R R→ 。对每个 j Z+∈ ，{ }j j Z

τ
+∈
是一个递增的正实数序列满

足 lim jj
τ

→+∞
= +∞。并且 ( ) ( ) ( )j j jx x xτ τ τ+∆ = + − 。

 
设(1.1)式几乎处处成立。方程的解 x 在每个区间 ( 1,j jτ τ− ， j Z+∈ 上左连续且绝对连续，则脉冲微分

方程对应的积分形式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

0

0 , d

j

t
j jt j Z

t t

x t x t f x s s s I x

τ

τ
+∈

≤ <

= + + ∑∫                   (1.3) 

(1.3)式右端积分为 Lebsuge 积分。本文中，我们考虑更为一般的情形，(1.3)式右端积分可被理解为 
Kurzweil-Henstock 意义下的积分。由于 lim jj

τ
→+∞

= +∞，所以脉冲点至多是有限个，(1.3)式右端和式是有意 

义的。 
设 X 按范数 ⋅ 成为一个 Banach 空间， { }cB x X x c= ∈ ≤ ， [ )0 ,cB tΩ = × +∞ 。记 ( )0 0, ,x t s x 为满足

( )0 0 0 0, ,x s s x x= 的饱和解。 [ ]( ), , cG a b B 表示所有的正则函数 [ ]: , cf a b B→ ， [ ]( ), , cG a b B 表示由

[ )0: ,f t X+∞ → 所构成的向量空间，并且满足对所有的[ ] [ )0, ,a b t⊂ +∞ ，有 [ ]( )[ , ] , , ca bf G a b B∈ ， 
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[ )( ) [ )( ) ( )0

0

( )
0 0 0

[ , )
, , , , : sup e s t

s t
G t X f G t X f sγ− −

∈ +∞

 
+∞ = ∈ +∞ < ∞ 

 
。

[ , ]a bf 表示函数 f 在区间 [ ],a b 上的限制， 

Z+ 表示正整数集， R+表示正实数集。 
本文主要分为三个部分，第二部分介绍了后续所用的定义及引理，第三部分给出了脉冲微分方程解

的渐进行为相关结果。 

2. 预备知识 

本节将介绍 Kurzweil 积分与文[6] [8]中的相关结论。 
定义 2.1 [6]递增函数 [ ) [ ): 0, 0,W +∞ → +∞ 称为是楔子是指 ( )0 0W = ，对 0s > ， ( ) 0,W s > ，当 s →+∞，

( )W s →+∞。
 

定义 2.2 [2]称函数 [ ] [ ]: , , nU a b a b R× → 在区间 [ ],a b 上 Kurzweil 可积，如果存在 nI R∈ ，使得对任意

的 0ε > ，存在正值函数 [ ] ( ): , 0,a bδ → +∞ ，对 [ ],a b 的任何 ( )δ τ −精细分划 

( ){ }1, , , 1,2, ,j j jD j kτ α α− = =  � ，其中 ( ) ( )1, ,j j j j j j jτ α α τ δ τ τ δ τ−
  ∈ ⊂ − +   ，有 

( ) ( )1
1

, ,
k

j j j j
j

U U Iτ α τ α ε−
=

 − − < ∑  

则称 I 为 U 在 [ ],a b 上的 Kurzweil 积分，记作 ( ),
b

a
I DU tτ= ∫ 。特别地，当 ( ) ( ) ( ),U t f g tτ τ= 时，

( ) ( ) ( ), d
b b

a a
DU t f s g sτ =∫ ∫ 。称积分为 Kurzweil-Stieltjes 积分，当 ( ) ( ),U t f tτ τ= 时， ( ) ( ), d

b b

a a
DU t f s sτ =∫ ∫ 。

称积分为 Kurzweil-Henstock 积分。 
定义 2.3 [2]称函数 ( ),F h∈ Ω 是指存在函数 [ )0: ,h t R+∞ → 使得 :F XΩ→ 满足对所有的 ( ), ix s ∈Ω，

1,2i = ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1, , ,F x s F x s h s h s− ≤ −                           (2.1) 

对所有的 ( ), ix s ， ( ), iy s ∈Ω， 1,2i = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1, , , , .F x s F x s F y s F y s h s h s x y− − + ≤ − −  

定义 2.3 [8]称函数 [ )0: , nM t R+∞ → 相对于 g 是局部 Kurzweil 可积的是指 M 在 [ )0 ,t +∞ 的每个子区间

[ ],a b 上相对于 g  Kurzweil 可积。 
引理 2.1 [8]设函数 [ )0: , n

cf B t R× +∞ → 和 [ )0: ,g t R+∞ → 满足以下条件： 
(A1) 函数 [ )0: ,g t R+∞ → 在 ( )0 ,t +∞ 上是不减左连续的。 

(A2) 对每个 [ )( )0 , , cx G t B∈ +∞ ， [ )1 2 0, ,u u t∈ +∞ 积分 ( )( ) ( )2

1
, d

u

u
f x s s g s∫ 存在。 

(A3) 存在局部 Kurzweil 可积函数 [ )0: ,M t R++∞ → ，使得对任意的 [ )( )0 0, , , cx z G t B∈ +∞ ，

[ )1 2 0, ,u u t⊆ +∞ ， 1 2u u≥ 时，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1
, d d .

u u

u u
f x t t g t M t g t≤∫ ∫  

(A4) 存在局部 Kurzweil 可积函数 [ )0: ,L t R++∞ → ，使得对任意的 [ )( )0 0, , , cx z G t B∈ +∞ ，

[ )1 2 0, ,u u t⊆ +∞ ， 1 2u u≥ 时，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

01 1[ , ), , .
u u

tu u
f x t t f z t t dg t x z L t dg t

+∞
 − ≤ − ∫ ∫  
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令 [ )0 0 ,tτ ∈ +∞ 并且定义 [ )0: , n
cF B Rτ× +∞ →  

( ) ( ) ( ) ( ) [ )
0

0, , d , , , ,
t

cF x t f x s g s x t B
τ

τ= ∈ × +∞∫  

则 ( ),F h∈ Ω 。其中 [ )0 ,cB τΩ = × +∞ ， [ )0: ,h Rτ +∞ → 是不减左连续的， 

( ) ( ) ( ) ( ) [ )
0

0d , , .
t

h t M s L s g s t
τ

τ= + ∈ +∞  ∫  

引理 2.2 [8] 设函数 [ )0: , n
cf B t R× +∞ → ， [ )0: ,g t R+∞ → 满足条件 (A1)~(A4) 。假设对每个

( ) [ )0 0 0, ,cz s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cz f z s g s B++ ∆ ∈ 。则对每个 ( ) [ )0 0 0, ,cx B tτ ∈ × +∞ ，测度微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0

0 , d
t

t
x t x t f x s s g s= + ∫                           (2.2) 

存在满足初始条件 ( )0 0x xτ = 的唯一饱和解 : nx J R→ ， J 为区间且 0 min Jτ = 。 
引理 2.3 [6] 设函数 [ )0: , n

cf B t R× +∞ → ， [ )0: ,g t R+∞ → 满足条件 (A1)~(A4) 。假定对每个

( ) [ )0 0 0, ,cx s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cx f x s g s B++ ∆ ∈ 。存在函数 [ )0: , cU t B R+∞ × → 和楔子 

[ ) [ )i : 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2,3i = 满足下列条件： 
(U1) 对测度微分方程(2.2)的每个解 : cx I B→ 有 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, ,W x t U t x t W x t≤ ≤  

其中 t I∈ ， [ )0 ,I t⊂ +∞ ， I 为非退化区间。 
(U2) 对测度微分方程(2.2)的每个饱和解 ( ) ( )0 0, ,x t x t s x= ， ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )3, , d ,
t

s
U t x t U s x s W x lξ ξ− ≥ ∫  

其中 ( ))0 0 0, , ,t s s s xω∈ ， .t s≥ 。 [ )0: ,l s R+∞ → 是不减的，满足 ( )lim
t

l t
→+∞

= +∞ 。 

若 ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，则 ( )0 0,s xω < ∞。 
引理 2.4 [6] 设函数 [ )0: , n

cf B t R× +∞ → ， [ )0: ,g t R+∞ → 满足条件 (A1)~(A4) 。假定对每个

( ) [ )0 0 0, ,cx s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cx f x s g s B++ ∆ ∈ 。存在函数 [ )0: , cU t B R+∞ × → 和楔子 

[ ) [ )i : 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2i = 满足下列条件： 
(H1) 对测度微分方程(2.2)的每个解 : cx I B→ 有 

( )( ) ( )( )1, ,U t x t W x t≤  

其中 t I∈ ， [ )0 ,I t⊂ +∞ ， I 为非退化区间。 
(H2) 对测度微分方程(2.2)的每个饱和解 ( ) ( )0 0, ,x t x t s x= ，( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，函数 ( )( ),t U t x t→

在 ( ))0 0 0, ,s s xω 上正则。有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2, , ( , d ,
t

s
U t x t U s x s W U x lξ ξ ξ− ≤ −∫  

其中 ( ))0 0 0, , ,t s s s xω∈ ， t s≥ 。 [ )0: ,l s R+∞ → 是不减的，满足 ( )lim
t

l t
→+∞

= +∞ 。 

若 ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，使得 ( )0 0, 0U s x < ，则 ( )0 0,s xω < ∞。 
引理 2.5 [8]假定函数 [ )0: , n

cf B t R× +∞ → ， [ )0: ,g t R+∞ → 满足条件(A1)~(A4)。进一步，设对每个

( ) [ )0 0 0, ,cz s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cz f z s g s B++ ∆ ∈ 。令 ( ) [ )0 0 0, ,cx B tτ ∈ × +∞ ， [ )0: , nx Rτ ω → 是测度微分

方程(2.2)满足 ( )0 0x xτ = 的解。若对所有的 [ )0 ,t τ ω∈ ， ( )x t N∈ 。其中 ccN B⊂ 是 nR 中的闭集。则ω = +∞。 
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引理 2.6 [7]设 1 2 ka bη η η≤ < < < <� 。函数 [ ]: , nf a b R→ 。令 [ ]: , nf a b R→� 使得对每个 

[ ] { }1, , , ks a b η η∈ � ，有 ( ) ( )f s f s=� 。令 [ ]: ,g a b R→ 是不减左连续的，使得对每个 { }1, ,j k∈ � ，有

( ) 1jg η+∆ = 。当 [ ] { }1 2, , , , 0/ku v η η η =∩ � 时， ( ) ( )g t g u t u− = − 。则 Kurzweil-Stieltjes 积 ( ) ( )d
b

a
f s g s∫ � 分

存在当且仅当 Kurzweil-Henstock 积分 ( ) ( )d
b

a
f s g s∫ 存在，且有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

d d .
kb b

ja a
j

f s g s f s s f η
=

= +∑∫ ∫� �  

引理 2.7 [7]设{ } [ )0 ,j j Z
tτ

+∈
⊂ +∞ 是一个递增正实数序列且满足 lim jj

τ
→+∞

= +∞。函数 [ )0: , n
cf B t R× +∞ → ，

: n n
jI R R→ ， j Z+∈ 。函数 [ ]: , nx a b R→ 是方程(1.3)在 [ ],a b 上的一个解当且仅当它是测度微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]
0

0 , d , ,
t

t
x t x t f x s s g s t a b= + ∈∫ �                        (2.3) 

的一个解。 
其中 [ )0: , n

cf B t R× +∞ →� 是由下式所给 

( )
( ) [ ) { }
( )

0, , , ; ,
,

, , .
j

j j

f z t t j Z
f z t

I z t j Z

τ

τ
+

+

 +∞ ∈= 
= ∈

�                        (2.4) 

[ )0: ,g t R+∞ → 由 

( ) ( 1, , ,j jg t t j t j Zτ τ + += + ∈ ∈                           (2.5) 

所给。 

3. 主要结果 

定理 3.1 设函数 [ )0: , n
cf B t R× +∞ → ， : n n

jI R R→ ， { } [ )0 ,j j Z
tτ

+∈
⊂ +∞ 为递增的正实数序列满足

lim jj
τ

→+∞
= +∞。并且 f 和 g 满足条件： 

(B1) 对每个 [ )( )0 , , cx G t B∈ +∞ ， [ )1 2 0, ,u u t∈ +∞ 积分 ( )( )2

1
, d

u

u
f x t t t∫ 存在。 

(B2) 存在局部 Kurzweil 可积函数 [ )0: ,m t R++∞ → ，对任意的 [ )( )0, , , cx y G t B∈ +∞ ，[ ] [ )1 2 0, ,u u t⊆ +∞ ，

1 2u u≥ ，有 

( )( ) ( )2 2

1 1
, d d ,

u u

u u
f x t t t m t t≤∫ ∫  

( )( ) ( )( ) ( )2 2

01 1[ , ), , d d .
u u

tu u
f x t t f z t t t x z m t t

+∞
 − ≤ − ∫ ∫  

(B3) 对每个 j Z+∈ ，存在常数 0jm ≥ 使得 

( ) ( ) ( )
0[ , ), .j j j j jtI x m I x I z x z m
+∞

≤ − ≤ −  

则由(2.4) (2.5)式所给的 ,f g� 满足条件： 
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(A1) 函数 [ )0: ,g t R+∞ → 在 ( )0 ,t +∞ 上是不减左连续的。 

(A2) 对每个 [ )( )0 , , cx G t B∈ +∞ ， [ )1 2 0, ,u u t∈ +∞ 积分 ( )( ) ( )2

1
, d

u

u
f x s s g s∫ 存在。 

(A3) 存在局部 Kurzweil 可积函数 [ )0: ,M t R++∞ → ，使得对任意的 [ )( )0 0, , , cx z G t B∈ +∞ ，

[ )1 2 0, , ,u u t⊆ +∞ ， 1 2u u≥ 时，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1
, d d .

u u

u u
f x t t g t M t g t≤∫ ∫  

(A4) 存在局部 Kurzweil 可积函数 [ )0: ,L t R++∞ → ，使得对任意的 [ )( )0 0, , , cx z G t B∈ +∞ ，

[ )1 2 0, ,u u t⊆ +∞ ， 1 2u u≥ 时，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

01 1[ , ), , d d .
u u

tu u
f x t t f z t t g t x z L t g t

+∞
 − ≤ − ∫ ∫  

证明 显然由(2.5)式所给的 [ )0: ,g t R+∞ → 在 ( )0 ,t +∞ 上是不减左连续的。
 当 j Z+∈ 时，由(2.5)式有

 ( ) ( ) ( )

( )

lim

1

1.

j
j j

t

j j

g g t g

j j

τ
τ τ

τ τ

+

+

→

+

∆ = −

= + − + −

=

 

当 [ ] { }1, , , 0/ku v τ τ =∩ � 时，由(2.5)式有
 ( ) ( ) .g t g u t u− = −  

所以 (2.4) (2.5)式中的 , ,f f g� 满足引理 2.6 中的假设条件。由假设对每个 [ )( )0 , , cx G t B∈ +∞

[ )1 2 0, ,u u t∈ +∞ 积分 ( )( )2

1
, d

u

u
f x t t t∫ 存在，则由引理 2.6 积分 ( )( ) ( )2

1
, d

u

u
f x t t g t∫ � 也存在。 

定义 [ )0: ,m t R++∞ →�  

( )
( ) [ ) { }0, , ; ,

, , .
j

j j

m t t t j Z
m t

m t j Z

τ

τ
+

+

 ∈ +∞ ∈= 
= ∈

�  

所以由引理 2.6 和 2.7 对每个区间 [ ] [ )1 2 0, ,u u t⊆ +∞ ，任意的 [ )( )0, , , cx y G t B∈ +∞ ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1

2

1

1 2

2

1

1 2

2

1

2

1

1

u

1

, d , d ,

, d

d

d

d .

j

j

ku u
j ju u

j

u
ju j Z

u u

u
ju j Z

u u

ku
ju

j

u

u

f x t t g t f x t t t f x

f x t t t I x

m t t m

m t t m

m t g t

τ

τ

τ τ

τ

+

+

=

∈
≤ <

∈
≤ <

=

= +

= +

= +

= +

=

∑∫ ∫

∑∫

∑∫

∑∫

∫

� �

�

�

 

类似地，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

1 1

2

1

1 2

2

0 01

1 2

2

0 01

1

u

j[ , ) [ , )

[ , ) [ , )
1

, , d , , d , ,

, , d

d

d

j

j

ku u
j j j ju u

j

u
j ju j Z

u u

u
jt tu j Z

u u

ku
jt tu

j

f x t f z t g t f x t f z t t f x f z

f x t f z t t I x I z

x z m t t x z m

x z m t t x z m

x

τ

τ

τ η τ η

τ

+

+

=

∈
≤ <

+∞ +∞
∈
≤ <

+∞ +∞
=

  − = − + −   

 = − + − 

= − + −

= − + −

= −

∑∫ ∫

∑∫

∑∫

∑∫

� � � �

�

( ) ( )2

0 1[ , ) d .
u

t u
z m t g t

+∞ ∫ �

 

综上，由(2.4) (2.5)式所给的 ,f g� 满足条件(A1)~(A4)。

 

定理 3.2 设函数 [ )0: , n
cf B t R× +∞ → ， [ )0: , n

j cI B t R× +∞ → ，{ } [ )0 ,j j Z
tτ

+∈
⊂ +∞ 为递增正实数序列

满足 lim jj
τ

→+∞
= +∞。且 , jf I 满足条件(B1)~(B3)假定对每 ( ) [ )0 0 0, ,cx s B t∈ × +∞ ，j Z+∈ ，有 ( )0 j 0j cx I x B+ ∈ 。

存在函数 [ )0: , cU t B R+∞ × → 和楔子 [ ) [ )i : 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2,3i = ，满足以下条件： 

(J1) 对脉冲微分方程(1.3)的每个解 : cx I B→ 有 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, ,W x t U t x t W x t≤ ≤  

其中 t I∈ ， [ )0 ,I t⊂ +∞ ， I 是非退化区间。 
(J2) 对脉冲微分方程(1.3)的每个饱和解 ( ) ( )0 0, ,x t x t s x= ， ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )3, , d ,
t

s
U t x t U s x s W x lξ ξ− ≥ ∫  

其中 ( ))0 0 0, , ,s s s xω∈ ， t s≥ 。 [ )0: ,l s R+∞ → ， l 是不减函数，满足 ( )lim
t

l t
→+∞

= +∞ 。 

若 ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，则 ( )0 0,s xω < ∞。 
证明 令 ( )0 0, ,x t s x 是脉冲微分方程(1.3)的唯一饱和解使得 ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × 。由引理 2.7 可知脉冲

微分方程等价于测度微分方程(2.3)。其中 [ )0: , n
cf B t R× +∞ →� ， [ )0: ,g t R+∞ → ，由(2.4) (2.5)式所给，再

由定理 3.1 得 ,f g� 满足条件(A1)~(A4)。 
当 [ ) { }0 0 , ,js t j Zτ +∈ +∞ ∈ 时，由(2.5)式有 

( ) ( ) ( )

( )
0

0 0

0 0

lim

0.

t s
g s g t g s

s j s j

+

+

→

+

∆ = −

= + − +

=

 

则 ( ) ( )0 0 0 0 0, cx f x s g s x B++ ∆ = ∈� 。 
当 0 js τ= 时， j Z+∈ 由(2.5)式有 

( ) ( ) ( )

( )
0

0 0

0 0

lim

1
1.

t s
g s g t g s

s j s j

+

+

→

+

∆ = −

= + − + −

=

 

则 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, j cx f x s g s x I x B++ ∆ = + ∈� 。 
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综上，对每个 ( ) [ )0 0 0, ,cx s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cx f x s g s B++ ∆ ∈� 。由引理 2.2 脉冲微分方程(1.3)的
饱和解是存在唯一的。最后，(J1)，(J2)满足引理 2.3 的(U1)，(U2)，所以由引理 2.3 此定理结论得证。 

推论 3.3 设 [ )0 ,nR tΩ = × +∞ ， [ )0: ,n nf R t R× +∞ → ， [ )0: ,n n
jI R t R× +∞ → ，{ } [ )0 ,j j Z

tτ
+∈
⊂ +∞ 为递

增正实数序列满足 lim
j→+∞

= +∞。且 f ， jI 满足条件(B1)~(B3)，其中 cB 用 nR 代替。若存在函数 

[ )0: , nU t R R+∞ × → 和楔子 [ ) [ )i : 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2,3i = ，满足 (J1)， (J2)其中 cB 用 nR 代替。若

( ) [ )0 0 0, , ns x t R∈ +∞ × 。则 ( )0 0,s xω = +∞。并且当 t →+∞时， ( )0 0, ,x t s x →+∞。 
证明 由引理2.7脉冲微分方程(1.3)等价于测度微分方程(2.3)。再由定理 3.1 ,f g� 满足条件(A1)~(A4)。

据定理 3.2 的证明可得对每个 ( ) [ )0 0 0, ,cz s B t∈ × +∞ ，有 ( ) ( )0 0 0 0, cz f z s g s B++ ∆ ∈� 。则由引理 2.1 可知

( ),F h∈ Ω ，再由(2.1)式可得 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,F x t F x h t hτ τ− ≤ − 。因为 { }ccB x X x c= ∈ < ，所以 ( )x t N∈ ，

cN B⊂ 为 nR 中的闭集。综上，由引理 2.5 ( )0 0,s xω = +∞。 
下面证明当 t →+∞时， ( )0 0, ,x t s x →+∞。 
令 γ 是正数满足 ( ) ( )2 1 0W W xγ = 这样的 γ 的存在性由 2W 的连续性保证。由 (J2) 有函数

( )) ( )( )0 0 0, , ,s s x V t x tω ∋ � 是不减的。则由(J1)对每个 [ )0 ,t s ω∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 0 0 1 0 2, , .W x t V t x t V s x s W x s W γ≥ ≥ ≥ =                  (3.1) 

因为 2W 为递增函数，因此由(3.1)式有 

( ) [ )0, , .x t t sγ≥ ∈ +∞  

另一方面，对每个 [ )0 ,t s∈ +∞ ，由条件(J2)和(3.2)式有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 0 3

0 0 3 0

, , d

, .

t

s
V t x t V s x s W x s l s

V s x s W l t l sγ

≥ +

≥ + −

∫  

因此由(J1)及(3.3)式，对每个 [ )0 ,t s∈ +∞ ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 0 3 0, .W x t V s x s W l t l sγ≥ + −  

因为 l 是不减函数且满足 lim
t→+∞

= +∞，所以由楔子的定义当 t →+∞时， ( )x t →+∞。 

定理 3.4 设函数 [ )0: , n
cf B t R× +∞ → ， [ )0: , n

j cI B t R× +∞ → ，{ } [ )0 ,j j Z
tτ

+∈
⊂ +∞ 为递增正实数序列

满足 lim jj
τ

→+∞
= +∞ 。且 f ， jI 满足条件 (B1)~(B3)。假定对每个 ( ) [ )0 0 0, ,cx s B t∈ × +∞ ， j Z+∈ ，有

( )0 0j cx I x B+ ∈ 。存在函数 [ )0: , cU t B R+∞ × → 和楔子 [ ) [ ): 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2i = ，满足条件： 

(K1) 对脉冲微分方程(1.3)的每个解 : cx I B→ 有 

( )( ) ( )( )1, ,U t x t W x t≤  

其中 t I∈ ， [ )0 ,I t⊂ +∞ ， I 为非退化区间。 
(K2) 对脉冲微分方程(1.3)的每个饱和解 ( ) ( )0 0, ,x t x t s x= ，( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × ，函数 ( )( ),t U t x t�

在 ( ))0 0 0, ,s s xω 上是正则的，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2, , , d ,
t

s
U t x t U s x s W U x lξ ξ ξ− ≤ ∫  

其中 ( ))0 0 0, , ,t s s s xω∈ ， t s≥ 。 [ )0: ,l s R+∞ → 是不减函数满足 ( )lim
t

l t
→+∞

= +∞ 。 
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若 ( ) [ )0 0 0, , cs x t B∈ +∞ × 使得 ( )0 0, 0U s x < ，则 ( )0 0,s xω < ∞。 
证明 同定理 3.2 证明一样，由引理 2.4 此定理结论得证。 
推论 3.5 设 [ )0 ,nR tΩ = × +∞ 。假定 [ )0: ,n nf R t R× +∞ → ， [ )0: ,n n

jI R t R× +∞ → ，{ } [ )0 ,j j Z
tτ

+∈
⊂ +∞ 为

递增的正实数序列满足 lim jj
τ

→+∞
= +∞。且 f ， jI 满足条件(B1)~(B3)，其中 cB 用 nR 代替。若存在函数 

[ )0: , nU t R R+∞ × → 和楔子 [ ) [ ): 0, 0,iW +∞ → +∞ ， 1,2i = ，满足 (K1)， (K2)，其中 cB 用 nR 代替。若

( ) [ )0 0 0, , ns x t R∈ +∞ × 使得 ( )0 0, 0U s x < ，则 ( )0 0,s xω = +∞。并且当 t →+∞时。 ( )0 0, ,x t s x →+∞。 
证明 ( )0 0,s xω = +∞的证明同推论 3.3 的证明一样。 
下面证明当 t →+∞时， ( )0 0, ,x t s x →+∞。因为 ( )0 0,s xω = +∞，因此由条件(K1)和 1W 的单调性有 

( )( ) ( )( ) ( ) [ )1 1 0, , , .V t x t W x t W c t s≤ ≤ ∈ +∞  

由条件(K2)有 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0

0 0 2, , , d 0.
t

s
V t x t V s x s W V x lξ ξ ξ− ≤ ≤∫  

对所有的 [ )0 ,t s∈ +∞ 有 

( )( ) ( )( ) ( ) [ )0 0 0 0 0, , , 0, , ,V t x t V s x s V s x t s≤ = < ∈ +∞  

即 

( )( ) ( )( ) [ )0 0 0, , 0, , .V t x t V s x s t s≥ > ∈ +∞                        (3.4) 

由(3.4)式及条件(K2)有 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

0

0

0 0 2

0 0 2 0 0

0 0 2 0 0 0

, , , d

, , d

, , 0

t

s

t

s

V t x t V s x s W V s x s l s

V s x s W V s x s l s

V s x s W V s x s l t l s

≤ −

≤ −

= − − <

∫

∫  

即 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( )

0 0 2 0 0 0

2 0 0 0

, , ,

,

V t x t V s x s W V s x s l t l s

W V s x s l t l s

≥ − + −

> −
 

因为 l 为不减函数且满足 ( )lim
t

l t
→+∞

= +∞ ，所以由楔子的定义当 t →+∞时， ( )x t →+∞。 
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