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摘  要 

从某种意义上来讲，求函数的不定积分是一种运算，牛顿–莱布尼茨公式(微积分基本定理)揭示了定积

分与不定积分的联系，为解决定积分以及多重积分乃至曲线积分和曲面积分问题提供了极大的方便，因

而求函数的不定积分在积分学习中占有极其重要的地位。求不定积分运算可视为求导的逆运算，因而在

现有市面教材中由函数和、差、积的求导法则相应推出了函数和、差、积(分部积分公式)的积分法则，

而唯独没有商的积分法则。本文通过函数商的求导法则推导出函数商的积分法则，我们称之为商的分部

积分法则。通过历年全国硕士研究生入学统一考试试题和广东省大学生数学竞赛试题作为例子说明商的

分部积分法则的应用。该法则为解决被积函数中有分式的积分提供了一种思路。 
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Abstract 
In a sense, the indefinite integral of a function is an operation. Newton-Leibniz formula (The Fun-
damental Theorem of Calculus) reveals the relationship between definite integral and indefinite 
integral, which provides great convenience for solving definite integral, multiple integral, and 
even curve integral and surface integral. Therefore, the indefinite integral of a function occupies 
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an extremely important position in integral learning. The indefinite integral operation can be re-
garded as an inverse operation for derivation. Therefore, in the existing market teaching mate-
rials, the integral laws of the sum, difference and integral (partial integral formula) of indefinite 
integral are derived from the derivative laws of function sum, difference and integral, but there is 
only no integral law of quotient. In this paper, the integral law of function quotient is derived from 
the derivative law of function quotient, which is called the quotient partial integral law. The ap-
plication of the quotient’ s partial integral rule is illustrated by examples of the national unified 
entrance examination for postgraduate students and the mathematical competition test for col-
lege students in Guangdong Province over the years. This rule provides a way of thinking for solv-
ing the integral of fraction in the integrand function. 
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1. 引言 

众所周知，在区间 I 上，函数 ( )f x 的带有任意常数项的原函数称为 ( )f x 在区间 I 上的不定积分[1]，
记作 ( )df x x∫ 。函数 ( )f x 的带有任意常数项的原函数即是函数 ( )f x 的所有原函数，函数 ( )f x 的不定积

分事实上是函数 ( )f x 的原函数的全体，是一个函数族。因而求一个函数的不定积分即是求它的原函数，

在某种程度上来讲，求不定积分运算与求导运算是互逆的运算，这就类似于开方运算与平方运算是互逆

的运算一样。 
牛顿–莱布尼兹公式(Newton-Leibniz Formula) (微积分基本定理) [2]揭示了定积分与被积函数的原函

数或者不定积分之间的联系，将定积分的计算问题转化为求原函数(计算不定积分)的问题，因而不定积分

运算在积分运算中占有相当重要的地位。 
求不定积分运算和求导运算是互逆的运算，因而其法则也应有对应，在现有市面教材中[3]，唯独没

有与函数商的求导法则对应的函数商的不定积分法则。本文首先回顾函数求导法则与函数积分法则，然

后推导出函数商的分部积分法则，通过历年全国硕士研究生入学统一考试试题和广东省大学生数学竞赛

试题为例子说明函数商的分部积分法则的应用。值得注意的是，历年全国硕士研究生入学统一考试试题

中的不定积分问题绝大多数都可以通过商的分部积分法则加以解决。
 

2. 求导法则与不定积分法则对照 

假定下列所述函数都满足可导或可积的条件。那么函数和、差、积的求导法则以及复合函数的求导

法则分别为 

(1) ( ) ( )( ) ( ) ( )u x v x u x v x′ ′ ′± = ± ； 

(2) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x′ ′ ′= + ； 

(3) ( )( )( ) ( )( ) ( )F u x F u x u x′ ′ ′= ⋅ 。 

与上面(1)、(2)和(3)对应的积分法则分别为 
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(1') ( ) ( ) ( ) ( )d d df x g x x f x x g x x± = ±∫ ∫ ∫ ； 

(2') ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d df x g x x f x g x f x g x x′ ′= −∫ ∫ ； 

(3') ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )d d df u x u x x f u x u x f u u′ = =∫ ∫ ∫ ； 

其中 ( )u u x= 。 
(2')称为分部积分公式，(3')称为第一换元积分(凑微分)，它们分别对应于函数积的求导法则(2)和复合

函数求导法则(3)。 

3. 商的分部积分法则 

首先回顾一下商的求导法则。如果函数 ( )u x 和 ( )v x 都在点 x 可导，那么它们的商(除分母为零的点外)
在点 x 也可导，且 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

u x u x v x u x v x
v x v x

′ ′ ′  −
=  

 
。 

整理上式，得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )2

v x u x u x
u x

v x v xv x

′′ ′  
⋅ = −   

 
, 

在等式两端同时积分得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 d d d d

v x u x u x u x u x
u x x x x x

v x v x v x v xv x

′′ ′ ′ 
⋅ = − = −  

 
∫ ∫ ∫ ∫ , 

即有商的分部积分法则： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )2 d d

v x u x u x
u x x x

v x v xv x
′ ′

⋅ = −∫ ∫ 。                           (*) 

该法则也可由积的分部积分法则(分部积分公式)推导得到。事实上，由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d df x g x x f x g x f x g x x′ ′= −∫ ∫ , 

取 ( ) ( )f x u x= ， ( ) ( )
1g x

v x
= 代入上式得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )2 d d

v x u x u x
u x x x

v x v xv x
′ ′

− = −∫ ∫ , 

整理即得(*)。 
商的分部积分法则的特点是：左端的被积函数中分母为一个函数 ( )v x 的平方，而分子是函数 ( )v x 的

导数与另一函数 ( )u x 的乘积，即 ( ) ( )
( )2

v x
u x

v x
′

⋅ ，通过法则，转化为计算函数 ( )u x 的导数与函数 ( )v x 的商

( )
( )

u x
v x
′

的不定积分与函数
( )
( )

u x
v x

的差。转化后积分较之于原来的积分要容易计算。因而在实际运用过程中，

如何选取商的分部积分法则中的 ( )u x 和 ( )v x 是解题的关键。 
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特别地，当 ( ) 1u x = 时，公式(*)简化为

 
( )
( ) ( )2

1d
v x

x C
v xv x

′
= − +∫ 。 

下面我们通过具体的例子说明商的分部积分法则的应用。 

例 1 (2001 年考研数一) 求 2

arctan e d
e

x

x x∫ 。 

【分析】先利用第二换元积分法进行换元，然后再利用商的分部积分法则公式(*)，关键是确定公式

中的 ( )u x 和 ( )v x 。 

解：令 arctan ex t= ，则 e tanx t= ， ln tanx t= ，
( )tan

d d
tan

t
x t

t

′
= ，于是 

( )
2 2

tanarctan e d d
tane tan

x

x

ttx t
t t

′
= ⋅∫ ∫ 。 

令
( )

2

tan
d

tan tan
ttI t

t t

′
= ⋅∫ ，取 ( )

tan
tu t

t
= ， ( ) tanv t t= ，则由商的分部积分法则公式(*)可知 

( ) ( )
2 2 2

2
12 2

tan tan tan 1tan tand d d
tan tan tan tantan tan tan

cot d cot ,
tan tan

t t
t t t tt tt tI t t t

t t t tt t t
t tt t I t t I C

t t

′ 
 ′ ′− = ⋅ = − = −

= − − = − − − − +

∫ ∫ ∫

∫

 

于是 2 2

1 1 arctan ecot e arctan e
2 2tan e

x
x x

x

tI t t C C
t

−  = − + + + = − + + +  
   

，其中 1
1
2

C C= 。 

因而 2 2

arctan e 1 arctan ed e arctan e
2e e

x x
x x

x xx C− 
= − + + + 

 
∫ 。 

例 2. (2013 年考研数一) 求
( )21

ln d
1

x x
x

+∞

+
∫ 。 

【分析】原积分为无穷限的广义积分，因而关键是计算不定积分
( )2

ln d
1

x x
x+

∫ ，找到被积函数
( )2

ln
1

x
x+

的原函数，注意到
( )

( )
( )2 2

ln 1ln
1 1

x xx
x x

′+
=

+ +
，因而取 ( ) lnu x x= ， ( ) 1v x x= + ，代入公式(*)即可求得被积函 

数的原函数。 
解：取 ( ) lnu x x= ， ( ) 1v x x= + ，利用商的分部积分法则公式(*)得 

( )
( )

( )
( )

( )2 2

ln 1 lnln ln 1 lnd d d d
1 1 1 11 1

1 1 ln ln lnd d ln ln 1 ln ,
1 1 1 1 1

x x xx x xx x x x
x x x x xx x

x x x xx x x x C C
x x x x x x

′ ′+
= = − = −

+ + + ++ +

= − − = − + − + = − +
+ + + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

因而
 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.1110190


王琦，尤卫玲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.1110190 1700 理论数学 
 

( )21
1

ln ln ln 1d ln lim ln ln
1 1 1 1 21

1
ln 1ln lim lim ln ln1 lim ln 2 ln 2

1 1 2 1

x

x x x

x x x x xx
x x x xx

x x x
x x

+∞
+∞

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

   
= − = − −   + + + ++    

 = − − = − + = + + 

∫

。

 

例 3. (2018 年考研数一) 求 2e arctan e 1dx x x−∫ 。 

【分析】先利用第二换元积分法进行换元，然后再利用商的不定积分法则公式(*)，关键是确定公式

中的 ( )u x 和 ( )v x 。 

解：令 e 1x t− = ，则 2e 1x t= + ， ( )2ln 1x t= + ，
( )2

2

1
d d

1

t
x t

t

′+
=

+
，于是 

( ) ( )
( )

2
32 2

22

1
e arctan e 1d 1 arctan d

1
x x

t
x t t t

t

′+
− = + ⋅

+
∫ ∫ 。 

令 ( ) ( )
( )

2
32

22

1
1 arctan d

1

t
I t t t

t

′+
= + ⋅

+
∫ ，取 ( ) ( )32 1 arctanu t t t= + ， ( ) 2 1v t t= + ，则由商的分部积分法则 

公式(*)可知 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2
32

22

3 32 2

2 2

2 22 2
22

2

22 2 2

23 2
1

1
1 arctan d

1

1 arctan 1 arctan
d

1 1

6 1 arctan 1
d 1 arctan

1

3 2 1 arctan d 1 d 1 arctan

13 + 1 arctan ,
3

t
I t t t

t

t t t t
t

t t

t t t t
t t t

t

t t t t t t t t

I t t t t C

′+
= + ⋅

+

′
+ +

= −
+ +

+ + +
= − +

+

= + + + − +

= + − + +

∫

∫

∫

∫ ∫

 

于是 ( )
3 221 1 arctan
6 2 2
t tI t t C= − − + + + ，其中 1

1
2

C C= − 。 

因而
 

( )

( ) ( )

3 22 2

3 1
2 2

2

1e arctan e 1d 1 arctan
6 2 2

e 1 e 1 1 e arctan e 1
6 2 2

x x

x x
x x

t tx t t C

C

− = − − + + +

− −
= − − + − +

∫

。

 

例 4. (第七届广东省大学生数学竞赛) 计算不定积分
3

sin
2

cos sine d
cos

x x x x x
x
−

∫ 。 

【分析】被积函数中出现了分式，且分母为平方形式，而分子为两项做差，因而可考虑拆分为两部

分，一部分用商的分部积分公式，一部分用乘积的分部积分公式。 
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解：因为
( )3

sin sin sin
2 2

coscos sine d e cos d e d
cos cos

x x x xx x x x x x x x
x x

′−
= +∫ ∫ ∫ ，而 

( ) ( )sin sin sin sin sin
1e cos d e d sin d e e e dx x x x xx x x x x x x x C= = = − +∫ ∫ ∫ ∫ 。 

对于积分
( )sin

2

cos
e d

cos
x x

x
x

′
∫ ，取 ( ) sine xu x = ， ( ) cosv x x= ，由商的分部积分法则公式(*)可知 

( ) ( )sin sin sin
sin sin

22

ecos e ee d d e d
cos cos coscos

x x x
x xx

x x x C
x x xx

′′
= − = − +∫ ∫ ∫ 。 

因而 

( )3 sin
sin sin sin sin

2 2

coscos sin ee d e cos d e d e
coscos cos

x
x x x xxx x x x x x x x x C

xx x

′−
= + = − +∫ ∫ ∫ , 

其中 1 2C C C= + 。 

4. 小结 

被积函数中含有分母的不定积分往往比较难计算，这时可考虑寻找合适的 ( )u x 和 ( )v x ，利用商的分

部积分法则加以解决。商的分部积分法则对解决被积函数中含有分母的不定积分提供了一种思路，通过

历年全国硕士研究生入学统一考试试题中的不定积分题目笔者发现，绝大多数都可以通过商的分部积分

法则加以解决。因而这个法则必须引起重视，对于解决一些特殊积分会带来极大方便。 
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