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Abstract 
In recent years, with the wide application of distributed networks and multi-agent systems, coor-
dination and control problems have become a hot spot of research in related fields. In this paper, 
the finite-time consensus problems for leader-following second-order multi-agent systems are 
studied. Firstly, a class of nonlinear finite-time tracking control protocol is proposed, based on 
state feedbacks containing full information of position and velocity. Secondly, under the fixed and 
undirected network topology containing a spanning tree, with the help of Lyapunov stability 
theory and homogeneity theory, we prove that the control protocol enables each agent in the sys-
tem to reach an agreement with the leader in finite time. Then, we expand the current protocol. 
Based on the dynamic output feedback with only relative position information, we propose the 
corresponding control protocol and prove its finite-time consistency. Finally, using Matlab to si-
mulate the two kind of protocol, we prove the effectiveness of our results. 
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摘  要 

近年来，随着分布式网络和多智能体系统的广泛应用，协调控制问题成为了相关领域的研究热点。本文

研究了带领航者的二阶多智能体系统的有限时间一致性问题。首先，基于包含完整位置和速度信息的状

态反馈，提出了一类非线性有限时间控制协议。其次，在含有生成树的固定无向网络拓扑结构下，利用

Lyapunov稳定性理论和齐次性理论，证明了该控制协议能够使系统中的各智能体在有限时间内与领航者

的状态达到一致。然后，在上述协议的基础上进行了拓展。基于只包含位置信息的动态输出反馈，给出

了相应的控制协议，并证明了其有限时间一致性。最后，利用Matlab分别对以上两种协议进行了数值仿

真，证明了结论的有效性。 
 
关键词 

二阶多智能体，有限时间一致，领航者，Lyapunov稳定性，齐次理论 

 
 

1. 引言 

近年来，随着分布式网络和多智能体系统的广泛应用，协调控制问题成为了相关领域的研究热点。

一致性作为协调控制的基础，具有很强的现实意义和理论价值。然而，关于有限时间一致性问题，大多

数文献仅仅局限于一阶多智能体系统，对于二阶或更高阶的系统却很少有涉及。文献[1]提出了一类二阶

多智能体有限时间跟踪控制协议，本文仿照其方法对原文的控制协议进行了推广，使之具有更强适的用性。 

2. 预备知识 

2.1. 图论 

图论是研究多智能体行为方式的重要工具。对于一个多智能体系统，每个智能体都可看作是一个节

点，相邻智能体之间的信息传递关系都可看作是一条边，因此我们可以很方便的运用有向图或无向图来

模拟多智能体系统的通信关系。 
称 , ,G V E A= 为一个加权有向图，其中 { }1 2, , , nV v v v=  表示图G 的顶点集，顶点 iv 表示第 i 个智能体，

E V V⊆ × 表示图G 的边集， A 表示权重邻接矩阵。记图G 的一条有向边为一个有向对 ( ),i jv v E∈ ，有向边

( ),i jv v 表示智能体 j 能够接收到智能体 i 发来的信息。如果是无向图则表示智能体 j 和智能体 i 之间能够接收

到彼此的状态信息。智能体 j 是智能体 i 的一个邻居当且仅当智能体 i 能够接收到智能体 j 发送的信息。将第 

i 个智能体的所有邻居集合记为 ( ){ }| ,i j iN j V v v E= ∈ ∈ 。一列有序边 ( ) ( ) ( )1 2 2 3 1, , , , , ,k kv v v v v v− 叫做顶 

点 1v 到 kv 的一条有向路径。如果一个图中有一个节点到其它任意一个节点都有一条有向路径,则称此图包含有

向生成树。一个图称作是强连通的，如果任意两个不同的节点之间都有一条有向路径。对于无向图，如果任

意的两个节点之间都有一条路径，那么此图称作是连通的。 
n n

ijA a R × = ∈  称为图G 的权重邻接矩阵，其中 0ija ≥ 。如果 ij N∈ ，即图G 中含有有向边 ( ),j iv v ，

则邻接矩阵 A 中 0ija > ，否则 0ija = 。此外，由于不考虑自环，我们假设对于 1,2, ,i N∀ ∈  有 0iia = 。
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对于无向图，如果存在一条边 ( ),j iv v ，则邻接矩阵 A 中 0ij jia a= > 。顶点 i 的入度和出度分别定义为

( ) 1deg N
in ijji a

=
= ∑ 和 ( ) 1deg N

out jiji a
=

= ∑ 。图G 是一个平衡图当且仅当每个顶点的入度和出度相等，即

( ) ( )deg degin outi i= ， 1, 2, ,i N∀ ∈ 
。显然，无向图是一个平衡图。 

图G 的拉普拉斯矩阵定义为 L D A= − ；其中度矩阵 { }1 2, , , nD diag d d d=  是对角元为 ( )degi ind i= ,

其它元为零的对角矩阵。即有 ijL l =   ，
1

,

,

ij

ij N
ijj

a j i
l

a j i
=

− ≠= 
=∑

。对于无向图G ，其的拉普拉斯矩阵 L 为一

个对称矩阵。 
定理 2.1.1. [2]如果 { }, ,G V E A= 是一个无向连通图，那么图G 的拉普拉斯矩阵 ( )L A 是一个对称半正

定矩阵， ( )L A 有 n 个实特征值，它们以如下的升序排列： ( ) ( ) ( )1 2 max0 nL L Lλ λ λ λ= < ≤ ≤ = 。 

定理 2.1.2. [2]若无向图连通，对于向量 [ ]T1 2, , , nb b b b=  ， 0ib ≥ ， 0b ≠ ，那么矩阵 ( ) ( )L A diag b+

是正定的。 

2.2. 代数 

定理2.2.1. [3]正定矩阵一定是非奇异的。 

定理 2.2.2. [4]设状态空间方程为 x Ax Bu= + ，引入坐标变换矩阵 P ，且 det 0P ≠ ，则变换后的系统

与原系统有相同的特征多项式和特征值，即通过非退化线性替换后，系统稳定性保持不变。 

2.3. 稳定性理论 

考虑下列非线性系统 
( ),x f x t= ， ( )0 0x t x=                                   (2-1) 

式中 nx R∈ 为状态向量， 0t ≥ 是连续时间变量。 
定义 2.3.1. 如果式(2-1)中对所有的 0t ≥ 满足 ( )*, 0f x t = ，则称 *x 是系统(2-1)的一个平衡点。 
我们可以通过一个简单的变换可以将系统(2-1)的平衡点 *x 平移至原点而不改变其稳定性，因此我们

假设 0x = 为系统(2-1)的平衡点。 
直观地说，如果式(2-1)的初始状态 ( )0x t 在原点的邻域内，其运动轨迹 ( )x t 最终也能保持在原点适当

小的邻域内，则称 0x = 是系统(2-1)的稳定平衡点。 
定义 2.3.2. [5] (Lyapunov意义下的稳定性)如果对任意给定的 0 0t ≥ ，及任给的 0ε > ，总存在 ( )0, 0tδ ε > ，

使当任一 0x 满足 

0x δ≤  

时，系统(2-1)的由初始条件 ( )0 0x t x= 确定的解 ( )x t 均有 

( ) 0,x t t tε≤ ∀ ≥  

则称系统(2-1)的平衡点 0x = 是稳定的。 
定义 2.3.3. [5] (渐近稳定性) 如果系统(2-1)的平衡点 0x = 是稳定的且是吸引的，即对所有的 0 0t ≥ ，

存在 ( )0 0tδ > 使得 
( )0 lim 0

t
x x tδ

→∞
< ⇒ =

 

则称平衡点 0x = 为渐近稳定的。 
定理 2.3.1. [5]对于系统方程(2-1)，如果存在正定函数 ( ),V x t ，且 ( ),V x t 沿系统(2-1)解的轨迹对时间 t

的导数满足： 
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( ), 0V x t <  

且连续，则称系统(2-1)的平衡点 0x = 是稳定的。 
定理 2.3.2. 设系统的状态方程为 

( )x f x= ， ( )0 0f = ， ( ) 00x x= ， nx R∈  

如果存在一个标量函数 ( )V x 具有一阶偏导数，并且满足：1) ( )V x 为正定；2) ( )V x 为半负定；3) 除
去 0x = 外，对 0x ≠ ， ( )V x 不恒为零；那么原点平衡状态是渐近稳定的。如果进一步还有当 x →∞时，

( )V x →∞，则系统是大范围渐近稳定的。 

2.4. 有限时间稳定性 

定义 2.4.1. [6]考虑下列非线性系统 

( )x f x= , ( )0 0f = , ( ) 00x x= , nx R∈                         (2-2) 

其中 : n nf R R→ ， ( ) ( )( )T
1 , , nf f x f x= 

是一个连续向量集。令 ( )T
1, , n

nr r R∈ ， 0ir > ， 1, ,i n= 
。 ( )f x

被称为与带有扩张 ( )1, , nr r 的度 k R∈ 是同质或齐次的，如果对于任意 0ε > ，有 

( ) ( )1
1, , n ir k rr

i n if x x f xε ε ε +=
, 1, ,i n= 

, nx R∀ ∈  

系统(2-2)被称为齐次的，如果 ( )f x 是齐次的。 
定理 2.4.1. [7]考虑下列非线性系统 

( ) ( )ˆx f x f x= + ， ( )0 0f = ， nx R∈                          (2-3) 

其中 ( )f x 是一个连续向量集且与带有扩张 ( )1, , nr r

的度 0k < 是齐次的， ( )ˆ 0 0f = 。假设 0x = 是系统

( )x f x= 的一个渐进稳定平衡点。那么 0x = 是系统(2-3)的一个局部有限时间稳定平衡点，如果 

( )1
1

0

ˆ , ,
lim 0

n

i

rr
i n

k r

f x x
ε

ε ε

ε +→
=



, 1, ,i n= 
, 0x∀ ≠  

定理 2.4.2. [7]如果满足定理 2.4.1.的稳定平衡点 0x = 在系统(2-3)上是全局渐进稳定的，那么 0x = 是

系统(2-3)的全局有限时间稳定平衡点。 
定理 2.4.3. [8]如果齐次系统的度 0k < ，那么 0x = 是该系统的有限时间稳定平衡点，当且仅当系统

0x = 渐进稳定。 

3. 带领导者的二阶多智能体系统的有限时间一致性 

3.1. 系统描述 

本章我们主要考虑由 1 个领导者和 N 个跟随者组成的多智能体系统。其中 0 表示多智能体系统中的

领导者， 1,2, ,i n=  表示跟随者。假设领导者的运动状态是独立的，不受其他节点的影响，而每个跟随

者的运动状态则要受到领导者和其他跟随者的共同影响。 
我们用 ix 表示智能体的位置状态，用 iv 表示智能体的速度状态。下面给出多智能体系统在连续时间

下的模型表述： 

, 1, 2, ,i i

i i

x v
i n

v u
=

= =







                                  (3-1) 

0 0

0 0
x v
v

=
 =





                                         (3-2) 
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其中 1, , nx x ， 1, , nv v 分别表示跟随者的位置和速度状态； 0x 和 0v 分别表示领导者的位置和速度状态。 
为简单起见，我们对(3-1) (3-2)的拓扑结构作如下假设： 

假设(1)跟随者之间的通讯网络拓扑是固定无向的。 

假设(2)领导者在无向网络中全局可达。 

分析带领导者的二阶多智能体有限时间一致性问题，即是要找到一个合适的控制协议 ( )iu t 使得： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0

0

lim 0
, 0

lim 0

it T

it T

x t x t
t T

v t v t
→

→

 − = < <
− =

 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

0
,

0
i

i

x t x t
t T

v t v t

− = ≥
− =

 

3.2. 基于状态反馈下的多智能体有限时间一致性 

在各个智能体位置和速度信息已知的情况下，我们给出控制协议如下： 

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1 2 20 0
n n

i ij i j ij i jj ju t l sig a x x l sig a v v
α α

ϕ ϕ
= =

   = − − − −      
∑ ∑                (3-3) 

其中 1 2, 0l l > 为系统的反馈增益； 1 2,α α 为待定参数； ( )k xϕ 为奇函数，且在原点处可线性化，有 

( ) ( )k kx c x o xϕ = + ， 0, 1, 2ka k> = 。 

将控制协议(3-3)带入系统(3-1)中有： 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1 2 20 0

i i

n n
i ij i j ij i jj j

x t v t

v t l sig a x x l sig a v v
α α

ϕ ϕ
= =

 =

    = − − − −       

∑ ∑





               (3-4) 

为了表示跟随者能够追上领导者，我们定义误差变量 ix 和 iv 如下： 

0

0

i i

i i

x x x
v v v
= −

 = −





                                       (3-5) 

将其求到后带入(3-2) (3-4)有： 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1 2 20 0

i i

n n
i ij i j ij i jj j

x t v t

v t l sig a x x l sig a v v
α α

ϕ ϕ
= =

 =

    = − − − −       

∑ ∑



 



    

               (3-6) 

由于从(3-4)到(3-6)作的是一次非退化线性变换(3-5)，根据定理 2.2.2.可知，系统(3-6)与系统(3-4)有相

同的特征值。所以，证明系统(3-6)的有限时间一致性即能说明原系统的有限时间一致性。 
定理 3.2.1.在假设 1 和假设 2 下，控制协议(3-3)能够使系统(3-1) (3-2)实现有限时间一致，如果

10 1α< < ， 1
2

1

2
1
α

α
α

=
+

。 

证明： 

令 ( )T
1, , nx x x=  ， ( )T

1, , nv v v=  ， ( )T
1, , nx x x=  
 ， ( )T

1, , nv v v=  
 ， ( )1, ,1n = 1  

( ) ( ) ( ) T
1 , , nx x xϕ ϕ Φ =   , ( ) ( ) ( ) T

1 1 , , n nsig x sign x x sign x x =    

RETRACTED



李智超 
 

 
251 

( ) ( ) ( )1
T

0 0 0
d , , dnx x x

s s s ds s s =   ∫ ∫ ∫ ，
T

1 , , nx x x =    

1 12 11
10

2021 2 21

0
1 2 1

,

n
j nj

n
j nj

n n
n n njj

a a a a
aa a a

L B

aa a a

=

=

=

 − −   
  − −   = =
  
  
  − − 

∑
∑

∑







   



 

为简便起见，将系统(3-6)用向量表示为： 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )1 2
1 1 2 2

x t v t

v t l sig L B x l sig L B v
α α

 =
    = − Φ + − Φ +       



 



  

                     (3-7) 

作线性变换，令 

( )
( )

X L B x

Y L B v

= +


= +





 

对其求导，并带入(3-7)中有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2
1 1 2 2

X Y

Y l L B sig X l L B sig Yα α

 =


= − + Φ − + Φ





                     (3-8) 

由定理 2.1.2.知，在假设 1 和假设 2 下，L B+ 为一正定矩阵，又由定理 2.2.1.知正定矩阵是非奇异的，

因此从系统(3-7)到(3-8)的线性变换是非退化的。根据定理 2.2.2，系统(3-6) (3-7) (3-8)有着相同的稳定性。

因此，我们可以通过证明系统(3-8)的有限时间一致性来说明系统(3-1) (3-2)的有限时间一致性。 
对系统(3-8)选取相应的 Lyapunov 函数： 

( ) ( )( )1T
1 1 10

1 d
2

X
V Y Y l L B sig s sα= + + Φ∫  

易知，当 0Y ≠ 时， T 0Y Y > ，又 ( )1 xΦ 和 ( ) 1sig x α
都为奇函数，因此 X 与 ( )( )1

1 sig X αΦ 同号，所以

当 0X ≠ 时， ( )( )1
10

d 0
X

sig s sαΦ >∫ 。因此有 1 0V > 。对 1V 沿着(3-8)的轨迹求导可得： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1

1 2

1

2

T T T
1 1 1

T T
1 1

T
1 1 2 2

T
1 1

T
2 2

1 1
2 2

0

V Y Y Y Y l X L B sig X

Y Y l Y L B sig X

Y l L B sig X l L B sig Y

l Y L B sig X

l Y L B sig Y

α

α

α α

α

α

= + + + Φ

= + + Φ

 = − + Φ − + Φ  

+ + Φ

= − + Φ

≤

   



 

注意，当 1 0V ≡ 时有 0Y ≡ ，又当 0Y ≡ 时有， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2
1 1 2 2 0 0Y l L B sig X l L B sig Y Xα α≡ − + Φ − + Φ ≡ ⇒ ≡  

由定理 2.3.2.知系统(3-8)是渐进稳定的。 
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因为奇函数 ( )k xΦ 在原点附近有 ( ) ( )k kx c x o xΦ = + 的性质，因此在原点的邻域附近系统(3-8)可以写

成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

ˆ ,

X Y

Y l c L B sig X l c L B sig Y f X Yα α

 =


= − + − + +





                    (3-9) 

其中 ( ) ( )( ) ( )( )1 2ˆ ,f X Y o sig X o sig Yα α= + 。 

提取系统(3-9)的线性部分有： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

X Y

Y l c L B sig X l c L B sig Yα α

 =


= − + − +





                       (3-10) 

对系统(3-10)选取相应的 Lyapunov 函数： 

( ) 11T 1 1
2

1

1 0
2 1

l cV Y Y L B X α

α
+= + + >

+
 

对 2V 沿着(3-10)的轨迹求导得： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 2

1

2

T T T
2 1 1

T T
1 1

T
1 1 2 2

T
1 1

T
2 2

1 1
2 2

0

V Y Y Y Y l c X L B sig X

Y Y l c Y L B sig X

Y l c L B sig X l c L B sig Y

l c Y L B sig X

l c Y L B sig Y

α

α

α α

α

α

= + + +

= + +

 = − + − + 

+ +

= − +

≤

   



 

注意，当 2 0V ≡ 时有 0Y ≡ ，又当 0Y ≡ 时有， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2 0 0Y l c L B sig X l c L B sig Y Xα α≡ − + − + ≡ ⇒ ≡  

由定理 2.3.2.知系统(3-10)是渐进稳定的。 
下面证明系统(3-10)的齐次性。 
根据齐次性定义 2.4.1. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1

1 2 1 21 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

r r k

r r r k

Y Y

L B l c sig X l c sig Y L B l c sig X l c sig Y
α α α α

ε ε

ε ε ε

+

+

 =

    + − − = + − −     

 

2 1

1 1 2

2 2 2

r r k
r r k
r r k
α
α

= +
⇒ = +
 = +

 

根据条件 10 1α< < ， 1
2

1

2
1
α

α
α

=
+

，可以解得， 1 2r = ， 2 11r α= + ， 1 1 0k α= − < ，因此系统(3-10)是

与带有扩张 ( )( )T T
12 , 1n nα⋅ + ⋅1 1 的度 1 1 0k α= − < 是齐次的。 

因为 ( ) ( )( ) ( )( )1 2ˆ ,f X Y o sig X o sig Yα α= + ，所以 ( ) ( )( ) ( )( )1 2ˆ 0,0 0 0 0f o sig o sigα α= + =  

又因为 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 211 2 1

2 1

12

20 0
lim lim 0

r r

k r

o sig X o sig Y o sig X o sig Y
α α αα α

αε ε

ε ε ε ε

ε ε

+

+→ →

+ +
= =  

由于系统(3-10)在原点处渐进稳定，且与带有扩张 ( )( )T T
12 , 1n nα⋅ + ⋅1 1 的度 1 1 0k α= − < 是齐次的。又

因 ( )ˆ 0 0f = ，
( )1 2

20

ˆ ,
lim 0

r r

k r

f X Y
ε

ε ε

ε +→
= 。根据定理 2.4.1.系统(3-9)在原点处局部有限时间稳定。 

由于前面证得原点是系统(3-8)在原点处全局渐进稳定，因此由定理 2.4.2 知，原点是系统(3-8)的一个

全局有限时间稳定平衡点。即可得到系统(3-1) (3-2)在控制协议(3-3)下有限时间一致。证毕。 

3.3. 基于输出反馈下的多智能体有限时间一致性 

在实际中，我们不一定能够得到位置和速度信息的完整状态反馈，因此设计一个基于输出反馈的控

制算法具有很强的现实意义。下面类似于[7]，我们给出一种在速度信息缺失情况下的控制协议。 

( )( ) ( )( )
( )
( ) ( )

1 2

1

2

1 1 2 2

3

0 41

i i i

i i i i

n
i ij i j i i i ij

u l sig l sig

l sig p

a u u a u l sig p

α α

σ

σ

ϕ θ ϕ η

θ η θ

η θ
=

 = − −

 = − −


= − + − −


∑





                        (3-11) 

( ) ( )

( ) ( )
0 01

0 01

n
i ij i j i ij

n
i ij i j i ij

p a x x a x x

q a v v a v v

=

=

 = − + −


= − + −

∑
∑

                            (3-12) 

其中 0, 1,2,3,4jl j> = 为系统的反馈增益； 1 2 1 2, , ,α α σ σ 为待定参数； , n
i i Rθ η ∈ 为系统状态，用于估计辅

助变量 ip 和 iq ；辅助变量 ip 和 iq 分别表示第 i 个智能体与其他智能体之间的相对位置和相对速度。

( )k xϕ 为奇函数，且在原点处可线性化，有 ( ) ( )k kx c x o xϕ = + ， 0, 1,2ka k> = 。 
注意：控制协议(3-11)并没有出现速度的相对状态 iq ，因此它能够适用于速度信息不可测的多智能

体系统。 
将(3-11)带入系统(3-1)有： 

( )( ) ( )( )1 2
1 1 2 2

i i

i i i

x v

v l sig l sigα αϕ θ ϕ η

=
 = − −





                           (3-13) 

其中： 

( )
( ) ( )

1

2

3

0 41

i i i i

n
i ij i j i i i ij

l sig p

a u u a u l sig p

σ

σ

θ η θ

η θ
=

 = − −


= − + − − ∑





                        (3-14) 

对(3-12)求导后带入(3-1)(3-2)有： 

( ) 01

i i
n

i ij i j i ij

p q

q a u u a u
=

=
 = − + ∑




                               (3-15) 

继续引用前文提到的误差变量 ix 和 iv  

0

0

i i

i i

x x x
v v v
= −

 = −




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对其求导后带入(3-1)(3-2)(3-13)有： 

( )( ) ( )( )1 2
1 1 2 2

i i

i i i

x v

v l sig l sigα αϕ θ ϕ η

 =


= − −



 





                           (3-16) 

其中： 

( )
( ) ( )

1

2

3

0 41

i i i i

n
i ij i j i i i ij

l sig p

a u u a u l sig p

σ

σ

θ η θ

η θ
=

 = − −


= − + − − ∑





 

由于从(3-13)到(3-16)作的是一次非退化线性变换，因此我们只需证明系统(3-16)的有限时间一致性即

能说明系统(3-13)的有限时间一致性。 
定理 3.3.1. 在假设 1 和假设 2 下，控制协议(3-11)能够使系统(3-1) (3-2)实现有限时间一致，如果

10 1α< < ， 1
2

1

2
1
α

α
α

=
+

， 20 1σ< < ， 2
1

1
2
σ

σ
+

= 。 

证明： 
令 

i i i

i i i

p p
q q

θ
η

= −
 = −





 

对其求导并带入(3-14)(3-15)中有： 

( )
( ) ( ) ( )

1

2

3

0 4 01 1

i i i i i

n n
i ij i j i i i i ij i j i ij j

p l sig p q

q a u u a u l sig p a u u a u

σ

σ

η θ

θ
= =

 = − − −


= − + − − − − − ∑ ∑









⇒  

( )
( )

1

2

3

4

i i i

i i

p q l sig p

q l sig p

σ

σ

 = −


= −



  



 

                                   (3-17) 

下面，我们先证明系统(3-17)的在原点处的有限时间稳定性。若得证，则有 i ipθ = ， i iqη = ( t T≥ 时)
成立。 

令 ( )T
1, , np p p=  
 ， ( )T

1, , nq q q=  
 ， 

( ) ( ) ( ) T
1 1 , , n nsig x sign x x sign x x =   , 

T
1 , , nx x x =    

将(3-17)写成向量形式有： 

( )
( )

1

2

3

4

p q l sig p

q l sig p

σ

σ

 = −


= −



  



 

                                   (3-18) 

对于系统(3-18)，构造 Lyapunov 函数有： 

( ) 2 1 T2
4

1
, 0

2
V p q l p q qσ σ+ +

= + >      

对正定标量函数 ( ),V p q  沿着系统(3-18)的轨迹求导 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 2

2 1 2

2

1 2

2T T T
4 2

T
T

4 2 3 2

T
T

4 2 3 4 2

T
4 2

T

3 4 2

1
, 1

2

1 1

1 1

1

1

V p q l p sig p q q q q

l q l sig p sig p q q

l q sig p l l sig p sig p

l q sig p

l l sig p sig p

σ

σ σ

σ σ σ

σ

σ σ

σ
σ

σ σ

σ σ

σ

σ

+
= + + +

= + − + +

 = + − +  

− +

 = − +  

  

       



    

   

 

 

 

由于 3 4, 0l l > ， ( )sig p 为奇函数，因此有 ( ) ( )1 2
T

0sig p sig pσ σ  ≥   ，所以 ( ), 0V p q ≤

  。 

当 ( ), 0V p q ≡

 
时有 0p ≡ ， ( ) 1

3 0p q l sig p σ≡ − ≡

   ，因此 0q ≡ 。由定理 2.3.2.知系统(3-18)是渐进稳定

的。 
由齐次性定义 2.4.1.，令 

( ) ( )
( ) ( )

1 12 1 1 1

2 21 2

3 3

4 4

r r r k r k

r r k

q l sig p q l sig p

l sig p l sig p

σ σ

σ σ

ε ε ε ε

ε ε

+ +

+

 − = −

− = −

   

 

2 1

1 1 1

1 2 2

r r k
r r k
r r k
σ
σ

= +
⇒ = +
 = +

 

根据条件 20 1σ< < ， 2
1

1
2
σ

σ
+

= ，可以解得， 1
1

1r
σ

= ， 2 1r = ， 2 2

1 2

11 0
1

k σ σ
σ σ

−
= − = <

+
，因此系统(3-18)

是与带有扩张 T T

1

1 ,1n nσ
 

⋅ ⋅ 
 

1 1 的度 2

1

1k σ
σ

= − 是齐次的，由定理 2.4.3.知，系统(3-18)在是有限时间稳定的。 

因此，我们得到在 t T≥ 时， i ipθ = ， i iqη = ，将其带入(3-13)有： 

( )( ) ( )( )1 2
1 1 2 2

,
i i

i i i

x v
t T

v l sig p l sig qα αϕ ϕ

 = ≥
= − −



 





                        (3-19) 

再将(3-12)带入(3-19)有： 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1 2 20 0

,
i i

n n
i ij i j ij i jj j

x t v t
t T

v t l sig a x x l sig a v v
α α

ϕ ϕ
= =

 =
 ≥    = − − − −       

∑ ∑



 



    

           (3-20) 

相同于定理 3.2.1.的证明，我们可以得到系统(3-20)在原点处是有限时间一致的。因此，系统(3-1)(3-2)
在控制协议(3-11)下能够实现有限时间一致，即定理 3.3.1.得证。 

4. 数值仿真 

4.1. 状态反馈下的控制协议仿真实验 

考虑有 1 个领导者和 4 个跟随者的多智能体系统，其无向网络拓扑结构如图 1。其中节点 0 表示领

导者，节点 ( )1,2,3,4i i = 表示跟随者。规定节点 i 能收到节点 j 的信息时 1ija = ，否则 0ija = 。因此上图

的邻接矩阵、拉普拉斯矩阵，以及领导者与跟随者的关系矩阵分别为： 
0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

, ,
1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 0

A L B

−     
     −     = = =
     −
     

−     
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Figure 1. Network topology structure 
图 1. 网络拓扑结构图 

 
我们设定跟随者的初始状态为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 60, 90,30, 10x x x x = − −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 80,60, 20,30v v v v = − −  

领导者的初始状态为 ( )0 0 40x = ， ( )0 0 10v = ，且对任意时刻 0t ≥ 有 ( ) ( )0 0 0v t v= 。 

为方便起见，我们选取 ( )k x xϕ = ，得到如下控制协议： 

( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 20 0
n n

i ij i j ij i jj ju t l sig a x x l sig a v v
α α

= =
= − − − −∑ ∑ ， 1,2,3,4i =               (4-1) 

对于协议(4-1)我们令 1 0.2α = ， ( )2 1 12 1 0.3333α α α= + = ， 1 2 1l l= = ，运用 matlab 软件进行数值仿

真，得到该多智能体系统的位置轨迹和速度轨迹如图 2、图 3。 
图中红色曲线代表领导者的运动轨迹，其他色曲线代表跟随者的运动轨迹。由图像轨迹我们可以得

到，在控制协议(4-1)下，跟随者能在有限时间内追上领导者，即系统实现有限时间一致。 
当我们令 1 0.5α = ， ( )2 1 12 1 0.6667α α α= + = ， 1 2 1l l= = 时，得到新的运动轨迹如图 4、图 5。 
对比图 2，图 3 与图 4，图 5 可以知道，当 1α 取值越大时，跟随者能够更快的收敛到与领导者相同

的位置和速度状态，系统实现有限时间一致。 

4.2. 输出反馈下的控制协议仿真实验 

考虑有 1 个领导者和 5 个跟随者的多智能体系统，其无向网络拓扑结构如图 6。其中节点 0 表示领

导者，节点 ( )1,2,3,4,5i i = 表示跟随者。规定节点 i 能收到节点 j 的信息时 1ija = ，否则 0ija = 。因此上图

的邻接矩阵、拉普拉斯矩阵，以及领导者与跟随者的关系矩阵分别为： 

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1

, ,1 0 0 0 1 1 0 2 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0

A L B

−     
     −     
     = = =− −
     

−     
     −     

 

我们设定跟随者的初始状态为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3 4 50 , 0 , 0 , 0 , 0 30, 60,10, 20, 30x x x x x = − − −  
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Figure 2. The position of each agent state trajectory 
图 2. 各智能体的位置状态轨迹 

 

 
Figure 3. The speed of each agent state trajectory 
图 3. 各智能体的速度状态轨迹 
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Figure 4. The position of each agent state trajectory 
图 4. 各智能体的位置状态轨迹 

 

 
Figure 5. The speed of each agent state trajectory 
图 5. 各智能体的速度状态轨迹 
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Figure 6. Network topology structure 
图 6. 网络拓扑结构图 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3 4 50 , 0 , 0 , 0 , 0 50,60, 20,30,10v v v v v = − −  

领导者的初始状态为 ( )0 0 10x = − ， ( )0 0 20v = ，且对任意时刻 0t ≥ 有 ( ) ( )0 0 0v t v= 。 

为方便起见，我们选取 ( )k x xϕ = ，得到如下控制协议： 

( )( ) ( )( )
( )
( ) ( )

1 2

1

2

1 2

3

0 41

i i i

i i i i

n
i ij i j i i i ij

u l sig l sig

l sig p

a u u a u l sig p

α α

σ

σ

θ η

θ η θ

η θ
=

 = − −

 = − −


= − + − −


∑





                         (4-2) 

( ) ( )

( ) ( )
0 01

0 01

n
i ij i j i ij

n
i ij i j i ij

p a x x a x x

q a v v a v v

=

=

 = − + −


= − + −

∑
∑

                              (4-3) 

对于协议(4-2)我们令 1 0.5α = ， ( )2 1 12 1 0.6667α α α= + = ， 1 0.6σ = ， 2 0.2σ = ， 1 2l l= = 3 4 1l l= = ，

运用 matlab 软件进行数值仿真，得到该多智能体系统的位置轨迹和速度轨迹如图 7、图 8。 
图中红色曲线代表领导者的运动轨迹，其他色曲线代表跟随者的运动轨迹。由图像轨迹我们可以得

到，在控制协议(4-2)下，跟随者能在有限时间内追上领导者，即系统实现有限时间一致。 
当我们令 1 0.5α = ， ( )2 1 12 1 0.6667α α α= + = ， 1 0.8σ = ， 2 0.6σ = ， 1 2 3 4 1l l l l= = = = 时，得到新的

运动轨迹如图 9、图 10。 
对比图 7，图 8 与图 9，图 10 可以知道，当 2σ 取值越大时，跟随者能够更快的收敛到与领导者相同

的位置和速度状态，系统实现有限时间一致。 
综上，我们通过数值仿真分别验证了状态反馈和输出反馈下的有限时间控制协议的有效性。此外通

过改变参数大小我们发现，当 1α 和 2σ 越大时，控制协议有更好的收敛效果。 

5. 结论 

本文研究了带领航者的二阶多智能体系统的有限时间一致性问题。首先，基于状态反馈含有完整位

置和速度信息的多智能体系统，提出了一类非线性有限时间控制协议。在固定无向网络拓扑结构含有生

成树的前提下，利用 Lyapunov 稳定性理论和齐次性理论，证明了该类控制协议能够使系统中的各智能体 
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Figure 7. The position of each agent state trajectory 
图 7. 各智能体的位置状态轨迹 

 

 
Figure 8. The speed of each agent state trajectory 
图 8. 各智能体的速度状态轨迹 
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Figure 9. The position of each agent state trajectory 
图 9. 各智能体的位置状态轨迹 

 

 
Figure 10. The speed of each agent state trajectory 
图 10. 各智能体的速度状态轨迹 
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在有限时间内与领航者的位置和速度状态达到一致。然后，对上述协议进行了拓展，提出了在速度信息

反馈缺失时的有限时间控制协议，并给出了其有限时间一致性成立的充分条件。最后，利用 matlab 分别

对上述两种协议进行了数值仿真，证明了结论的有效性。此外，在仿真过程中，对协议中的参数大小与

系统的收敛速度进行了相关分析。 
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