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摘  要 

研究了纵向数据下均值协方差模型的贝叶斯统计诊断。通过应用Gibbs抽样和Metropolis-Hastings (MH)
算法相结合的混合算法获得模型贝叶斯数据删除影响诊断统计量来识别数据异常点。模拟研究和实例分

析都表明所提出的诊断方法是可行有效的。 
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Abstract 
Bayesian statistical diagnosis of joint mean and covariance models with longitudinal data is stu-
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died. By combining the Gibbs sampler and Metropolis-Hastings algorithm, the Bayesian case dele-
tion diagnosis statistic is obtained to identify data outliers. Simulation study and a real data anal-
ysis show that the proposed diagnosis method is feasible and effective. 
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1. 引言 

纵向数据常常出现在经济学，生物学，环境科学，医学等领域。此类数据是指同一组受试个体在不

同时间点上的重复观测数据，它具有组间独立，组内相关的特性。因此，在纵向数据分析中协方差矩阵

的估计是很重要的，并且对协方差矩阵进行估计也是统计学家感兴趣的。众所周知，一个好的协方差矩

阵估计是提高回归系数估计效率的常用方法。而对协方差矩阵进行估计的方法一般都是基于 Cholesky 分

解建模展开的。目前已有很多作者基于此分解研究了协方差矩阵的估计问题。其中，Pourahmadi [1] [2]
对协方差矩阵进行改进的 Cholesky 分解且对分解后的部分进行广义线性建模，然后考虑了模型中的参数

估计问题。这种建模的主要优点包括便于统计意义上的解释和参数估计中的方便计算。类似的研究还可

见文献[3] [4]。另外，Rothman 等[5]提出了通过新的改进的 Cholesky 分解来参数化协方差矩阵自身，给

出了分解后因子的新的回归解释，并且也确保了估计得到的协方差矩阵的正定性。进一步地，基于这种

新的改进的 Cholesky 分解，Zhang 和 Leng [6]针对联合均值协方差建模提出了一种有效的极大似然估计

方法。Xu 等[7]基于惩罚极大似然方法提出了一种有效的变量选择方法。 
另一方面，异常点的识别是统计诊断的主要内容，而基于数据删除影响进行统计诊断是识别异常点

的一个重要方法。自从 Cook [8]在这一领域做了开创性的工作之后，数据删除影响诊断方法，尤其是贝

叶斯数据删除影响诊断方法引起越来越多的关注。例如，Cho 等[9]在一般模型的框架下，以复杂生存数

据模型为例提出一种简单可行的贝叶斯数据删除 K-L 距离计算公式。其它相关内容还可以参见文献[10] 
[11] [12]。尽管已经有众多的作者研究贝叶斯数据删除影响诊断方法，也做出了卓有成效的工作。然而，

很少有文献基于新的改进的 Cholesky 分解研究纵向数据下均值协方差模型的贝叶斯数据删除影响诊断问

题。因此针对纵向数据下均值协方差模型，本文基于 K-L 距离研究贝叶斯数据删除影响诊断方法，以识

别模型的异常点。 

2. 模型与符号 

2.1. 纵向数据下均值协方差模型 

假设有 n个独立样本和对第 i个样本进行 im 次重复观测。具体地，记第 i个个体在时间 ( )T

1, ,
ii i imt t t= 

的响应变量向量为 ( )T

1, , , 1, ,
ii i imY Y Y i n= =  ，并且假设响应变量服从正态分布 ( )~ ,i i iY N µ ∑ ，其中

( )T

1, ,
ii i imµ µ µ=  是一个( 1im × )向量和 i∑ 是一个( i im m× )正定矩阵。 
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其中基于改进的 Cholesky 分解，Pourahmadi [1]首先提出分解 i∑ 为 T
i i i iT T D∑ = ，其中 iT 是下三角矩

阵，对角线元素为 1，下三角元素是自回归模型 ( )
1

1

j

ij ij ijk ik ik ij
k

Y Yµ φ µ ε
−

=

− = − +∑ 中的自回归参数 ijkφ 的负数。

iD 的对角元素是新息方差 ( )2
ij ijVarσ ε= 。 

而 Rothman 等[5]提出了新的分解思想，令 1
i iL T −= ，它是对角线元素为 1 的下三角矩阵，因此可以

写成 T
i i i iL D L∑ = 。实际上也就是利用 Rothman 等[5]提出的改进的 Cholesky 分解来表示协方差矩阵，这样

就可以用新的统计意义解释。 iL 中的元素 ijkl 可以解释为以下滑动平均模型的滑动平均系数：
1

1
, 2, ,

j

ij ij ijk ij ij i
k

Y l j mµ ε ε
−

=

− = + =∑  。其中 1 1 1i i iYε µ= − 和 ( )~ 0,i iN Dε ，且 ( )T

1, ,
ii i imε ε ε=  。注意到这里的

ijkl 和 ( )2log ijσ 是没有限制的。基于改进的 Cholesky 分解和受到 Pourahmadi [1] [2]，Ye 和 Pan [13]的启发，

无限制的参数 ,ij ijklµ 和 ( )2log ijσ 可以用以下线性模型来建模 

( )T T 2 T, , logij ij ijk ijk ij ijX l Z Hµ β γ σ λ= = =                            (1) 

其中 ,ij ijkX Z 和 ijH 分别是 1, 1p q× × 和 1d × 协变量向量。协变量 ijX 和 ijH 是回归分析中的一般协变

量， ijkZ 一般可以取成时间差 ij ikt t− 的多项式，即， ( ) ( )( )T1
1, , ,

q
ijk ij ik ij ikZ t t t t

−
= − − 。另外，记

( )T

1, ,
ii i imX X X=  和 ( )T

1, ,
ii i imH H H=  。进一步记 γ 为滑动平均系数和 λ 为新息系数。 

由模型(1)，可以获得如下似然函数 

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 T 122

11

1
T 122

11

, , | , , , ,

12 exp
2

12 exp
2

n nn

i i i i i i
ii

n nn

i i i i
ii

L Y X Z H T

Y X Y X

D D

β γ λ

β β

ε ε

−− −

==

−− −

==

 = ∑ − ∑ − 
 
 = −

π

π 
 

∑∏

∑∏

                    (2) 

其中 ( ) ( ) ( )T T TT T T T T T
1 1 1, , , , , , , ,n n nY Y Y X X X H H H= = =   且 

( ), 1, , , 1, , , 1, , 1ijk iZ Z i n j m k j= = = = −   。 

2.2. K-L 距离 

K-L 距离也叫 K-L 信息，具有距离和信息的某些性质，在统计上以反映两个模型或分布的差异而著 
称。根据韦博成[14]对 K-L 距离的介绍，密度函数为 ( )f x 与 ( )g x 的两个分布的 K-L 距离 ( ),K f g 被定义

为： ( ) ( )
( )

, logf

f x
K f g E

g x
  =  
  ，

其中 fE 表示对 ( )f x 求期望。 

3. 贝叶斯统计诊断 

3.1. 先验分布 

为了应用贝叶斯方法来估计模型(1)中的未知参数，需要具体化未知参数的先验分布。为了简便，假 
设 ,β γ 和λ 相互独立且具有正态先验分布，分别为 ( ) ( )0 0~ , , ~ ,N Nβ γβ β γ γ∑ ∑ 和 ( )0~ ,N λλ λ ∑ ，其中

假设超参数 0 0 0, , , ,β γβ γ λ ∑ ∑ 和 λ∑ 是已知的。 
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3.2. Gibbs 抽样和条件分布 

基于式子(2)，我们可以按照以下过程用 Gibbs 抽样从后验分布 ( )| , , , ,p Y X Z H Tθ 中进行抽样，其中

( )TT T T, ,θ β γ λ= 。 

步骤1. 令参数的初值 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
0 0 0 0, ,θ β γ λ= 。 

步骤2. 基于 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T

, ,l l l lθ β γ λ= ，计算 ( ) ( ) ( ){ }22
1 , ,

i

ll l
i i imD diag σ σ=  和 ( ) ( ) ( ) ( )Tl l l l

i i i iL D L∑ = 。 

步骤3. 基于 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T

, ,l l l lθ β γ λ= 按照以下抽取 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
1 1 1 1, ,l l l lθ β γ λ+ + + += ； 

• 抽样 ( )1lβ +
： 

( ) ( ) ( )T* * 1 *1| , , , , , , exp
2

p Y X Z H T b B bβ γ λ β β− ∝ − − − 
 

,                  (3) 

其中 ( ) 1* * T 1

1

n
l

i i i
i

b B X Y β βµ
−

−

=

 = ∑ +∑ 
 
∑ 和 ( ) 1

1
* 1 T

1

n
l

i i i
i

B X Xβ

−
−

−

=

 = ∑ + ∑ 
 

∑ 。 

• 抽样 ( )1lγ +
： 

( ) ( ) ( ) ( )1 TT 1

1

1 1| , , , , , , exp
2 2

n
l

i i i
i

p Y X Z H T D γ γ γγ β λ ε ε γ µ γ µ
−

−

=

 ∝ − − − ∑ − 
 

∑             (4) 

• 抽样 ( )1lλ + ： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T1 1T 1 1

1 1 1

| , , , , , ,

1 1 1exp
2 2 2

imn n
l l

ij i i i
i j i

p Y X Z H T

H D λ λ λ

λ β γ

λ ε ε λ µ λ µ+ +− −

= = =

 
∝ − − − − ∑ − 

 
∑∑ ∑

              (5) 

步骤4. 重复步骤2和3。 

那么这样就通过以上算法产生了样本序列
( ) ( ) ( )( ), , , 1, 2,l l l lβ γ λ = ，从(3)~(5)式中很容易发现，条件

分布 ( )| , , , , , ,p Y X Z H Tβ γ λ 是熟悉的正态分布。从正态分布抽取随机数是比较容易的。但是条件分布

( )| , , , , , ,p Y X Z H Tγ β λ 和 ( )| , , , , , ,p Y X Z H Tλ β γ 是一些不熟悉且相当复杂的分布，如何从这些分布中抽

取随机数也变得相当困难。这样，MH 算法就被应用来从这些分布中抽取随机数。选择正态分布
( )( )2 1,lN γ γγ σ −Ω 和 ( )( )2 1,lN λ λλ σ −Ω 作为建议分布，其中通过选择 2

γσ 和 2
λσ ，来使得接受概率在 0.25 与 0.45

之间，且取 
T

1 1

1

n
i i

i
i

Dγ γ
ε ε
γ γ

− −

=

∂ ∂
Ω = ∑ +

∂ ∂∑ , 1 T

1

1
2

n

i i
i

H Hλ λ
−

=

Ω = ∑ + ∑ . 

3.3. 贝叶斯估计 

利用以上提出的计算过程来产生观测值来获得参数 ,β γ 和 λ 的贝叶斯估计。令 ( ){ jθ =

( ) ( ) ( )( ) }, , : 1,2, ,j j j j Jβ γ λ =  是通过上述混合算法从联合条件分布 ( ), , | , , , ,p Y X Z H Tβ γ λ 中产生的观测

值，那么 ,β γ 和λ 的贝叶斯估计为： 

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1ˆ ˆˆ, ,
J J J

j j j

j j jJ J J
β β γ γ λ λ

= = =

= = =∑ ∑ ∑  

类似于 Geyer [15]中展示的一样，当 J 趋于无穷时， ( )ˆ ˆ ˆˆ, ,θ β γ λ= 是对应后验均值向量的相合估计。 
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3.4. 贝叶斯数据删除影响诊断 

在贝叶斯统计分析中，目前已存在许多诊断统计量用以评价个体观测对参数后验分布的影响，本文

主要基于 K-L 距离研究贝叶斯数据删除影响的统计诊断方法。对任意的 1, ,i n=  ，记{ }, , ,i i i iY X Z H 是第

i 个个体观测数据点， { }, , ,D Y X Z H= 为完全数据集， iD− 为完全数据集 D 删除第 i 个个体观测数据点得

到的数据集， ( )|L Dθ 与 ( )| iL Dθ − 分别表示基于数据 D 与 iD− 的似然函数，则θ 于数据 D 与 iD− 的后验

分布分别为 ( ) ( ) ( )| |p D L D pθ θ θ∝ ， ( ) ( ) ( )| |i ip D L D pθ θ θ− −∝ 。根据 Cho 等[9]的讨论，定义 K-L 距

离为： 

( ) ( ) ( )
( )

|
, | log d

|i
i

p D
K P P p D

p D
θ

θ θ
θ−

−

  =  
  

∫ ,                         (6) 

其中 P 与 iP− 分别表示θ 基于数据 D 与 iD− 的后验分布，注意到 K-L 距离 ( ), iK P P− 是完全数据集 D 删除

第 i 个数据点前后对参数θ 后验分布影响的一种很好的度量。经过简单的计算(6)式变为： 

( ) ( )
( )

( )
( )

| |
, log | log |

| |
i

i
i

L D L D
K P P E D E D

L D L Dθ θ

θ θ
θ θ

−
−

−

  
= +   

      
,                  (7) 

其中 [ ]. |E Dθ 表示θ 基于数据 D 的后验期望。由 Gibbs 抽样算法抽取的随机观测序 ( ){ }: 1, 2, ,j j Jθ =  ，

可以得到 K-L 距离 ( ), iK P P− 的估计为： 

( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )1 1

| |1 1, log log
| |

j j
J Ji

i j j
j j i

L D L D
K P P

J JL D L D

θ θ

θ θ

−

−
= = −

   
   = +
   
   
∑ ∑ .                 (8) 

对任意的 1, ,i n=  ，当 ( ), iK P P− 很大时，可以诊断第 i 个个体观测数据点为异常点。 

4. 模拟研究 

在这部分通过模拟研究来说明前面提出的贝叶斯统计诊断方法的有效性。我们选择均值参数，滑动 

平均参数和新息参数的真实值分别为 ( )T1, 0.5,1β = − ， ( )T0.3,0.3γ = − 和 ( )T0,0.5, 0.4λ = − 。在联合模型中

( ), 1, , ; 1, ,10ij ijX H i n j= =  分别是 1p× 和 1d × 的协变量向量，其中的元素独立的产生于标准正态分布 

( )0,1N 。选取 ( )( )T2
1, ,ijk ij ik ij ikZ t t t t= − − ，其中测量时间 ijt 产生于均匀分布 [ ]0,2U 。利用这些值，均值 iµ

和协方差矩阵 i∑ 可以通过前面描述的改进的 Cholesky 分解来构建。响应变量 iY 就可以从多元正态分布

( )( ), 1, ,i iN i nµ ∑ =  中产生。在这里取样本量 30,60n = 。 

为了调查贝叶斯诊断方法对先验分布的敏感程度，考虑以下有关未知参数 , ,β γ λ 的先验分布中超参

数值的设置的两种情形： 
TypeI： ( )T

0 1, 0.5,1β = − ， 30.25β∑ = ×Ι ， ( )T
0 0.3,0.3γ = − ， 20.25γ∑ = ×Ι ， ( )T

0 0,0.5, 0.4λ = − ，

30.25λ∑ = ×Ι 。这种设置具有很好的先验信息。 
TypeII： ( )T

0 0,0,0β = ， 31000β∑ = ×Ι ， ( )T
0 0,0γ = ， 21000γ∑ = ×Ι ， ( )T

0 0,0,0λ = ， 31000λ∑ = ×Ι 。

这些超参数值的设置代表的是没有先验信息的情况。 
为 了 在 数 据 集 中 产 生 异 常 点 ， 分 别 在 第 3 和 19 个 个 体 观 测 数 据 点 的 响 应 变 量

( , 3,19; 1,2, ,10ijy i j= =  )都加 1.2 构成人工数据集 D。然后对人工数据集 D 应用本文介绍的影响诊断方

法来检测影响观测。其中 MCMC 算法的收敛性可以通过 EPSR 值来检验，并且发现在 3000 次迭代以后

EPSR 值都小于 1.2。因此在计算中丢掉前 3000 次迭代以后再收集 J = 2000 个随机样本来通过(8)式计算
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K-L 距离 ( ), iK P P− 。图 1 和图 2 报道了相应的诊断结果。正如预期的一样，通过图 1 和图 2 很容易就发

现，第 3 和 19 个个体观测数据点被诊断为异常点，且诊断方法对先验分布超参数取值的选取不敏感。 
 

 
Figure 1. Results based on Bayesian case deletion diagnosis when n = 30 
图 1. 当 n = 30 时，贝叶斯数据删除影响诊断的数值结果 

 

 
Figure 2. Results based on Bayesian case deletion diagnosis when n = 60 
图 2. 当 n = 60 时，贝叶斯数据删除影响诊断的数值结果 

5. 实例分析 

在这部分把提出的方法应用到牛生长数据。Kenward [16]将牛实验随机的分为 A，B 两组，并分别记

录它们的体重。组 A 中的 30 只动物接受 A 治疗，另外 B 组的 30 只动物接受 B 治疗。在 133 天的实验

过程中，记录了 11 次动物的体重。采用 Pourahmadi [1] [2]中提出的联合建模模型，运用提出的贝叶斯方

法分析 A 组的数据。图 3 显示了 A 组牛数据的曲线和多项式拟合曲线图。从图 3 中可观测在整个实验过

程中，相应变量的均值(体重)都在增加，特别是在研究最初的几个星期，增长速度较快。从图 3 进一步可

以看出，均值变量与时间变量不是线性的，因此牛群均值生长模型使用关于时间变量的二次或者三次模

型更加合理。基于上述分析以及 Pourahmadi [1] [2]的研究，提出采用关于时间变量的三次模型分别对均

值 ijµ ，移动平均参数 ijkl 和对数新息方差 ( )2log ijσ 进行建模。具体如下： 
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( )
( ) ( ) ( )

2 3
0 1 2 3

2 2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

log

1,2, ,30; 1, 2, ,11

ij ij ij ij

ij ij ij ij

ijk ij ik ij ik ij ik

t t t

t t t

l t t t t t t

i j

µ β β β β

σ λ λ λ λ

γ γ γ γ

 = + + +

 = + + +

 = + − + − + −

= =  

 

 

 
Figure 3. Plot for the cattle data and the thicker line is the polynomial fitted curve: (a) linear polynomial fit-
ted curve; (b) quadratic polynomial fitted curve and (c) cubic polynomial fitted curve 
图 3. 牛数据和粗线表示多项式拟合曲线：(a) 线性多项式拟合曲线；(b) 二次多项式拟合曲线；(c)三
次多项式拟合曲线 

 
由于贝叶斯统计方法对超参数取值的选取并不敏感，因此在此选取无信息先验信息分布。在 MH 算

法中，我们令建议分布中的 2 2 1.5γ λσ σ= = ，并且使得接受概率分别为 29.60%和 30.22%。为了测试算法的

收敛性，画出了所有未知参数的 EPSR 值的图，具体在图 4 中展示，从图中也能看出 3000 次迭代以后所

有参数的 EPSR 值都小于 1.2，这也表示 3000 次迭代以后算法都收敛了。因此我们摒弃所有参数的前 3000
次迭代的迭代值，收集 3000 次迭代以后的 2000 个迭代样本，然后通过(8)估计贝叶斯诊断统计量 K-L 距

离 ( ), iK P P− ，图 5 给出了相应的诊断结果。由图 5 知第 7 个和第 25 个个体观测数据点可诊断为异常点。 
 

 
Figure 4. EPSR values of all parameters in the cattle data 
图 4. 牛数据中所有未知参数的 EPSR 值 
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Figure 5. Statistical diagnosis results of the cattle data 
图 5. 牛数据统计诊断的数值结果 

6. 结论 

本文针对纵向数据下均值协方差模型，基于 Gibbs 抽样和 MH 算法相结合的混合算法，以及后验分

布之间的 K-L 距离研究贝叶斯数据删除影响的统计诊断方法。模拟研究和实例分析都显示了模型与方法

的可行性和有效性。 
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