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Abstract: Virtual displacement principle which is the weak solution integral form of partial differential equa-
tions was researched in detail, and axisymmetric isoparametric quadrilateral element with eight-nodes was 
constructed. Then, based on the virtual displacement principle, the static equilibrium equation of the axisym-
metric dynamic problems and the equivalent integral weak form under the boundary conditions of the force 
were derived, combined with perturbation technology, the dynamic stochastic finite element equation of the 
axisymmetric isoparametric quadrilateral element with eight-nodes was derived, and the dynamic stochastic 
finite element method based on the principle of the virtual displacements principle was put forward, the 
method provides a new solution for researching dynamic response characteristics of engineering objects. 
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摘  要：对偏微分方程弱解的积分形式——虚位移原理进行较详细的研究，并构造出八节点四边形轴

对称等参单元。然后从虚位移原理出发，给出轴对称动态问题的平衡方程以及力的边界条件下的等效

积分“弱”形式。结合摄动技术，推导出八节点四边形轴对称等参单元的动态随机有限元方程，提出

了基于虚位移原理的动态随机有限元方法，该方法为研究工程对象的动态响应特性提供了一种新的解

决途径。 
 

关键词：虚位移原理；摄动技术；八节点四边形对称等参单元；动态随机有限元 

1. 引言 

目前，随机有限元方法[1-7]有多种，这些方法都是以数学、力学分析作为工具，找出结构系统的响应与输入

信号之间的关系，并据此得到结构应力或位移的统计规律，其中包括摄动随机有限元法、Neumann 随机有限元

法和小波随机有限元等。 
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首先，工程或物理学中的许多问题，通常是以未知场函数应满足的偏微分方程和边界条件的形式提出来的。

对于工程或物理学中遇到的偏微分方程一般是没有理论解的，即未知函数没有解析表达式。而工程上又需要了

解这些未知函数，所以一般用数值的方法来求解这些偏微分方程。有限元方法就是一种数值求解偏微分方程的

方法，它实际上求解的是偏微分方程的弱解积分形式，所以需要先将偏微分方程变成其弱解积分形式，才能使

用有限元方法。 

鉴于此，本文从偏微分方程的弱解积分形式入手，对随机有限元方法进行创新性研究。首先，对偏微分方

程弱解的积分形式——虚位移原理[8]进行较详细的研究，并构造出八节点四边形轴对称等参单元，从虚位移原

理出发，给出轴对称动态问题的平衡方程以及力的边界条件下的等效积分“弱”形式，结合摄动技术，推导出

八节点四边形轴对称等参单元的随机动态有限元方程。 

2. 偏微分方程的弱解形式 

2.1. 问题的提出 

一般地，未知函数 应满足偏微分方程组，表示如下： u

 
 
  

1

2 0

A u

A u A u

 
    
 
 

在 内                                 (2.1) 

 域可以是体积域、面积域等，如图 1 所示。 
 

  0uA

  0uB
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
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y

0  

Figure 1. Solution area 
图 1. 求解区域 

 

同时未知函数 还应满足边界条件 u

 
 
  

1

2 0

B u

B u B u

 
    
 
 

在 上                                (2.2) 

是 域的边界。 

要求解的未知函数 u 可以是标量函数场(如温度)，也可以是几个变量组成的向量函数场(如位移、应变、应

力等)。 ,A B 是表示对于独立变量(例如空间坐标、时间坐标等)的微分算子。偏微分方程数应和未知场函数的数

目相对应，因此，上述偏微分方程可以是单个的方程，也可以是一组方程。所以在式(2.1)和(2.2)中采用了矩阵

形式。 

2.2. 偏微分方程弱解的积分形式——虚位移原理 

由于偏微分方程组(2.1)在域 中每一点为零，因此就有 
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      T
1 1 2 2dV A u A u A u 

 
d 0                              (2.3) 

其中 

1

2



 
   
 
 

V                                           (2.4) 

V 是向量函数，称为试验函数或虚位移函数，它是一组和偏微分方程个数相等的任意函数。 

式(2.3)是偏微分方程组(2.1)的积分形式。假如  A u 是一光滑函数，则可以断言，若积分方程(2.3)对于任意

的V 都能成立，则偏微分方程(2.1)必然在域内任一点都得到满足。这个结论的证明是显然的，假如  A u 在域内

某些点或—部分子域中不满足，即出现   0A u  ，马上可以找到适当的函数V 使(2.3)的积分形式亦不等于零。

可见当  A u 是一光滑函数时，式(2.3)和(2.1)是等价的。 

在很多情况下可以对(2.3)式进行分部积分得到另一种形式 

       T TdC D u E F u 
 

d 0                              (2.5) 

其中 是微分算子，它们中所包含的未知函数导数的阶数比(2.3)式的微分算子, , ,C D E F A 低，这样对函数 只需

要求较低阶的连续性就可以了。在(2.5)式中降低 的连续性要求是以提高

u

u  的连续性要求为代价的，由于原来

对 并无连续性要求，但是适当提高对其连续性的要求并不困难，因为它们是可以选择的已知函数。这种降低

对函数 连续性要求的作法在近似计算中，尤其是在有限元方法中是十分重要的。式(2.5)被称为偏微分方程组

(2.1)的弱解积分形式或“弱”形式，或被称为虚位移原理。在使用有限元方法求解前，还需要将(2.2)中的边界

条件代入(2.5)中。 

u

3. 构造八节点四边形轴对称等参单元 

八节点四边形轴对称等参单元如图 2 所示，该单元为横截面为八节点四边形的 360˚环形等参单元。其横截

面上八个节点的位置坐标 ，各个节点的位移为 , , 1, 2, ,8i ir z i    , , 1, 2, ,i iu w i   8。 
 

r

z

 

Figure 2. Axisymmetric isoparametric quadrilateral element with eight nodes 
图 2. 八节点四边形轴对称等参单元 

 

如图 2 所示，该单元为绕 轴的环状单元，在 orz 平面内，八节点四边形轴对称等参单元共有 16 个自由度。

将所有节点上的位移组成一个列阵，记作  ，同样，将所有节点上的各个力也组成一个列阵，记作 ，那

么 

z
e

a e
p

   T1 1 2 2 8 8

e
a u w u w u w                            (3.1) 

   T1 1 2 2 8 8

e

r z r z r zp p p p p p p                        (3.2) 

采用的等参变换位移模式和坐标变换式如下： 
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1) 位移模式 
8 8

1 1

,i i i i
i i

u N u w N
 

   w                                (3.3) 

写成矩阵的形式，得 
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 
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 

    
      
     

 
 
 
 





u                   (3.4) 

2) 应变矩阵 

由轴对称问题的几何方程可以推出相应的几何函数矩阵，得 

           

0

1
0

0

r

e

z

rz

r

ur u N a B
w

z

z r








e
a

 
                          

        
  

                 (3.5) 

4. 线弹性小变形动态轴对称等参问题的“弱”形式 

对于线弹性小变形动态轴对称等参问题，其基本方程[9,10]如下。 

如图 2 所示，弹性体内任一点沿 方向的平衡方程为 ,r z

rr rz
rf u u

r z r
  

 
 

    
 

                               (4.1) 

rz z rz
zf w w

r z r

  
 

 
    

 
                                 (4.2) 

其中 , , ,r z rz    为表示体内任一点的应力状态的 4 个应力分量， r 为径向正应力，  为环向正应力， z 为轴

向正应力， rz 为径向和轴向之间的剪应力。 ,r zf f 为单位体积的体积力在 方向的分量，,r z  为密度，为密度

乘以阻尼系数 。 

由平衡方程，得 

    

d

d

rr rz rz z rz
zA

A

r f u
r z r r z r

r u u u w w w A

     
 

     

                    
   



    

f w A



           (4.3) 

其中， ,u w  为 方向上的虚位移。 ,r z

利用分部积分公式将其化为“弱”形式，利用几何方程可得 

      
   

d d

d d

r r z z rz rzA A

r z r zA l

r A r u u u

r f u f w A r T u T w l

              

   

      

   

 
 

   w w w A
         (4.4) 
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其中， 为单元体的边界。 l

上式表示为向量形式如下 

                   T T T T
d d d d

A A A A l
r A r u u A r u u A r u f A r u T l               T

d         (4.5) 

其中 f 为体积力向量 

  r

z

f
f

f

 
  
 

                                       (4.6) 

 u 为加速度(位移的二次导数)分量 

 
u

u
w

 
  
 





                                       (4.7) 

 u 为速度(位移的一次导数)分量 

 
u

u
w

 
  
 





                                      (4.8) 

将本构方程代入上式，可得 

           
       

T T

T T

d d

d d

A A

A l

r D A r u u u

r u f A r u T l

     

 

 

 

 
 

  A
                   (4.9) 

将力和位移边界条件代入上式(对于位移边界条件，虚位移 ,u w  为 0)，可得 

           
       

T T

T T

d d

d

A A

fA l

r D A r u u u

r u f dA r u T l

     

 

 

 

 
 

  A
                    (4.10) 

由此，可得出轴对称等参问题的“弱”形式如下： 

           
       

T T

T T

d d

d d

SS S

S fS L

r D J S r u u u J S

r u f J S r u T L

     

 

 

 

 
 

  S
                 (4.11) 

其中 

2 2

,S L

z r
J J J

 
    

         
 

S 为坐标变换后求解域的面元， 为坐标变换后的单元体的边界。 L

将(3.4)和(3.5)式代入上(4.11)式，整理后得 

                
           

T TT T

T TT T

d d

d d

e e e

S SS S

e e

S f LS L

a r B D B a J S a r N u u J S

a r N f J S a r N T J L

  

 

 

 

 
 

 
          (4.12) 

5. 轴对称等参问题的动力学随机有限元方程 

在许多实际问题当中，影响结构动力学特性的因素，如材料特性，几何特性和载荷特性等都有一定程度随

机性，因此结构的响应 u 和  也具有随机性。 

为了简化书写，假设任意一个给定的空间连续函数   0f r ， 0r 为空间的坐标向量，基本随机向量 b 的
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联合概率密度函数为   g b ， p 为一个小参数。 

           

       

         
   
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0

d
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,

Cov , d d
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b b b
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 
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 

 

 



   
  

   

  



 

 

基于摄动理论，将影响结构的随机参数在基本随机变量 b 的均值 0b 处作小参数摄动展开，如下： 
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                     (5.1) 

将(5.1)式代入(4.12)式，并比较小参数 p 的同次幂系数，可以得到结构摄动格式的各阶随机积分“弱”形式，

其中零阶和一阶随机积分“弱”形式如下： 

零阶随机积分“弱”形式： 

          
     
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d d
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
        (5.2) 

Copyright © 2013 Hanspub 79 



周宗和，余广平  基于虚位移原理的动态随机有限元方法理论推导 

一阶随机积分“弱”形式： 
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   (5.3) 

假设 和 也有与位移 一样的插值函数，即 u u u

    e
u N a                                        (5.4) 

    e
u N a                                         (5.5) 

将(5.1)式代入上两式，有 

   
   
     
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 

 
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 

 

                                    (5.6) 

由于 是任意的，将(5.6)式代入(5.2)式，经整理，得到单元的零阶动态随机有限元方程：  e
a

         0 0 0 0 0 0 0 0e e e ee e e

F

e
M a C a K a F T                                  (5.7) 

其中， 为单元的质量矩阵均值， 为单元的阻尼矩阵均值，0 e
M  

0 e
N  

0 e
K   为单元的线弹性刚度矩阵均值，

为单元的体积力均值， 为单元的面力向量均值，其相应的单元矩阵如下：  0 e
F 0 e

FT

   
   
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T0 0 0 0 0
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F fL
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









                          (5.8) 

求解区域离散为 个单元，经组集后可以得到结构的零阶动态随机有限元方程： n
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         0 0 0 0 0 0 0 0
FM a C a K a F T                                     (5.9) 

其中， 为结构的质量矩阵均值， 为结构的阻尼矩阵均值，0M 
0N  

0K  为结构的线弹性刚度矩阵均值， 0F

为结构的体积力均值， 0
FT 为结构的边界面力向量均值。 

同理，由(5.3)式，可得到单元的一阶动态随机有限元方程： 

     

               
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       

 

 
               (5.10) 

式中，  e

j
M  为单元的质量矩阵的变异矩阵，  e

j
C  为单元的阻尼矩阵的变异矩阵，  e

j
K  为单元的线弹性刚度矩

阵的变异矩阵，   e

j
F  为单元的体积力向量的变异向量，   e

F j
T  为单元的边界面力向量的变异向量，分别如下表

示： 

    
  

T TT0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

T T0 0 0 0 0 0 0 0

2π

d

e

j S S jj jS

S Sjj

SM r N N J r N N J r N N J

r N N J r N N J S

  

 

                      
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           (5.12) 

      
    
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     (5.13) 

            T TT0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02π d
e e

j S S S Sj jjSe
F r N f J r N f J r N f J r N f J S                      (5.14) 

           T TT0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02π d
e e

F j f L f L f L f Ljj jLe j
T r N T J r N T J r N T J r N T J L                  

T

0

      (5.15) 

求解区域离散为 个单元，经组集后可以得到结构的一阶动态随机有限元方程： n

                     0 0 0 0 0
Fj j j j j j j j

M a C a K a F T K a M a C a                                    (5.16) 

6. 小结 

本文从另外一个角度对随机有限元方法进行研究，首先对偏微分方程弱解的积分形式—虚位移原理进行较

详细的研究，并根据对八节点四边形等参单元和轴对称问题原有研究的基础上，构造出了八节点四边形轴对称

等参单元。然后从虚位移原理出发，给出轴对称动态问题的平衡方程以及力的边界条件下的等效积分“弱”形

式。结合摄动技术，推导出八节点四边形轴对称等参单元的动态随机有限元方程，提出了基于虚位移原理的动

态随机有限元方法，该方法为研究工程对象的动态响应特性提供了一种新的解决途径。 

参考文献 (References) 

[1] 安伟光, 朱卫兵等. 随机有限元法在不确定性分析中的应用[J]. 哈尔滨工程大学学报, 2002, 23(1): 132-135. 

Copyright © 2013 Hanspub 81 



周宗和，余广平  基于虚位移原理的动态随机有限元方法理论推导 

Copyright © 2013 Hanspub 82 

[2] 安立强, 王璋奇. 随机约束汽轮机叶片频率的有限元分析[J]. 中国电机工程学报, 2009, 29(2): 95-100. 
[3] A. Shaker, W. Abdelrahman, et al. Stochastic finite element analysis of the free vibration of functionally graded material plates. Computational 

Mechanics, 2008, 41(5): 707-714. 
[4] M. Kaminski. Perturbation-based stochastic finite element method using polynomial response function for the elastic beams. Mechanics Re-

search Communications, 2009, 36: 381-390. 
[5] 安利强. 汽轮机叶片静动特性的随机有限元方法研究[D]. 华北电力大学, 2005. 
[6] 周宗和, 杨自春等. 基于摄动响应面法的汽轮机转子随机响应特性及灵敏度分析[J]. 汽轮机技术, 2011, 53(4): 41-44. 
[7] 周宗和, 杨自春等. 汽轮机转子的多变量随机动态响应及可靠性分析[J]. 汽轮机技术, 2011, 53(5): 35-38. 
[8] 胡海昌. 弹性力学的变分原理及其应用[M]. 北京: 科学出版社, 1981.  
[9] 王勖成, 邵敏. 有限单元法基本原理和数值方法[M]. 北京: 清华大学出版社, 1997.  
[10] 曾攀. 有限元方法基本原理[M]. 北京: 清华大学出版社, 2008. 

 
 
 
 


