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Abstract: The well-posed problem of global strong solution for a class of nonlinear evolution equations is 
studied in this paper. By applying the method of Galerkin and energy estimate, we obtain the existence and 
uniqueness of global strong solution of the following initial boundary value problem, and the continuous de-
pendence of initial data. The result of the paper is the latest, where the nonlinear term f satisfies arbitrary po-
lynomial exponential growth condition. 
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摘  要：本文主要研究一类非线性发展方程整体强解的适定性问题，我们利用 Galerkin 方法和能量估

计方法得到初边值问题整体强解的存在唯一性，以及对初值的连续依赖性。所得的结果是最新的，其

中非线性项满足任意多项式指数增长条件。 
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1. 引言 

本文我们主要讨论如下一类非线性发展方程整体强解的存在性 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

, , , 1
, , , , 2

0, , 3

t tu u u f u g t x t R
u x t u x x t
u t

τ

τ
τ

τ
∂Ω

 − ∆ − ∆ + = ∈Ω ≥ ∈
 = ∈Ω ≤
 = ≥

 

其中 3RΩ ⊂ 为具有适当光滑边界的有界区域。 
非线性发展方程广泛出现在非牛顿流体，土壤力学及热传导理论等领域。关于项 tu∆ 的物理解释可参见文献

[1]。在文献[2-4]中作者讨论了(1)~(3)在存在弱解的情况下全局吸引子的存在性，在[5]中，作者讨论了(1)~(3)在
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存在全局解的情况下全局吸引子的存在性，在[6]中，作者讨论了此方程的指数吸引子的存在性，在[7]中研究了

一类非线性发展方程在空间 ( ) ( )1 1
0 0H HΩ × Ω 上的全局吸引子，并且证明了全局解的存在性。但是未对方程的初

边值进行讨论，另外对非线性项 f 的满足条件也不同，本文给出了非线性项 f 满足如下多项式增长的条件： 
I) ( )1 2 3 4

p pC s C f s s C s C− ≤ ≤ +  
II) ( )f s l′ ≥ −  

其中 ( ), 1, 2,3, 4is R l C i∈ =, 均为正常数。为了方便起见，在本文中我们将用C 表示常数，在不同的地方甚至在同

一行中C 将表示不同的常数。 
本文利用Galerkin 方法，结合能量估计的方法证明方程(1)~(3)的整体强解的存在性，并得到其解是唯一的，

以及对初值是连续依赖的。 

2. 整体强解的存在性 

我们假设 ( )j xω 为方程 , 0j j j jω λ ω ω
∂Ω

−∆ = = 的特征函数， jλ 为特征值，故{ } 1j j
ω

∞

=
构成了 ( )2L Ω 的某标准

正交基 ( ), , , 1, 2,i j ij i jω ω δ= = 。 
当 2CΩ∈ 时， ( ) ( ) ( )2 1

0j x H Hω ∈ Ω Ω ，且{ } 1j j
ω

∞

=
为 ( )1

0H Ω 中的稠密子集，{ } 1j j
ω

∞

=
在 ( )2H Ω 中的闭线性

扩张为 ( ) ( )2 1
0H HΩ Ω 。 

设 nE 为由 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , nx x xω ω ω 张成的线性子空间，记 nP 为从 ( )2L Ω 到 nE 的正交投影，即对任意的

( )2u L∈ Ω ， 

( ) ( )
1

n

n n j j
j

u P u a t xω
=

= = ∑  

其中 ( ) ( ) ( )( ), ,j ja t u x t xω= 。设初边值问题(1)~(3)的近似解为 

( ) ( )
1

, 1, 2, .
n

n jn j
j

u a t x nω
=

= =∑  ， 

由Galerkin 方法，它应满足如下非线性常微分方程组 

( ) ( )nt n nt n nu u u f u P g t− ∆ −∆ + = ， ( ) ( )n nu P uτ τ=                       (4) 

则由常微分方程理论，得方程(4)存在唯一的解 nu ，并且可得如下结论： 
引理 1 假设： 
1) ( ) ( )2 1,C f s C RΩ∈ ∈ ，并且满足假设条件(I)~(II)，而 ( )( )2 2,bg L R L∈ Ω ； 
2) ( ) ( )2 1

0u H Hτ ∈ Ω Ω ，并选取 ( )jna τ ，使得 ( ) ( )2H
nu u xττ → 。 

则对于任意的 t τ> 方程(4)存在唯一解 nu ，并且满足： 

( ) ( )2 2
12 0n nu t u t E+ ≤ ,                                      (5) 

其中 1E 为与 n 无关的正常数。 
证：对(4)式的两边同时乘以 nu ,并在Ω上对 x 积分，由分部积分公式有 

( ) ( )2 2 2

2 0 0

1 d
2 d n n n n n nu u u f u u g t u

t Ω Ω
 + + + =  ∫ ∫ ，                         (6) 

由假设条件(I)及 Holder 不等式，存在仅与常数 1C 及区域Ω的测度有关的常数 1 0α > ，使得 

( ) 22 2 2 2
1 22 0 2 0 2

d
d n n n nu u u u C g t C

t
α   + + + ≤ +                                 (7) 

由Gronwall 引理有 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
2

2 22 2 2
22 0 2 0

e 1 e
b

t t
n n n n Lu u u u C C gα τ α ττ τ − − + ≤ + + − +  

 

又由于 ( ) ( )2
, H

nu x u xττ → ，故有 

( ) ( )2 2 2 2

2 02 0
,n nu u u u nτ ττ τ+ → + →∞  

故存在 1 0N > ，当 1n N> 时，有 

( ) ( )2 2 2 2
22 02 0n nu u u u Cτ ττ τ+ ≤ + +  

取 2
2 2 2

1 22 0
2

bLE u u C C gτ τ= + + + ，则对任意 t τ≥ ，有
2 2

12 0n nu u E+ ≤ 。 
证毕。 
引理 2 在引理 1 的假设条件下，方程(4)的解满足下列估计： 

( ) ( ) 2
22

p
n np

u t u t E+ ∆ ≤ ； 

并且对一切的 t τ> ，有 

( ) ( )2 2
30 2

d
t

nt ntu s u s s E
τ
 + ∆ ≤  ∫ , 

其中 2 3,E E 均为与 n 无关的正常数。 
证：对方程(4)的两边同乘以 ntu 并对 x 在Ω上积分，由分部积分公式有 

( ) ( ) 2 2

22

1 1
2 2nt ntg t u g t u

Ω
≤ +∫ ， 

( ) ( )2 2 2

2 0 0

1 d 2
2 dnt n n nt ntu u F u u g t u

t Ω Ω
 + + + = ∫ ∫                       (8) 

而我们注意到 

( ) ( ) 2 2

22

1 1
2 2nt ntg t u g t u

Ω
≤ +∫ ，                                  (9) 

则有 

( ) ( ) 22 2 2

0 2 0 2

1 d 1 12 ,
2 d 2 2n n nt ntu F u u u g t

t Ω
 + + + ≤ ∫                       (10) 

将(6)式与(10)式相加化简得 

( ) ( ) ( ) 22 2 2

2 0 0 2

1 d 12 2
2 d 2n n n n n nu u F u u f u u C g t

t Ω Ω
 + + + + ≤ ∫ ∫                     (11) 

由假设条件(I)~(II)，存在正常数 2α 使得下式成立 

( ) ( ) ( ) 22 2 2 2
22 0 2 0 2

d 2 2 2 2
d n n n n n nu u F u u u F u C g t
t

α
Ω Ω

   + + + + + ≤   ∫ ∫ ,               (12) 

由Gronwall引理，对任意的 t τ> ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2 2 2

2 0 2 0
2 2 2 2 e

b

t
n n n n n n Lu t u t F u t u u F u C gα ττ τ τ − −

Ω Ω
 + + ≤ + + +  ∫ ∫         (13) 

而 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 4
p p

n n n np p
F u t C u t C F u t C u t C

Ω Ω
≥ − ≤ +∫ ∫，  
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则对一切的 t τ> ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 2

3 42 0
1

1 2 2
2 b

p p
n n n n Lp p

u t u u C u C C g
C

τ τ τ ≤ + + + +  
                  (14) 

故存在与 n 无关的正常数 ρ ，对一切的 t τ≥ ，有 

( ) p
n p

u t ρ≤                                           (15) 

对方程(4)式的两边同乘以 nu−∆ ，再对 x 在Ω上积分，得 

( ) ( )2 2 2

0 2 2

1 d ,
2 d n n n n n nu u u f u u g t u

t Ω Ω
 + ∆ + ∆ − ∆ = − ∆  ∫ ∫                     (16) 

由假设条件 II 及Holder 不等式有 

( ) ( ) 2 2

0n n n nf u u f u u l u
Ω Ω

′− ∆ = ∇ ≥ −∫ ∫ ，                          (17) 

( ) 22

2 2

1 1
2 2n ng t u g u

Ω
− ∆ ≤ + ∆∫ ,                                 (18) 

将(17)、(18)式代入(16)式，得 

( ) ( ) 22 2 2 2 2

0 2 0 2 0 2

d 1
d n n n n nu u u u l u g t

t
 + ∆ + + ∆ ≤ + +   

由Gronwall 引理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 2 2 2

10 2 0 2
e 1 ,

b

t
n n n n Lu t u t u u l E C gττ τ − − + ∆ ≤ + ∆ + + +  

                (19) 

又由于 ( ) 2H
nu uττ → ，则存在 2N ，使得当 2n N> 时，有 

( ) ( )2 2 2 2

0 20 2
1n nu u u uτ ττ τ+ ∆ ≤ + ∆ +                                (20) 

将(20)式代入(19)式中便可以得到，当 t τ≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) 2
2 2 2 2 2

10 20 2
1 1

bn n Lu t u t u u l E C gτ τ+ ∆ ≤ + ∆ + + + + ，                    (21) 

结合(21)及(15)，对一切 t τ≥ ，存在与 n 无关的正常数 2E ，使得 ( ) ( )2
22

p
n n p

u t u t E∆ + ≤ 。 
将(4)式两边同乘以 ntu−∆ ，并且等式两边关于 x 在Ω上积分，得 

( ) ( )2 2 2

0 2 2

1 d
2 dnt nt n n nt ntu u u f u u g t u

t Ω Ω
+ ∆ + ∆ = ∆ − ∆∫ ∫                         (22) 

由Sobolev 嵌入定理，因 3RΩ ⊂ ，则对仼意的1 q≤ < +∞ ，有 ( ) ( )2 qH LΩ ⊂ Ω ，故有 

( ) ( ) ( )2 2 2
22 2 2

1 11 1
4 4

p p
n nt nt n ntpf u u u C u u C E

Ω
∆ ≤ ∆ + + ≤ ∆ + +∫ ，                   (23) 

( ) ( ) 2 2

22

1
4nt ntg t u g t u

Ω
− ∆ ≤ + ∆∫ ，                                (24) 

将(23)、(24)带入(22)式得 

( ) ( ) 22 2 2
20 2 2 2

1 1 d 1
2 2 d

p
nt nt nu u u C E g t

t
+ ∆ + ∆ ≤ + + ，                        (25) 

将(25)式两边对 t 从τ 到 t 积分，则有 
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( ) ( ) ( )( )2
2 2 2

20 2
d 2 2 1

b

t p
nt nt Lu s u s s C CE g t

τ
τ + ∆ ≤ + + − +  ∫  

于是有 

( ) ( )2 2
30 2

d
t

nt ntu s u s s E
τ
 + ∆ ≤  ∫  

证毕。 
定理 3 设 3RΩ ⊂ 且 ( )2 1,C f C RΩ∈ ∈ ，且满足假设条件(I)~(Ⅱ)， ( ) ( ) ( )2 1

0u x H Hτ ∈ Ω Ω ，则对任意 t τ> ，

方程(1)存在如下 [ ]0, tΩ× 的强解 ( ),u x t ，并且 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 0 1
0 0, 0, ; , ; .u x t L t H H C t Hτ∞∈ Ω Ω Ω   

证：由于 ( )f u 是连续的，则方程(4)存在局部解，又由引理 1 及引理 2，对任意 t τ> 方程(4)都存在 [ ], tτ 上

的整体解 ( ),nu x t ，又 ( ){ },nu x t 在 ( ) ( )( )2 1
00, ;L t H H∞ Ω Ω 中有界，{ }nu ,{ }ntu 在 ( ) ( )( )2 2 1

0, ;L t H Hτ Ω Ω 中一致

有界，则由紧性定理，我们可以得到其子列 ( ){ },
jnu x t 使得： 

( ) ( ), ,
jnu x t u x t→ 在 ( ) ( )( )2 1

0, ;L t H Hτ∞ Ω Ω 中弱*收敛； 

( ) ( ), ,
jnu x t u x t→ 在 ( ) ( )( )2 2 1

0, ;L t H Hτ Ω Ω 中弱收敛； 

( ) ( ), ,
jn t tu x t u x t→ 在 ( ) ( )( )2 2 1

0, ;L t H Hτ Ω Ω 中弱收敛， 
而且 ( ) ( ), ,

jnu x t u x t→ 在 [ ]( )2 ,L tτΩ× 强收敛， ( ) ( ), ,
jnu x t u x t→ 在 [ ], tτΩ× 上几乎处处收敛。 

由于 ( )f u 的连续性，有 

( )( ) ( )( ), ,
jnf u x t f u x t→  

在 [ ], tτΩ× 上几乎处处收敛，并且 ( )jnf u 在 [ ],TτΩ× 上关于 jn 一致有界，由 Lebesgue 控制收敛定理，对任意

( ) [ ] ( )( )0 2, , ;x t C t Lϕ τ∈ Ω 有 

( )[ ] ( )[ ], ,
lim d d d djt tj

f u x t f u x t
τ τ

φ φ
Ω× Ω×→∞

=∫ ∫  

而又由于 ( ) ( )( )2 2, , ;Locg x t L Lτ∈ +∞ Ω ，且 22
bbn LLP g g≤ ，因而有 ( ) ( ), ,

jnP g x t g x t→ 在 ( )( )2 2, ;L t Lτ Ω 中弱收

敛，则有 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) d 0
j j j j

t
n t n t n n nu s u s u s f u s P g s s s

τ
φ− ∆ − ∆ + − =∫  

两边令 j →∞，于是有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), d 0,
t

t tu s u s u s f u s g s s s
τ

φ− ∆ − ∆ + − =∫  

因此 ( ),u x t 为系统(1)~(3)的整体强解。证毕。 

3. 整体强解的唯一性 

定理4 在定理3的条件下，系统(1)~(3)的强解是唯一的，且连续依赖于初值。 
证：假设 1u 和 2u 为系统(1)~(3)的两个解。令 1 2u uω = − ，则ω 满足下面的初边值问题 

( ) ( )
( )
( )

1 2

1 2

0, , 0,    26

,   ,            27

0, , 0,  28

t t

t

f u u x t

u u x

x t
τ τ ττ

ω ω ω

ω ω

ω
≤

 − ∆ − ∆ + − = ∈Ω >
 = = − ∈Ω


= ∈∂Ω ≥

 

其中 , 1, 2i i
tu u iτ τ≤ = = 。 
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用ω 乘(26)式，有 

( ) ( ) ( )2 2 2 1 2
2 0 0

1 d ,
2 d

f u f u
t
ω ω ω ω+ + = − − ，                        (29) 

又由假设条件(II)有： 

2 2 2 2

0 2 0 2

d
d

l
t

ω ω ω ω   + ≤ +   ，                                 (30) 

由Gronwall引理，可得 

( ) 2 22 2

2 0 2 0
e ,l t τ

τ τω ω ω ω−  + ≤ +                                   (31) 

显然，若 1 2 0u uτ τ τω = − = ，则必有 0ω = ，即 ( ) ( )1 2, , 0u x t u x tω = − = 。 
于是我们得到解的唯一性。 
用 ω−∆ 乘(26)式，得 

( ) ( )( )2 2 2 1 2
0 2 2

1 d ,
2 d

f u f u
t

ω ω ω ω + ∆ + ∆ = − ∆  ,                      (32) 

又由假设条件(II)有： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )21 2 1 1 2 2,f u f u f u f u f u uω ω ω
Ω Ω

′ ′ ′− ∆ = − ∇ − − ∇ ∇∫ ∫                (33) 

而 

( ) 2 21
0f u lω ω

Ω
′− ∇ ≤∫ ，                                  (34) 

则对系统(1)~(3)的任意解 ( ),u u x t= 满足：存在与时间 t 无关的常数 ( )22 ,
bLHR R u gτ= ，使得对一切的 t τ≥ ，

有：
2

2u R∆ ≤ 。 
由嵌入定理，存在正常数 ( )Rα α= ，使得 

( ) ( )( ) 21 2 2
2f u f u u ω α ω

Ω
′ ′− − ∇ ∇ ≤ ∆∫ ，                         (35) 

将(34)、(35)代入(33)，并取 ( )min , lβ α= ，得 

2 2 2 2

0 2 0 2

d 2
dt

ω ω β ω ω   + ∆ ≤ + ∆     

故对一切的 t τ≥ ，有 

( ) 2 22 2 2
0 2 0 2

e tβ τ
τ τω ω ω ω−  + ∆ ≤ + ∆   

故方程(1)的解连续依赖于初值，证毕。 
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