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Abstract 
With the rapid development of information science and technology, the amount of information 
becomes huge. The demand of technology on information processing will be high and the original 
traditional information processing methods cannot fully meet the requirements of people. So the 
study of compression perception theory is very important. The main content of this thesis is the 
reconstruction algorithm, which has played an important role in the theory of the compressed 
sensing. In order to overcome the nonsmooth problem in pl  norm, this paper proposed a new 
Maximum Entropy Function Method (MEFM) to solve the pl  optimization problem and proved 
the convergence of the new algorithm. Numerical experiments demonstrated that the new algo-
rithm is feasible and effective in signal reconstruction. 

 
Keywords 
Compressed Sensing, Signal Reconstruction, Nonsmooth Optimization, Maximum Entropy Function 

 
 

基于光滑逼近 pl 范数的重构信号算法 

赵  真，陈国庆 

内蒙古大学，呼和浩特 
Email: 1054488585@qq.com 
 
收稿日期：2014年5月24日；修回日期：2014年6月20日；录用日期：2014年6月29日 

http://www.hanspub.org/journal/aam
http://dx.doi.org/10.12677/aam.2014.33021
http://www.hanspub.org
mailto:1054488585@qq.com
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
mailto:1054488585@qq.com


基于光滑逼近 lp 范数的重构信号算法 
 

 
141 

 
 

摘  要 

随着信息科学技术的迅猛发展，信息量越来越大，对信息处理的理论技术的要求也就越高，原有的传统

信息处理方法不能够完全满足人们的要求。因此对压缩感知理论的研究是十分必要的。而压缩感知理论

中最核心的部分就是信号重构。本文用极大熵函数构造 ( )pl p0 1< < 范数的光滑逼近函数，进而实现信

号重构，并提出了基于最小 ( )pl p0 1< < 范数问题的MEFM算法，证明了算法的收敛性。数值实验表明

验证了新算法是十分可行有效的信号重构方法。 
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1. 引言 

当今时代，信息科学技术迅猛发展，大量的数据信息进入我们的生活，需要处理的数据量增大速度

惊人。在信息处理过程中，获得信息的最重要途径是对信息进行采样，但传统的采样感知理论受奈奎斯

特(Nyqusit)采样定理的限制，要求在采集信号时，信号的频率不能低于信号最高频率的两倍，这样就对

相应的信号采集的硬件设备提出了更高要求，很大限制了信号处理的能力。基于此，人们开始找寻一种

不受奈奎斯特定理约束的信息采集处理方法。 
针对可稀疏压缩信号，Donoho 等[1]-[5]在稀疏分解和信号恢复等思想的基础上提出压缩感知(CS)理

论框架。随后该理论得到迅速发展，在 2006 年 Donoho[2]正式提出了“压缩传感”这一术语。 
传统感知的方式是先对信息进行采样后处理，而压缩感知将采样过程和压缩过程同时进行，采样更

少但后续处理信息时的计算更多。压缩感知理论中最核心的部分就是信号重构，是指通过压缩测量的低

维采样数据，精确或较精确地重构高维原始信息。 
对于压缩传感信号重构问题，理想情况下是通过求解最原始的重构模型，即 

( )0p     
( ) 0min

. .

d x x

s t Ax b

 =


=
.                           (1) 

其中 0x 表示 x 中非零元素的个数。基于 0l 范数重构信号的算法主要是贪婪算法，这其中比较经典的是正

交匹配追踪法(Orthogonal Matching Pursuit, OMP)[6] [7]。 
由于基于最小 0l 范数进行信号重构的问题是一个 NP-hard 问题，所以实际中一般用求解最小 1l 范数来

进行信号重构。文献[6] [7]证明了问题 ( )0p 与 ( )1p 的等价性，并研究了其等价条件。基于最小 1l 范数进行

信号重构问题模型如下： 

( )1p    
( ) 1min

. .

d x x

s t Ax b

 =


=
.                          (2) 

其中
1

n

i
i

x x= ∑ ，基于 1l 范数最小进行求解的算法中最基本的是基追踪法(Basis Pursuit, BP)。事实上伪范

数 ( )0 1px p≤ ≤ 比
1x 范数更接近原问题中的 0x 范数。 

图 1 是多维情况下极小化 1l 的图形，图 2 是多维情况下极小化 1
2

l 的图形由图 1 和图 2 可以看出，恢 
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Figure 1. The minimize of 1l  
图 1. 极小化 1l  

 

 

Figure 2. The minimize of 1
2

l
 

图 2. 极小化 1
2

l  

 

复信号 x 时 ( )0 1pl p< < 范数优化有时比 1l 范数优化方法效果会更好。 
伪范数 ( )0 1px p< < 比

1x 范数更接近原问题中的 0x 范数。问题模型如下， 

( )pp     
( )

( )
min

0 1
. .

pd x x
p

s t Ax b

 = < <
=

.                        (3) 

文献[7]指出稀疏向量是 Ax b= 的全局 ( )0 1pl p< < 极小解，并且比 1l 范数优化方法所需的 b 的观测数

量更少。同时文献[8]-[10]证明了比 1l 范数优化方法重构信号要求更弱的充分条件。下面我们用极大熵函

数构造 ( )0 1pl p< < 范数的光滑逼近函数，进而实现信号重构。 
由于 ( )0 1pl p< < 范数最小化问题(3)中的目标函数可表示为 

{ }( )
1 1

1 1
max ,

n np ppp
i i ip

i i
x x x x

= =

   = = −      
∑ ∑ . 
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故问题(3)也可以写成如下形式， 

( ) { }( ) ( )

1

1
min max , , 0 1

. .

n pp
i i

i
x x x p

s t Ax b

ϕ
=


  = −  < <  


=

∑                      (4) 

由于问题(4)中的目标函数不可导，故光滑约束算法不能使用。本文构造光滑函数去逼近式(4)，将问

题转变成约束光滑问题，从而用光滑约束算法求解。 

2. pl 范数的光滑近似 

由于最大值函数 { }max ,t t− 可用极大熵函数 ( ) ( )1 ln exp expt tρ ρ ρ− + −  光滑近似[11]，其中参数 0ρ > ，

t 为变量。因此可用极大熵函数 ( ) ( )1 ln exp expi ix xρ ρ ρ−  + −  代替式(4)中的函数 { }max ,i ix x− ，得到如下

光滑问题： 

( ) ( ) ( )( )
1

1

1
min ; ln exp exp

. .

n pp

i i
i

x x x

s t Ax b

ρ ρ ρ ρ−

=


   Γ = + −     


=

∑                   (5) 

引理 1[12] 假设 { }1, 2, ,p k∀ ∈ ⋅⋅⋅ ， k N∈ ， ( ) : n
pg x R R→ 为连续可微的函数， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

1max , ; ln expp pp k
h x g x H x g x

ρ
ρ ρ

ρ≤ ≤

 
 = =   

 
∑ . 

则函数 ( );H x ρ 有以下性质： 
1) nx R∀ ∈ 和 1 20 ρ ρ< < ，有 ( ) ( )1 2; ;H x H xρ ρ≥ ； 

2) nx R∀ ∈ 和 0ρ > 有 ( ) ( ) ( ) ln; kh x H x h xρ
ρ

≤ ≤ + ； 

3) nx R∀ ∈ 有 ( ) ( )lim ;H x h x
ρ

ρ
→∞

= 。 
引理 2 式(5)定义的函数 ( ),x ρΓ 有如下性质。 nx R∀ ∈ ， 0ρ > 有 

( ) ( ) ( ) ln 2;
p nx x xϕ ρ ϕ
ρ

≤ Γ ≤ +                                 (6) 

证明：由本文引理 1 知， nx R∀ ∈ ， 0ρ > ，有 

( ) ( ) { }1 ln 20 ln exp exp max ,i i i ix x x xρ ρ
ρ ρ

 ≤ + − − − ≤                     (7) 

由 ( ),x ρΓ 和 ( )xϕ 的定义，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) { }( )

( ) ( ) { }( )

1 1

1

1 1

1

1

1

1

1

; ln exp exp max ,

ln exp exp max ,

ln 2 ln 2

p pn n pp
i i i i

i i

n pp

i i i i
i

p ppn

i

x x x x x x

x x x x

n

ρ ϕ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

−

= =

−

=

=

    Γ − = + − − −       

  ≤ + − − −    

  
≤ =  
   

∑ ∑

∑

∑
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由式(7)可得 

( ) ( ) ln 20 ;
p nx xρ ϕ
ρ

≤ Γ − ≤  

证毕。 
引理 3 nx R∀ ∈ ， 0ρ > ，有 

( ) ( ) ( ) ln 2;
p nx x xϕ ρ ϕ
ρ

≤ Γ ≤ +  

且 ( ) ( )lim ; px x x
ρ

ρ ϕ
→∞

Γ = = 。 

对问题(3)作如下假设： 
矩阵 A 的秩为 m ，变量

T
,B Nx x x =   ，其中 ( )1 2, , ,B B B B

mx x x x= ⋅⋅⋅ 为基变量所对应的向量，

( )T

1 2, , ,N N N N
m m nx x x x+ += ⋅⋅ ⋅ 为非基变量所对应的向量； B 为基变量所对应的矩阵 A 中的 m 列， N 为非基变

量所对应的矩阵 A 中的 n m− 列，矩阵 [ ],A B N= ，可行域 { }|D X Ax b= = 非空。 
在上述假设条件下，(3)中的约束条件 Ax b= 可写成 B NBx Nx b+ = 。 
由此可得 ( )1B Nx B b Nx−= − ，将 Bx 带入问题(5)的目标函数中，则式(5)转化为如下无约束问题： 

( ) ( )( )1min ; , ;
n m

N N N

x R
x B b Nx xρ ρ

−

−

∈
Μ = Γ − .                         (8) 

本文分别用 *x 和 ( )*x ρ 记问题(4)和(5)的最优解。 

3. MEFM 算法 

算法 1(Maximum Entropy Function Method) 
步骤 1 取 ( )0N n mx R −∈ ，误差1 0β> > ， ( )0,1δ ∈ ， 0k = 。 
输入矩阵 A ， 0t ，测量值b 、阀值 ε ，步长 h 。 

步骤 2 取
( )

* ln 2
1

p nρ
β δ

=
−

。 

步骤 3 求解式(8)，即求解如下问题 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 * 1 *arg min ; , ;
n m

k k k kN N N N

x R
x x B b N x xρ ρ

−

+ −

∈

 = Μ = Γ − 
 

 

步骤 4 若 ( )( ) ( )( )+1* * *

2

k k
x xρ ρ β− > ，置： : 1k k= + ，返回步骤 3；反之，输出 ( )( ) +1* * k

x ρ 。 

MEFM 算法具有如下性质。 
定理 1 假设式(8)的最优解为 ( )( )**Nx ρ ，且算法 1 产生的点 ( )sNx 满足 

( )( ) ( )( )** * *; ;
sN Nx xρ ρ ρ δβ Μ −Μ ≤ 

 
                          (9) 

则 

( ) ( )*sx xϕ ϕ β− ≤ , 

式中 s 为迭代次数。 
证明：由 ( )* *x ρ 是式(5)的最优解，即 

( )( ) ( )* * * ** ; ;x xρ ρ ρΓ ≤ Γ                                 (10) 
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再由式(6)得 

( ) ( ) ( )* * * *
*

ln 2;
p nx x xϕ ρ ϕ
ρ

≤ Γ ≤ +  

( )( ) ( )( ) ( )( )* * * * * * *
*

ln 2;
p nx x xϕ ρ ρ ρ ϕ ρ
ρ

≤ Γ ≤ +  

因此可得 

( )( ) ( ) ( )* * * * * *
*

ln 2; ;
p nx x xρ ρ ρ ϕ
ρ

Γ ≤ Γ ≤ +  

( ) ( )( )* * * *
*

ln 2;
p nx xϕ ρ ρ
ρ

− ≤ −Γ +                               (11) 

由(6)式得 

( ) ( )*;s sx xϕ ρ≤ Γ                                     (12) 

式(11)与式(12)相加得 

( ) ( ) ( ) ( )( )* * * * *
*

ln 2; ;
p

s s nx x x xϕ ϕ ρ ρ ρ
ρ

− ≤ Γ −Γ +                       (13) 

再由(8)可得 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

** * * * *

* *

; ;

; ;

N

sN s

x x

x x

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

 Μ = Γ   

Μ = Γ


                          (14) 

由式(9)和式(14)可知 

( ) ( )( )* * * *; ;sx xρ ρ ρ δβΓ −Γ ≤                              (15) 

再由式(14)和(15)有 

( ) ( )*
*

ln 2p
s nx xϕ ϕ δβ

ρ
− ≤ +                                (16) 

将
( )

* ln 2
1

p nρ
β δ

=
−

代入式(16)可得 ( ) ( )*sx xϕ ϕ β− ≤ ， 

证毕。 
定 理 2 假 设 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nx x x xρ ρ ρ ρ= ⋅⋅⋅ 是 式 (3) 的 最 优 解 。 若 ( )lim x

ρ
ρ

→+∞
存 在 ， 设

( )
T* * * *

1 2lim , , , nx x x x x
ρ

ρ
→+∞

 = = ⋅⋅⋅  ，若 * * *
1 2, , , nx x x⋅ ⋅ ⋅ 中存在 ( )* 0 1kx k n= ≤ ≤ 时有 ( )lim 0kx

ρ
ρ ρ

→+∞
= 。则 *x 是问题

(3)的最优解。 
证明：对由 nx R∀ ∈ ，有 

( ) { }( )
1

1
max ,

n pp
i i p

i
x x x xϕ

=

 = − =  
∑  

由引理 3 得 
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( ) ( ) ( ) ln 2;
p nx x xϕ ρ ϕ
ρ

≤ Γ ≤ +                            (17) 

式(17)中令 +ρ → ∞，并由定理 2 中的条件(2)可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * *lim ; lim ; lim
p

x x x x x
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ϕ ρ ϕ
→+∞ →+∞ →+∞

Γ = Γ = = =  

由于 ( )x ρ 是式(5)的最优解，故对任意满足 Ax b= 的点 x 有 

( )( ) ( ); ;x xρ ρ ρΓ ≤ Γ  

故 ( ) ( ) *lim ; p p
x x x x

ρ
ρ ϕ

→+∞
Γ = = ≥ 。 

以下证明 *x 是问题(5)的可行解，由于 ( )x ρ 是式(5)的最优解，故有 ( )Ax bρ = 。令 ( ) *lim x x
ρ

ρ
→+∞

= ，

可得 *Ax b= ，即 *x 是问题(5)的最优解。 

4. 信号重构实例 

用 MEFM 算法和 OMP 算法对一维信号 x 进行重构。其中重构信号稀疏度 6K = ，信号长度 256n = ，

信号观测度 64M = ， 1 50f = ， 2 100f = ， 3 200f = ， 4 400f = ， 800sf = ， 1s st f= ， 1:sT n= ；由图

3 可以看出重构信号稀疏度 K = 6。 

( ) ( ) ( ) ( )s0.3sin 2π 50 0.6sin 2π 100 0.1sin 2π 200 0.9sin 2π 400s s s s s s sx T t T t T t T t= × × × + × × × + × × × + × × ×  
测量值 M 必须满足 ( )logM K n K≥ × 的，取 64M = 时，采样率 0.25M n = ，取 0.5p = ， 0.5β = ，

0.02δ = ，用 MEFM 算法对信号进行重构，重构效果如图 4；用 OMP 算法重构信号，信号重构效果如

图 5。由图 4 和图 5 可以看出 MEFM 算法和 OMP 算法都能够很好的重构信号。 
 

 
Figure 3. Original signal; Frequency domain 
图3. 原始信号；频域信号 
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Figure 4. Reconstruction effect of one-dimensional signal 
图 4. MEFM 算法重构信号 

 

 
Figure 5. Reconstruction effect of one-dimensional signal 
图 5. OMP 算法重构信号 

 
Table 1. Error of reconstruction 
表 1. 重构误差 

重构算法 采样率(samp) 重构误差 

OMP 0.25 7.2093e−004 

MEFM 0.25 2.9716e−024 

 
表 1 分别列出了 MEFM算法和OMP重构算法的重构误差，可以看出，在相同采样率的情况下，MEFM
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算法的信号重构误差为 2.9716e−024，OMP 算法的信号重构误差为 7.2093e−004。即采样率相同时，MEFM
算法比 OMP 重构算法的重构效果更好，重构误差更小；OMP 算法在运行时需已知信号稀疏度 K ，而

MEFM 算法运行时不需要已知信号稀疏度 K ；OMP 算法是基于 0l 范数最小化问题，是非光滑的，而 MEFM
算法是基于极大熵函数光滑化的 pl 最小化问题，一些基于求导求解的方法都适用，所以计算更方便，效

率更高。 
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