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Abstract 
In this paper, we study a class of n-dimensional nonlinear wave system of high order by using the 
Galerkin method, Sobolev embedding theorem and prior estimate of solution, and prove the exis-
tence and uniqueness of global strong solution to the initial boundary value problem. 
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摘  要 

本文研究了一类高阶n维非线性波动方程组，通过解的先验估计，利用Galerkin方法和Sobolev嵌入定理，
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证明了初边值问题整体强解的存在性和唯一性。 
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1. 引言 

在本文中，
1

N

i i
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u v
=

⋅ = ∑u v ， ( ), dx
Ω

= ⋅∫u v u v ， ( ) ( )2
2 ,L Ω

=u u u ， 

[ ] ( )
0

, , d
t

t= ∫u v u v ， ( ) [ ]2
2 ,L Ω

=u u u ，

1
22

1

N

i
i

u
=

 =  
 
∑u ， 

( ) ( )T
1 2, , , , Nx t u u u= =u u 

， ( ) ( )T
1 2, , , , Nx t v v v= =v v 

， 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , ,t t t N tf f f=f u u u u ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , Nx x x xϕ ϕ ϕ= ϕ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , Nx x x xψ ψ ψ= ψ  

其中 ( ) ( ) ( )2
0

M Mx H H∈ Ω Ωϕ ， ( ) ( ) ( )2
0

M Mx H H∈ Ω Ωψ ，“T”表示转置。 
有三种因素影响弹性杆内波的传播：非线性、弥散以及耗散。文[1]研究了在上述三种因素影响下的

细长弹性杆中纵向应变波的传播问题。 
文[2]在此基础上研究了一类四阶非线性耗散色散波动方程的初边值问题，非线性耗散色散波动方程

组关于空间变量导数为 2 阶的情形在文[3]中有所研究，本文主要在此基础上研究了高阶的情形，关于高

阶 n 维非线性耗散色散波动方程组的研究在已有文献中还未见到。 
本文主要研究了下述在粘弹性力学中具有实际背景的一类高阶 n 维非线性波动方程组： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
( ) ( ) ( )

[ ]

0 0

0,

1 1 1 ,   , 0,   ,    1.1

,     ,                                                                         1.2

0,       0 1                           

M M MM M M
tt t tt t

t t t

T

x t T

x x

D Mγ

ϕ ψ

γ

= =

∂Ω×

+ − ∆ + − ∆ + − ∆ = ∈Ω×

= =

= ≤ ≤ −

u u u u f u

u u

u ( )                                        1.3








 

其中 Ω 为 nR 中具有光滑边界的有界区域， 0T > ， M 为正整数， ( )1 2, , , nγ γ γ γ=  为多重指标，

( )1,2, ,i i nγ =  为非负整数，且 1 2 nγ γ γ γ= + + + 。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0,M M M Mx H H x H H∈ Ω Ω ∈ Ω Ω ϕ ψ ，

假设 f 满足： 

( ) 1, C= ∈f f0 0                                  (1.4) 

且 Jacobian 矩阵
∂
∂
f
u
半有界，即 0 0, nk Rξ∃ > ∀ ∈ 满足： 

( )0, , ,kξ ξ ξ ξ∂  ≤ ∂ 

f
u

                                (1.5) 

( ) ( )21 1 1 1, ,
p

a b a b≤ +f u u 为正常数                           (1.6) 

当 2M n< 时，
22
2
np

n M
≤ <

−
；当 2 , 2M n p≥ ≤ < +∞时 。 
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2. 主要结论 

定义： ( ),x t=u u  ( ) [ ]( ), 0, , nx t T R∈Ω× Ω ⊂ 称为问题(1.1)~(1.3)在 [ ]0,TΩ× 上的整体强解，若 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2
0

2
0

2 2
0

0, ; ,

0, ; ,

0, ; 0, ; ,

M M

M M
t

M
tt

L T H H

L T H H

L T L L T H

∞

∞

∞

∈ Ω Ω

∈ Ω Ω

∈ Ω Ω

u

u

u







 

对一切 ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )( )2
1 2, , , , , , , 0, ;Nx t d x t d x t d x t C T L= ∈ Ωd 

成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
1 1 1 , , d 0

T M M MM M M
tt t tt t x t t+ − ∆ + − ∆ + − ∆ − =∫ u u u u f u d  

且 

( ) ( )0 0, t t tx x= == =u uϕ ψ  

定理 1：若 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0,M M M Mx H H x H H∈ Ω Ω ∈ Ω Ω ϕ ψ ，条件 (1.5)~(1.6)成立，则问题

(1.1)~(1.3)存在上述意义下的整体强解 ( ),x t=u u 。 

定理 2：若 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0,M M M Mx H H x H H∈ Ω Ω ∈ Ω Ω ϕ ψ ，条件(1.5)~(1.6)成立，则非线性问

题(1.1)~(1.3)的整体强解唯一。 

3. 主要结论的证明 

首先介绍定理 1 的证明思想，即第一步构造问题(1.1)~(1.3)的近似解，然后对近似解作出先验估计，

在作出先验估计基础上，由列紧性原理可证得问题(1.1)~(1.3)的整体强解。下面进行定理 1 的证明： 

设 ( ){ }1,2,jw x j = 
为问题

( )
( )

1

0       0 1

M M
j j j

j

w w

D w x Mγ

λ

γ∂Ω

 − ∆ =


= ≤ ≤ −
的特征函数系，则由文[4]中的引理 1.1

有结论： ( ){ }1,2,jw x j = 
分别构成 ( )2L Ω ， ( ) ( )2

0 0,M M MH H HΩ Ω
的正交基底。 

构造问题(1.1)~(1.3)的近似解 

( ) ( ) ( )
1

, ,
m

mi mi mij j
j

u u x t a t w x
=

= = ∑                           (2.1) 

并满足初值条件 

( ) ( ) ( ) ( )
1

,0   ,
m

mi mi mij j mij
j

u x x a w x aϕ
=

= = ∑ 将在下面选取                   (2.2) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

,0  .
m

mit mi mij j mij
j

u x x b w x bψ
=

= = ∑ 将在下面选取                   (2.3) 

由 Galerkin 方法，该近似解应满足如下非线性常微分方程组的初值问题 

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, 1 , 1 , 1 , , ,0  , 2.4

,0 ,  
,0 ,

1, 2, , ; 1, 2, .

M M MM M M
mitt k mi k mit k mitt k i mt k

mi mi

mit mi

u w u w u w u w f w t T

u x x

u x x
i N k m

ϕ

ψ

 + − ∆ + − ∆ + − ∆ = ≤ ≤

 =∗ 
 =

= =

u

 

 

由于 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2
1 2 0, , , M M

Nx x x x H Hϕ ϕ ϕ= ∈ Ω Ω ϕ ， 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2
1 2 0, , , M M

Nx x x x H Hψ ψ ψ= ∈ Ω Ω ψ ， ( ){ }1,2,jw x j = 
构成 

( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
的一组正交基，可选取适当的 mija ， mijb ( )1,2, , ; 1, 2,3,i N j= =  使得当 m → +∞

时，在空间 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中成立强收敛， ( ) ( )mi ix xϕ ϕ→ ， ( ) ( )mi ix xψ ψ→ ， ( )1,2, ,i N=  。因假

设 1C∈f ， 由 非 线 性 常 微 分 方 程 组 理 论 中 Peano 存 在 性 定 理 知 问 题 ( )∗ 存 在 局 部 解

( ) ( ), 1, 2,3, ,miu x t i N=  ，为得到问题 ( )∗ 在 [ ]0,T 上的整体解，需证明问题 ( )∗ 中方程的右端 ( )( ),i mt kf wu
的绝对值能用一与 ( ),m x tu 无关的正常数控制住，为此作出近似解 ( ) ( ), 1, 2,3, ,miu x t i N=  的先验估计如

下： 
引理 3.1：设 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,M Mx H x H∈ Ω ∈ Ωϕ ψ ，选取 ,mij mija b ，使当 m → +∞时， ( ) ( ),0m x x→u ϕ 及

( ) ( ),0mt x x→u ψ 在 ( )0
MH Ω 中强收敛，若条件(1.5)，(1.6)式成立，则有估计： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2 2

2 2 22 2
1 1 .M M M

m mt m mt mt mL L L L L
C C

Ω Ω Ω Ω Ω
+ + ∇ + ∇ + ∇ ≤u u u u u u为与 无关的正常数  

引理 3.2：设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0, ,M M M Mx H H x H H∈ Ω Ω ∈ Ω Ω ϕ ψ 选取 ,mij mija b ，使当 m → +∞时，

( ) ( ),0m x x→u ϕ 及 ( ) ( ),0mt x x→u ψ 在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，若条件(1.5)，(1.6)式成立，则有估

计： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2

2 2 22
2 2 .M M M

mtt mtt mt mtt mL L L L
C C

Ω Ω Ω Ω
+ ∇ + ∇ + ∇ ≤u u u u u为与 无关的正常数  

引理 3.3：设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0, ,M M M Mx H H x H H∈ Ω Ω ∈ Ω Ω ϕ ψ 选取 ,mij mija b 使当 m → +∞时，

( ) ( ),0m x x→u ϕ 及 ( ) ( ),0mt x x→u ψ 在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，若条件(1.5)，(1.6)式成立，则有估

计： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 .M M M M
mt m mt mt mL L L L

C C
Ω Ω Ω Ω

∇ + ∆ + ∆ + ∆ ≤u u u u u为与 无关的正常数  

引理 3.4：在引理 3.3 条件下成立不等式 

( )
( )2

2

4 4 .M
mtt mL

C C
Ω

∆ ≤u u为与 无关的正常数  

引理 3.1 的证明： 
方程(2.4)两边同乘 ( )mika t′  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
, 1 , 1 , 1 ,

, ,

M M MM M M
mitt mik k mi mik k mit mik k mitt mik k

i mt mik k

u a t w u a t w u a t w u a t w

f a t w

′ ′ ′ ′+ − ∆ + − ∆ + − ∆

′= u
 

关于 k 从 1 到 m 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , , ,M M MM M M
mitt mit mi mit mit mit mitt mit i mt mitu u u u u u u u f u+ − ∆ + − ∆ + − ∆ = u  

关于 i 从 1 到 N 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , , ,M M MM M M
mtt mt m mt mt mt mtt mt mt mt+ − ∆ + − ∆ + − ∆ =u u u u u u u u f u u  

而由条件(1.5)知 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0, , , , 0 1 ,
mt

mt
mt mt mt mt u mt mt mt mt

mt

kθ θ
 ∂

= − = ≤ < <  ∂ 

f u
f u u f u f u u u u u

u
0  

首先利用格林公式，然后两端从 0 到 t 积分 ( )0 t T≤ ≤ ，得 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]0

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1, , , , ,
2 2

M M M M
mt mt m m m m m m

M M M M M M
mt mt mt mt m m mt mtk

− + ∇ ∇ − ∇ ∇

 + ∇ ∇ + ∇ ∇ − ∇ ∇ ≤ 

u u u u

u u u u u u

ψ ψ ϕ ϕ

ψ ψ
 

这里， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , ,m m m mNx x x xϕ ϕ ϕ= ϕ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , ,m m m mNx x x xψ ψ ψ= ψ ，从而有不等式 

( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )0

1 1 1, , , ,
2 2 2

1 1 1, , , , ,
2 2 2

M M M M M M
mt mt m m mt mt mt mt

M M M M
mt mt m m m m m mk

 + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ 

≤ + + ∇ ∇ + ∇ ∇

u u u u u u u u

u u ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ
 

两边加上 [ ], ,m mtu u  

左边将它估计为 ( ) ( )1 1, , ,
2 2m m m m−u u ϕ ϕ  

右边将它化为 [ ] [ ] [ ], , , ,m mt m m mt mt≤ +u u u u u u  
从而有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]0

1 1 1 1, , , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , , 1 , ,
2 2 2 2

M M M M M M
m m mt mt m m mt mt mt mt

M M M M
m m m m m m m m mt mt m mk

 + + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ 

≤ + + ∇ ∇ + ∇ ∇ + + +

u u u u u u u u u u

u u u uϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ
 

由于当 m → +∞时， m →ϕ ϕ 及 m →ψ ψ 在 ( )0
MH Ω 中强收敛，所以当 m → +∞时，( ) ( ), ,m m →ϕ ϕ ϕ ϕ ，

( ) ( ), ,m m →ψ ψ ψ ψ ，
 ( ) ( ), ,M M M M

m m∇ ∇ → ∇ ∇ϕ ϕ ϕ ϕ 及 ( ) ( ), ,M M M M
m m∇ ∇ → ∇ ∇ψ ψ ψ ψ 。以上不等式右边

前四项能用一与 m 无关的正常数来控制。由 Gronwall 不等式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

2 2 22 2
1

M M M
m mt m mt mtL L L L L

C
Ω Ω Ω Ω Ω
+ + ∇ + ∇ + ∇ ≤u u u u u  

引理 3.1 证毕！ 
引理 3.2 的证明： 
对方程组(2.4)两边关于 t 求导得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )d, 1 , 1 , 1 , ,
d

M M MM M M
mittt k mit k mitt k mittt k i mt ku w u w u w u w f w

t
 + − ∆ + − ∆ + − ∆ =  
 

u  

两边同乘以 ( )mika t′′ 得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

, 1 , 1 ,

d1 , ,
d

M MM M
mittt mik k mit mik k mitt mik k

M M
mittt mik k i mt mik k

u a t w u a t w u a t w

u a t w f a t w
t

′′ ′′ ′′+ − ∆ + − ∆

 ′′ ′′+ − ∆ =  
 

u
 

关于 k 从 1 到 m 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )d, 1 , 1 , 1 , ,
d

M M MM M M
mittt mitt mit mitt mitt mitt mittt mitt i mt mittu u u u u u u u f u

t
 + − ∆ + − ∆ + − ∆ =  
 

u  

关于 i 从 1 到 N 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )d, 1 , 1 , 1 , ,
d

M M MM M M
mttt mtt mt mtt mtt mtt mttt mtt mt mttt

 + − ∆ + − ∆ + − ∆ =  
 

u u u u u u u u f u u  
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而由条件(1.5)知 ( ) ( ) ( )0
d , , , ,
d

mt
mt mtt mtt mtt mtt mtt

mt

k
t

 ∂  = ⋅ ≤    ∂   

f u
f u u u u u u

u
 

从而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 d 1 d 1 d, , , , ,
2 d 2 d 2 d

M M M M M M
mtt mtt mt mt mtt mtt mtt mtt mtt mttk

t t t
+ ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ≤u u u u u u u u u u  

两边从 0 到 t ( )0 t T≤ ≤ 积分得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) [ ]0

1 1 1 1, ,0 , ,0 , ,
2 2 2 2

1 1, ,0 , ,0 , ,
2 2

M M M M
mtt mtt mtt mtt mt mt m m

M M M M M M
mtt mtt mtt mtt mtt mtt mtt mtt

x x

x x k

− + ∇ ∇ − ∇ ∇

 + ∇ ∇ − ∇ ∇ + ∇ ∇ ≤ 

u u u u u u

u u u u u u u u

ψ ψ
 

下证 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),0 , ,0 ,0 , ,0M M
mtt mtt mtt mttx x x x+ ∇ ∇u u u u 有界(能用一与 m 无关正常数控制住)。 

方程组(2.4)两边同乘以 ( )mika t′′ 得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
, 1 , 1 , 1 ,

, ,

M M MM M M
mitt mik k mi mik k mit mik k mitt mik k

i mt mik k

u a t w u a t w u a t w u a t w

f a t w

′′ ′′ ′′ ′′+ − ∆ + − ∆ + − ∆

′′= u
 

关于 k 从 1 到 m 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , ,M M MM M M
mitt mitt mi mitt mit mitt mitt mitt i mt mittu u u u u u u u f u+ − ∆ + − ∆ + − ∆ = u  

关于 i 从 1 到 N 作和得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , ,M M MM M M
mtt mtt m mtt mt mtt mtt mtt mt mtt+ − ∆ + − ∆ + − ∆ =u u u u u u u u f u u  

令 t = 0 得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

,0 , ,0 1 ,0 , ,0 1 ,0 , ,0

1 ,0 , ,0 , ,0

M MM M
mtt mtt m mtt mt mtt

M M
mtt mtt m mtt

x x x x x x

x x x

+ − ∆ + − ∆

+ − ∆ =

u u u u u u

u u f uψ
     (∗∗) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1

1, ,0 , ,0 , ,0
2 2m mtt m m mtt mttx x xε
ε

≤ +f u f f u uψ ψ ψ  

(其中 ( ) ( )( )T
1 , ,m m mNx xψ ψ= ψ )， 

下面证明 ( ) ( )( ),m mf fψ ψ 有界。 
由于 

( ) ( )( ) 2 22 2 21 1 1 1 1 1 1 1, , 2 d d .
p p p p

m m m m m ma b a b a a b x b x
Ω Ω

 ≤ + + = Ω + + 
 

∫ ∫f fψ ψ ψ ψ ψ ψ  

当 m → +∞时， m →ψ ψ 在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，由 Sobolev嵌入定理[5]可知 ( ) constpm L Ω

≤ψ ，

其中当 2M n< 时，
22
2
np

n M
≤ <

−
；当 2M n≥ 时， 2 p≤ < +∞。 

所以 ( )d constp
p p

m m Lx
ΩΩ

= ≤∫ ψ ψ ， 

从而有 

( ) ( )

1
1 122 2 2 22 2 2d d 1 d const,p

pp p

m m m L
x x x×

ΩΩ Ω Ω

 ≤ = Ω ≤ 
 

∫ ∫ ∫ψ ψ ψ  
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因此， ( ) ( )( ),m mf fψ ψ 有界。 
将 ( )∗∗ 中的项 ( ) ( ) ( )( )1 ,0 , ,0M M

m mttx x− ∆ u u 移至等式右边得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )11 ,0 , ,0 1 ,0 , ,0 ,M MM M
m mtt m mttx x x x+− − ∆ = − ∆u u u u  

应用带 ε 的柯西不等式得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 2

2

11 ,0 , ,0 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0
2 2

M M MM M M
m mtt m m mtt mttx x x x x xε

ε
+ + +− ∆ ≤ − ∆ − ∆ +u u u u u u  

故 ( )∗∗ 可变为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2

2

,0 , ,0 1 ,0 , ,0 1 ,0 , ,0

1, ,0 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0 ,
2 2

M MM M
mtt mtt mt mtt mtt mtt

M MM M
m mtt m m mtt mtt

x x x x x x

x x x x xε
ε

+ +

+ − ∆ + − ∆

≤ + − ∆ − ∆ +

u u u u u

f u u u u uψ

u
 

再将项 ( ) ( ) ( )( )1 ,0 , ,0M M
mt mttx x− ∆ u u 移至等式右边得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )11 ,0 , ,0 1 ,0 , ,0 ,M MM M
mt mtt mt mttx x x x+− − ∆ = − ∆u u u u  

应用带 ε 的柯西不等式得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 3

3

11 ,0 , ,0 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0
2 2

M M MM M M
mt mtt mt mt mtt mttx x x x x x

ε
ε

+ + +− ∆ ≤ − ∆ − ∆ +u u u u u u  

故 ( )∗∗ 可变为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1 2

2

1 1 3

3

,0 , ,0 1 ,0 , ,0

1 , ,0 , ,0
2 2

1 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0
2 2
1 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0 ,

2 2

M M
mtt mtt mtt mtt

m m mtt mtt

M MM M
m m mtt mtt

M MM M
mt mt mtt mtt

x x x x

x x

x x x x

x x x x

ε
ε

ε
ε

ε
ε

+ +

+ +

+ − ∆

≤ +

+ − ∆ − ∆ +

+ − ∆ − ∆ +

u u u u

f f u u

u u u u

u u u u

ψ ψ

 

因为 ( ),0M M
m mx∆ = ∆u ϕ ， ( ),0M M

mt mx∆ = ∆u ψ 所以在上式中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 11 ,0 , 1 ,0 1 , 1 ,M M M MM M M M
m m m mx x+ + + +− ∆ − ∆ = − ∆ − ∆u u ϕ ϕ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 11 ,0 , 1 ,0 1 , 1 ,M M M MM M M M
mt mt m mx x+ + + +− ∆ − ∆ = − ∆ − ∆u u ψ ψ  

从而有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1 2

2

1 1 3

3

,0 , ,0 1 ,0 , ,0

1 , ,0 , ,0
2 2

1 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0
2 2
1 1 ,0 , 1 ,0 ,0 , ,0 ,

2 2

M M
mtt mtt mtt mtt

m m mtt mtt

M MM M
m m mtt mtt

M MM M
m m mtt mtt

x x x x

x x

x x x x

x x x x

ε
ε

ε
ε

ε
ε

+ +

+ +

+ − ∆

≤ +

+ − ∆ − ∆ +

+ − ∆ − ∆ +

u u u u

f f u u

u u

u u

ψ ψ

ϕ ϕ

ψ ψ
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移项整理得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

31 2

2 3 1

1 ,0 , ,0 ,0 , ,0
2 2 2

1 1 1, , , ,
2 2 2

M M
mtt mtt mtt mtt

M M M M
m m m m m m

x x x x
εε ε

ε ε ε

 − − − + ∇ ∇ 
 

≤ ∆ ∆ + ∆ ∆ +

u u u u

f fϕ ϕ ψ ψ ψ ψ
 

取 1 2 3, ,ε ε ε 充分小，使得 31 2 11
2 2 2 2

εε ε − − − ≥ 
 

。 

由于当 m → +∞时， m →ψ ψ 在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，故当 m → +∞时， 

( ) ( ), ,M M M M
m m∆ ∆ → ∆ ∆ψ ψ ψ ψ ，故 ( ),M M

m m∆ ∆ψ ψ 能用一与 m 无关的正常数控制住，同样道理

( ),M M
m m∆ ∆ϕ ϕ 也能用一与 m 无关的正常数控制住，所以 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),0 , ,0 ,0 , ,0M M

mtt mtt mtt mttx x x x+ ∇ ∇u u u u
有界。 

又由已证不等式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]0

1 1 1, , , ,
2 2 2

1 1 1,0 , ,0 , ,0 , ,0 , ,
2 2 2

M M M M M M
mtt mtt mt mt mtt mtt mtt mtt

M M M M
mtt mtt m m mtt mtt mtt mttx x x x k

 + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ 

≤ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +

u u u u u u u u

u u u u u uψ ψ
 

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),0 , ,0 ,0 , ,0M M
mtt mtt mtt mttx x x x+ ∇ ∇u u u u 有界， ( )1 ,

2
M M

m m∇ ∇ψ ψ 又能用一与 m 无关的

正常数控制住，所以 

( ) ( ) ( ) [ ]0
1 1 1, , , , , ,
2 2 2

M M M M M M
mtt mtt mt mt mtt mtt mtt mtt mtt mttk C + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ≤ + u u u u u u u u u u  

其中 C 为与 m 无关的正常数，再根据 Gronwall 不等式得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 22
2 .M M M

mtt mtt mt mttL L L L
C

Ω Ω Ω Ω
+ ∇ + ∇ + ∇ ≤u u u u  

引理 3.2 证毕！ 
引理 3.3 的证明： 
方程(2.4)两边同乘 ( )k mika tλ ′ 得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 , 1 ,

1 , , ,

M MM M
mitt k mik k mi k mik k mit k mik k

M M
mitt k mik k i mt k mik k

u λ a t w u λ a t w u λ a t w

u λ a t w f λ a t w

′ ′ ′+ − ∆ + − ∆

′ ′+ − ∆ = u
 

关于 k 从 1 到 m 作和得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 1 , 1 1 , 1

1 , 1 , 1 ,

M M M M MM M M M M
mitt mit mi mit mit mit

M M MM M M
mitt mit i mt mit

u u u u u u

u u f u

− ∆ + − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

+ − ∆ − ∆ = − ∆u
 

关于 i 从 1 到 N 作和得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 1 , 1 1 , 1

1 , 1 , 1 ,

M M M M MM M M M M
mtt mt m mt mt mt

M M MM M M
mtt mt mt mt

− ∆ + − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

+ − ∆ − ∆ = − ∆

u u u u u u

u u f u u
 

对于右边项经计算得 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1

1, 1 , 1 , 1 ,
2 2

M M MM M M
mt mt mt mt mt mt

ε
ε

− ∆ ≤ + − ∆ − ∆f u u f u f u u u  

取 1ε 充分小，使得 1 11
2 2
ε

− ≥ 故成立如下不等式 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1, 1 1 , 1 1 , 1
2

11 , 1 , ,
2

M M M M MM M M M M
mtt mt m mt mt mt

M MM M
mtt mt mt mtε

− ∆ + − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

+ − ∆ − ∆ ≤

u u u u u u

u u f u f u
 

由格林公式得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1

1 d 1 d 1 d, , ,
2 d 2 d 2 d

1 1, , ,
2 2

M M M M M M
mt mt m m mt mt

M M
mt mt mt mt

t t t

ε

∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆

+ ∆ ∆ ≤

u u u u u

u u f u f u

u
 

两边从 0 到 t ( )0 t T≤ ≤ 积分并移项得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , , ,
2 2 2 2

M M M M M M M M
mt mt m m mt mt mt mt

M M M M M M
m m m m m m mt mtε

 ∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ 

 ≤ ∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ +  

u u u u u u u u

f u f uψ ψ ϕ ϕ ψ ψ
 

由引理 3.1 知 ( ) ( )2 const 0Mmt H t T
Ω
≤ ≤ ≤u ， 

( ) ( )( ) 22 2 21 1 1 1 1 1 1 1, , 2 d d ,
p p p p

mt mt mt mt mt mta b a b a a b x b x
Ω Ω

 ≤ + + = Ω + + 
 

∫ ∫f u f u u u u u  

由 Sobolev 嵌入定理[5]得 

( )d const,p
p p

mt mt Lx
ΩΩ

= ≤∫ u u ( ) ( )

1
1 122 2 2 22 2 2d d 1 d constp

pp p

mt mt mt L
x x x×

ΩΩ Ω Ω

 ≤ = Ω ≤ 
 

∫ ∫ ∫u u u  

其中当 2M n< 时，
22
2
np

n M
≤ <

−
；当 2M n≥ 时， 2 p≤ < +∞。 

所以 ( ) ( )( ), constmt mt ≤f u f u 。在下面的不等式中， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , , ,
2 2 2 2

M M M M M M M M
mt mt m m mt mt mt mt

M M M M M M
m m m m m m mt mtε

 ∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ 

 ≤ ∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ +  

u u u u u u u u

f u f uψ ψ ϕ ϕ ψ ψ
 

由于当 m → +∞时， m →ϕ ϕ ， m →ψ ψ 在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，所以当 m → +∞时， 

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
2 2 2

M M M M M M
m m m m m m∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ  

收敛于 ( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
2 2 2

M M M M M M∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ， 

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
2 2 2

M M M M M M
m m m m m m∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ 能用一与 m 无关的正常数控制住，因此由以上

不等式得 
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( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , const,
2 2 2 2

M M M M M M M M
mt mt m m mt mt mt mt ∇ ∇ + ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆ ≤ u u u u u u u u  

即 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 .M M M M
mt m mt mt mL L L L

C C
Ω Ω Ω Ω

∇ + ∆ + ∆ + ∆ ≤u u u u u为与 无关的正常数  

引理 3.3 证毕！ 
引理 3.4 的证明： 
方程(2.4)两边同乘以 ( )k mika tλ ′′ ，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 , 1 ,

1 , , ,

M MM M
mitt k mik k mi k mik k mit k mik k

M M
mitt k mik k i mt k mik k

u λ a t w u λ a t w u λ a t w

u λ a t w f λ a t w

′′ ′′ ′′+ − ∆ + − ∆

′′ ′′+ − ∆ = u
 

关于 k 从 1 到 m 作和得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 1 , 1 1 , 1

1 , 1 , 1 ,

M M M M MM M M M M
mitt mitt mi mitt mit mitt

M M MM M M
mitt mitt i mt mitt

u u u u u u

u u f u

− ∆ + − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

+ − ∆ − ∆ = − ∆u
 

关于 i 从 1 到 N 作和得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 1 , 1 1 , 1

1 , 1 , 1 ,

M M M M MM M M M M
mtt mtt m mtt mt mtt

M M MM M M
mtt mtt mt mtt

− ∆ + − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

+ − ∆ − ∆ = − ∆

u u u u u u

u u f u u
 

移项得如下不等式 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 , 1 , 1 1 , 1

1 , 1 , 1 ,

M M M M MM M M M M
mtt mtt mtt mtt m mtt

M M MM M M
mt mtt mt mtt

− ∆ − ∆ = − − ∆ − − ∆ − ∆

− − ∆ − ∆ + − ∆

u u u u u u

u u f u u
 

而 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

1, 1 1 , 1 ,
2 2
1, , ,

2 2

M M MM M M
mtt mtt mtt mtt mtt mtt

M M
mtt mtt mtt mtt

ε
ε

ε
ε

− − ∆ ≤ − ∆ − ∆ +

= ∆ ∆ +

u u u u u u

u u u u
 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

2

2

2

1 , 1

11 , 1 1 , 1
2 2

1, , ,
2 2

M MM M
m mtt

M M M MM M M M
mtt mtt m m

M M M M
mtt mtt m m

ε
ε

ε
ε

− − ∆ − ∆

≤ − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

= ∆ ∆ + ∆ ∆

u u

u u u u

u u u u

 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3

3

3

3

1 , 1

11 , 1 1 , 1
2 2

1, , ,
2 2

M MM M
mt mtt

M M M MM M M M
mtt mtt mt mt

M M M M
mtt mtt mt mt

ε
ε

ε
ε

− − ∆ − ∆

≤ − ∆ − ∆ + − ∆ − ∆

= ∆ ∆ + ∆ ∆

u u

u u u u

u u u u
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )4

4

1, 1 1 , 1 , ,
2 2

M M MM M M
mt mtt mtt mtt mt mt

ε
ε

− ∆ ≤ − ∆ − ∆ +f u u u u f u f u  

所以 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2

1

3

2 3

4

4

, 1 , 1

1, , ,
2 2 2

1 1, , ,
2 2 2

1, , ,
2 2

M MM M M M
mtt mtt mtt mtt

M M M M
mtt mtt mtt mtt mtt mtt

M M M M M M
m m mtt mtt mt mt

M M
mtt mtt mt mt

ε ε
ε
ε

ε ε
ε

ε

∆ ∆ = − ∆ − ∆

≤ ∆ ∆ + + ∆ ∆

+ ∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆

+ ∆ ∆ +

u u u u

u u u u u u

u u u u u u

u u f u f u

 

经计算得 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

31 2 4

1 2 3 4

1 ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

M M
mtt mtt

M M M M
mtt mtt m m mt mt mt mt

εε ε ε

ε ε ε ε

 − − − − ∆ ∆ 
 

≤ + ∆ ∆ + ∆ ∆ +

u u

u u u u u u f u f u
 

由引理 3.2 和引理 3.3 的结论知 

( ) ( ) ( ), const, , const, , constM M M M
mtt mtt m m mt mt≤ ∆ ∆ ≤ ∆ ∆ ≤u u u u u u  

类似于引理 3.2 的证明过程可证 ( ) ( )( ), const,mt mt ≤f u f u  

取 1 2 3 4, , ,ε ε ε ε 充分小，使得 31 2 4 11
2 2 2 2 2

εε ε ε − − − − ≥ 
 

，所以 

( ), const,M M
mtt mtt∆ ∆ ≤u u 即

( )
( )2

2

4 4 .M
mtt mL

C C
Ω

∆ ≤u u为与 无关的正常数  

引理 3.4 证毕！ 
下面在引理 3.1~3.4 的基础上给出定理 1 的证明。 
定理 1 的证明：将(2.1)~(2.3)代入(2.4)及其初值条件得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )

1 1 1

1

, 1 , 1 ,

1 , ,

0

0

1,2, , ; 1, 2, , .

m m mM MM M
mij j k j k mij j k mij

j j j

m M M
j k mij i mt k

j

mij mij

mij mij

a t w w w w a t w w a t

w w a t f u w

a a

a b

k m i N

= = =

=

 ′′ ′+ − ∆ + − ∆



′′+ − ∆ =

 =
 ′ =
 = =



∑ ∑ ∑

∑

 

 

由引理 3.1~引理 3.4 的证明过程知 ( )( ),i mt kf wu 有界，因此由常微分方程理论知上述常微分方程组

在 [ ]0,T 上有整体解，从而常微分方程组 ( )∗ 在 [ ]0,T 上有整体解 ( ),miu x t ，且有下列估计式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

22 2 2

2 2 2

const,       const,      const,  const,

const,  const,  const.

M
m mt mtt mttL L L L

M M M
mt mt mL L L

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

≤ ≤ ≤ ∇ ≤

∇ ≤ ∆ ≤ ∆ ≤

u u u u

u u u
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由列紧性原理知存在 { }miu 的一个子序列，不妨设为 { }viu ，使得当 v →∞ 时， viu 弱收敛到 iu 于

[ ] ( ) ( )( )2
00, , M ML T H H∞ Ω Ω

， vitu 弱收敛到 itu 于 

[ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )( )2 2
00, , 0, ,M ML T H H L T L∞ ∞Ω Ω ⊂ Ω

， vittu 弱收敛到 ittu 于 
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 2

00, , 0, ,ML T H L T L∞Ω Ω
，另一方面，由内插不等式知 ( )2vt L Ω

∇u 可被 ( )2vt L Ω
u 与

( )2
M

vt L Ω
∇ u 控制住，而 ( )2vt L Ω

u 与
( )2

M
vt L Ω

∇ u 是有界的，所以 ( )2vt L Ω
∇u 有界。故由引理 3.1~引理 3.4 知

, ,vt vtt vt∇u u u 于 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 20, ; 0, ; 0,T TL T L L T L L Q Q T∞ Ω ⊂ Ω = = Ω× 中有界，因此 vtu 在 ( )1
TH Q 中有

界，由 ( )1
TH Q 紧致嵌入到 ( )2

TL Q 知从 vtu 可选取一子序列(仍记为 vtu )在 ( )2
TL Q 中强收敛且几乎处处收

敛到 tu 。又由引理 3.3 的证明过程知 ( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
, constvt vt vt L

f f f
Ω

= ≤u u u ，由 [6]中引理 1.3 知

( ) ( )vt tf f→u u 在 ( )2
TL Q 中弱收敛。在(2.4)中令 m v= 将 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , , ,M M MM M M
mitt k mi k mit k mitt k i mt ku w u w u w u w f w+ − ∆ + − ∆ + − ∆ = u  

改为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , , ,M M MM M M
vitt k vi k vit k vitt k i vt ku w u w u w u w f w+ − ∆ + − ∆ + − ∆ = u  

两边同乘 ( )kid t ，其中 ( ) [ ]0, , 1, 2, ; 1, 2, ,kid t C T k i N∈ = =  ，得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

, 1 , 1 , 1 ,

, ,

M M MM M M
vitt ki k vi ki k vit ki k vitt ki k

i vt ki k

u d t w u d t w u d t w u d t w

f d t w

+ − ∆ + − ∆ + − ∆

= u
 

对 ( )1,2, ,k v v v′ ′= ≤ 求和得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

, 1 , 1 ,

1 , , ,

v v vM MM M
vitt ki k vi ki k vit ki k

k k k

v vM M
vitt ki k i vt ki k

k k

u d t w x u d t w x u d t w x

u d t w x f d t w x

′ ′ ′

= = =

′ ′

= =

     + − ∆ + − ∆     
     
   + − ∆ =   
   

∑ ∑ ∑

∑ ∑u
 

对 t 从 0 到T 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 10 0 0

1 10 0

, d 1 , d 1 , d

1 , d , d ,

T T Tv v vM MM M
vitt ki k vi ki k vit ki k

k k k

T Tv vM M
vitt ki k i vt ki k

k k

u d t w x t u d t w x t u d t w x t

u d t w x t f d t w x t

′ ′ ′

= = =

′ ′

= =

     + − ∆ + − ∆     
     

   + − ∆ =   
   

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ u
 

对应当 v → +∞时， ( ) ( )vt t→f u f u 在 ( )2
TL Q 中弱收敛，有当 v → +∞时， ( ) ( )i vt i tf f→u u 在 ( )2

TL Q
中弱收敛 ( )1,2, ,i N=  ，令 v → +∞得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 10 0 0

1 10 0

, d 1 , d 1 , d

1 , d , d ,

T T Tv v vM MM M
itt ki k i ki k it ki k

k k k

T Tv vM M
itt ki k i t ki k

k k

u d t w x t u d t w x t u d t w x t

u d t w x t f d t w x t

′ ′ ′

= = =

′ ′

= =

     + − ∆ + − ∆     
     

   + − ∆ =   
   

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ u
 

因为 ( ){ } 1k k
w x

+∞

=
构成 ( )2L Ω 的一组标准正交基， 

( ) [ ]0, , 1, 2, ; 1, 2, ,kid t C T k i N∈ = =   
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( ) ( )
1

1, 2, ; 1, 2, ,
v

ki k
k

d t w x v i N
′

=

 ′ = = 
 
∑   在 空 间 [ ] ( )( )20, ;C T L Ω 中 稠 密 ， 所 以 对 于 任 意 的

( ) [ ] ( )( ) ( )2, 0, ;  1, 2, ,id x t C T L i N∈ Ω = 
成立 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0 0

0 0

, , d 1 , , d 1 , , d

1 , , d , , d ,

T T T
M MM M

itt i i i it i

T T
M M

itt i i t i

u d x t t u d x t t u d x t t

u d x t t f d x t t

+ − ∆ + − ∆

+ − ∆ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ u
 

上式关于 1,2, ,i N=  求和得对任意 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )( )T 2
1 2, , , , , , , 0, ;Nx t d x t d x t d x t C T L= ∈ Ωd  成立 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0 0

0 0

, , d 1 , , d 1 , , d

1 , , d , , d .

T T T
M MM M

tt t

T T
M M

tt t

x t t x t t x t t

x t t x t t

+ − ∆ + − ∆

+ − ∆ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

u d u d u d

u d f u d
 

下面验证初始条件 ( ) ( ),0x x=u ϕ 。因为当 v →∞时， viu 弱收敛到 iu 于 [ ] ( ) ( )( )2
00, , M ML T H H∞ Ω Ω

,

vitu 弱收敛到 itu 于 

[ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )( )2 2
00, , 0, ,M ML T H H L T L∞ ∞Ω Ω ⊂ Ω

， 

因此 ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )2
0, , , 0, , M M

vi iu x t u x t C T H H∈ Ω Ω
， 

所以，当 v → +∞ 时 ( ),0viu x 弱收敛到 ( ),0iu x 于 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中，而当 v → +∞ 时，

( ) ( ),0vi iu x xϕ→  ( )1,2, ,i N=  在 ( ) ( )2
0

M MH HΩ Ω
中强收敛，故 

( ) ( ) ( ),0 1,2, ,i iu x x Nϕ=  ，即 ( ) ( ),0x x=u ϕ 。 

再证初始条件 ( ) ( ),0t x x=u ψ 。因为当 v →∞时 vitu 弱收敛到 itu 于 

[ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )( )2 2
00, , 0, ,M ML T H H L T L∞ ∞Ω Ω ⊂ Ω

， vittu 弱收敛到 ittu 于 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 2
00, , 0, ,ML T H L T L∞Ω Ω

，因此 ( ) ( ) [ ] ( )( )2, , , 0, ,vit itu x t u x t C T L∈ Ω ，所以， ( ),0vitu x 弱

收敛到 ( ),0itu x ( )1,2, ,i N=  于 ( )2L Ω 中，而当 v → +∞时， ( ) ( ),0vit iu x xψ→  ( )1,2, ,i N=  在 ( )2L Ω 中

强收敛，故 ( ) ( ) ( ),0 1,2, ,it iu x x i Nψ= =  ，即 ( ) ( ),0t x x=u ψ 。 
综上所述由定义 ( ),x t=u u 为问题(1.1)~(1.3)的整体强解。 
下面给出定理 2 的证明，定理 2 是关于问题(1.1)~(1.3)强解唯一性的讨论。 
定理 2 的证明：设 1 2,u u 为非线性问题(1.1)~(1.3)的两个整体强解， 
令 1 2= −w u u ，则 w 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) [ ]

1 2

0,

1 1 1 ,

,0 0, ,0 0,

, 0,        0 1.

M M MM M M
tt t tt t t

t

T

x x

D x t Mγ γ∂Ω×

 + − ∆ + − ∆ + − ∆ = −
 = =


= ≤ ≤ −

w w w w f u f u

w w

w

 

两边用 tw 做内积，得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )2

, 1 , 1 , 1 ,

, 0 1 ,
t t

M M MM M M
tt t t t t tt t

t
t t

t
θ

θ
+

+ − ∆ + − ∆ + − ∆

 ∂
= < <  ∂ 

u w

w w w w w w

f u
w w

u

w w
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由条件(1.5)知 ( ) ( ) ( )2 0, , 0 1
t t

t
t t t t

t

k
θ

θ
+

 ∂
≤ < <  ∂ 

u w

f u
w w w w

u
， 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 d 1 d 1 d, , , , , ,
2 d 2 d 2 d

M M M M M M
t t t t t t t tk

t t t
+ ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ≤w w w w w w w w w w  

两边从 0 到 t ( )0 t T≤ ≤ 积分得 

( ) ( ) ( ) [ ]0
1 1 1, , , , , ,
2 2 2

M M M M M M
t t t t t t t tk + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ≤ w w w w w w w w w w  

两边同时加上 [ ], ,M M
t t + ∇ ∇ w w w w ，左边将它化为 ( ) ( )1 1, ,

2 2
M M+ ∇ ∇w w w w ，右边将它估计为 

[ ] [ ] [ ] 1, , , , , ,
2 2

M M M M M M
t t t t t t

ε
ε

     + ∇ ∇ ≤ + + ∇ ∇ + ∇ ∇     w w w w w w w w w w w w ， 

因此有 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( )[ ]0

1 1 1, , , , ,
2 2 2

1, 1 , , , ,
2 2

M M M M M M
t t t t t t

M M M M
t t t tk ε

ε

 + + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ 

   ≤ + + + ∇ ∇ + ∇ ∇   

w w w w w w w w w w

w w w w w w w w
 

取 ε 充分小使得
11

2 2
ε

− ≥ 整理得 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( )[ ]0

1 1 1 1, , , , ,
2 2 2 2

1, 1 , , ,
2

M M M M M M
t t t t t t

M M
t tk

ε

 + + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ 

 ≤ + + + ∇ ∇ 

w w w w w w w w w w

w w w w w w
 

由 Gronwall 不等式得 ( ) ( ) ( )2 2 2

222 0.M
tL L LΩ Ω Ω

+ + ∇ =w w w  
所以 1 2.a e≡ =w u u0 。 
唯一性证毕！ 

4. 结论 

本文主要研究了在粘弹性力学中具有实际背景的一类高阶 n 维非线性波动方程组。要求方程的非线

性项 f 一次连续可微且非线性项 f 满足条件： f 的 Jacobi 矩阵半有界。首先选取高阶调和算子的特征函

数系作为一组基，用 Galerkin 方法构造初边值问题的近似解，用 4 个引理对近似解作出一系列的先验估

计，在先验估计的基础上，由列紧性原理证明了初边值问题整体强解的存在性，最后证明了初边值问题

整体强解的唯一性。其中，选取高阶调和算子的特征函数系作为一组基，该特征函数系分别构成 ( )2L Ω ，

( ) ( )2
0 0,M M MH H HΩ Ω

的正交基底，这样对近似解作先验估计时会更方便。 
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