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Abstract 
In this paper, we characterize the assigning problem and present an algorithm to compute the op-
timal solutions efficiently. In our everyday life, such problems are always needed to use assigning 
methods to give a good solution. Since they are 0-1 problem, we may find relative optimal solu-
tions. 
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摘  要 

详细给出指派问题的定性刻化，同时提供一个可行算法，有效计算指派问题的最优解。在日常生活中会

遇到类似的问题，需要用指派问题进行解决，使得完成任务的总效率最高，就需要用指派问题进行解决。

由于是0-1问题，所以总能求的相对最优解。 
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1. 背景与数学模型 

在日常生活中常遇到这样的问题：某单位需要完成项任务，恰好有个人可以承担这些任务。由于每

个人专长不同，各人完成任务的效率也不相同。于是产生了这样一个问题：指派哪个人去完成哪些任务，

使得完成项任务的总效率最高？这类问题称为指派问题(Assigning problem)。指派问题在博弈论与经济行

为[1]、和生态经济学[2]等学科都有广泛的应用，文中未加说明的符号和术语参见文献[3]。 
如果用 ijC 表示 i 个人完成第 j 项工作的效率， , 1, 2, ,i j n=  ，而变量 

1, ,
0, ,ij

i j
x

i j


= 


指派第人去完成第项任务
不指派第人去完成第项任务

 

则相应的极小化数学模型为 

min ij ij
i j

Z c x= ∑∑ ,                                   (1) 

1, 1, 2, , ,ij
i

x j n= =∑                                   (2) 

1, 1, 2, , ,ij
j

x i n= =∑                                   (3) 

{ }0,1 , 1ijx i j n∈ ≤ ≤ ≤                                  (4) 

由上所述，指派问题有以下几个特点： 
1) 指派问题是一个平衡的 0-1 运输规划问题。这可以由(2)~(4)看出。 
从上讲，可以用表上作业法或单纯形法救解。但，当阶为较大时这些方法过于繁琐。可以利用其自

身特点建立更为简单有效的方法。 
2) 代数性质。不难由(2)~(4)看出，每一次指派对应于一个 n 阶排列。如果将(xij)视为一个 n × n 指派

方阵，则(2)，(3)表明：每次指派对应于 n 个位于不同行不同列上 1 的定位。故，所有可能方法数为 n！。

由此可见，指派问题一定有最优解。但是，用穷法来决定最优解其工作量是巨大的。这可以由 Stirling 公

式 
1 2! ~ 2πe n nn n− −  

看出。 
3) 最优指派的不变性。 
指派问题的最优解有这样的一个重要特性：如果从系数矩阵(Cij)的一行(列)各个元素中分别减去一个
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常数 c (通常是该行或列的最小元素)，得到一个新的矩阵(bij)。那么以(bij)为系数矩阵求得的最优指派和原

系数矩阵的最优指派相同。 
值得注意的是，对于这个性质进行证明对于理解它是必要的。现在提供一个简短的证明如下： 
设原问题的最优指派为 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , n nA x x xσ σ σ=  ， 

其中， 

( ) 1i ixσ = ，   0, 1 ,ij ijx A C i j n∉ ⇒ = ≤ ≤ ， 

且 ( ) ( ) ( )1 2 nσ σ σ 是 1 到 n 的一个排列。易见，相应的最优值为 

( ) ( ) ( ) 01 1 2 2min n nZ c c c Zσ σ σ= + + + =  

不妨设 ( )ijB b= 是将 ( )ijC C= 的第一行各元素减去 c 后得到的新矩阵。则 B 所对应指派问题在 A 上

的值为。 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

0 ,

B n n

n n

Z b b b

c c c c

Z c

σ σ σ

σ σ σ

= + + +

− + + +

= −



=  

所以， 

0min  BZ Z c≤ − 。 

另一方面，设 B 在某指派 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , ,r r nr nx x x 上达到最小，即有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 1 2 2 1 1 2 2

01 1 2 2

min

min

B r r nr n r r nr n

cr r nr n

Z z b b b c c c c

c c c c Z c Z c

= = + + + − + + +

+ + + − ≥ − = −

 



=

=
。 

故， 

min min minc B cZ c Z Z c− ≤ ≤ −  

从而 ( )ijB b= 在指派 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , n nx x xσ σ σ 上的值 0Z c− 最小。 

关于此性质有以下几点应说明如下： 
1) ( )ijB b= 与 ( )ijC C= 的最优指派相同是指它们的最优解集合完全一样，但它们的目标函数的量优

值不一定相同。除非 B = C。 
2) 这个性质提供了这样一种途径：在保留最优指派集合不变前提下，通过相应的行列变换，将原系

数矩阵化为一个含有充分多 0 元素的矩阵，其指派问题最优解易于决定。 

2. 指派的决定 

指派的决定十分重要。如果当前矩阵中独立 0 元素(位于不同行列不同列的 0 元素)个数为阶数 n 时，

指派问题已经解决；当独立 0 元素个数小于 n 时，由 Konig 定理可知，必须将这个系数矩阵进一步化简，

以便有更多的独立 0 元素出现。因此每次指派都起着承前启后的作用。 
指派的决定包含两个阶段：首先进行试指派，然后根据性质 3 和匈牙利方法进行调节。其算法如下： 
Step 1. 利用性质 3 将原矩阵各行(列)减去响应行(列)的最小元素，直到新系数矩阵每行每列均有 0

出现。 
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Step 2. (救极大独立 0 元素集合。如果阶数较小，可以用直观法得到。否则，按以下步骤进行) 
从 0 元素最少的行(列)开始，比较这一行各 0 元素所在列中 0 元素数目。选择 0 元素最少的那一列所

对应 0 元素为一个独立 0 元素，然后划去同行同列其它 0 元素，直到所有 0 元素都被化去或被选定为 0
元素。如果独立 0 元素数目等于阶数 n，则最优指派已求出；否则执行下一步。 

Step 3. (求最大独立 0 元素集合) 
求出一对非独立 0 元素 01 和 02，它们之间有一条交错链(独立 0 元素和非独立 0 元素交替出现)相连，

而且这条交错链不可扩张成更长的交错链，则将链上的非独立 0 元素与链外独立 0 元素合并成一个更大

的独立 0 元素集合。重复这一过程直到这样的可扩交错链不存在。(此时的独立 0 元素集合具有最多元)。 
Step 4. 用匈牙利方法求得若干条直线覆盖所有0元素(直线数目 = 前一步求出极大独立0元素数目)。 
Step 5. (寻求新的 0 元素) 
在没有被直线覆盖的元素中求最小元素，然后在所有未被直线覆盖的行中各元素减去这个最小元素，

同时在被竖直的直线覆盖各元素中加上这个最小元素(以保留相应列中独立 0 元素不变)。转 Step 2。 
关于这个算法有以下几点须说明如下： 
1) 适用于极大独立 0 元素集合。 
Step2 求出的独立 0 元素集合不一定是最大的，但一定是极大的。(清华版《运筹学》[4]第 132 页亦

未提供最大性的证明)。此处 Step 3 将其调节为最大的独立 0 元素集合。其理论基础是图论中匹配的交错

路理论[1]。这因为匈牙利方法求出的覆盖 0 元素的直线数恰好求出等于当前的最大独立 0 元素数目。这

一点可以由操作过程得出。 
2) Step2 可以简化。只用求用一个极大 0 元素集合替代，虽然 Step2 提供的方法过于繁琐。 
3) 用 Step4 得出的新矩阵中 0 元素数目不一定比原来的矩阵的少(并非如清华版《运筹学》第 131~132

页强调的那样“0 元素严格增加”)。 
因为虽然在未被直线覆盖的元素中减去最小元素可增加其中的 0 元素，但在相应的竖直直线覆盖的

元素中加上这个最小元保留却可能减少更多的 0 元素。但是，有一个重要的信息却保留下来了，即：新

矩阵有一个极大独立 0 元素集合包含了当前直线所覆盖的极大独立 0 元素集合。表明新矩阵中极大独立

0 元素数不小于原矩阵的当前极大独立–元数目。这一点可以由下例中看出，在这里新矩阵是由原矩阵

经过上述运算得到的。 

0 2 0 3
0 3 0 0

10 5 7 2
9 8 0 4
0 6 3 6 5

• 
 • 
 •
 

• 
 
 

      

2 2 0 3
2 3 0 0

8 3 7 0
11 8 0 4
0 4 1 4 3

• 
 • 
 •
 

• 
 
 

 

左边矩阵含有 11 个 0 元而右边的含有 10 个 0 元，但是前者中独立 0 元素却在后者中保留下来。这

里，·表示独立 0 元素。 
4) 匈牙利方法求出竖直直线数目一定少于未被直线覆盖的元素形成矩阵的行数。这一点可由求直线

的过程看出。 
5) 总效率严格递减。 
由性质(3)可以知道，原矩阵的行上减去的元素总和大于列上减去元素的总和，意即：新矩阵效率总

和严格小于原矩阵效率总和。正是由于这个性质使得该算法执行至多α次后停止。这里，α是初始系数矩

阵的总效率。 
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6) 本算法适用于最大化的指派问题。只要注意到此算法仅利用了效率系数均非负或均非正这个特性。

将目标函数反号，同时所有效率系数反号，然后执行该算法求最小指派既可。 

3. 应用 

例 1 求以下所示效率矩阵的指派问题的最小解。 

7 7 9 7 9
8 9 6 6 6
7 17 12 14 9

15 14 6 6 10
4 10 7 10 9

 
 
 
 
 
 
 
 

 

解：第 1 行到第 5 行的最小元素分别为 7，6，7，6，4。按照 Step 1，各行分别减去各自的最小元素

后得到一个各行各列均含 0 元素的矩阵 

0 0 2 0 2
2 3 0 0 0
0 10 5 7 2
9 8 0 0 4
0 6 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 

 

执行 Step 2 和 Step 3 选定一组最大的独立 0 元素(用实心的黑色圆·表示)，有 

0 2 0 2
2 3 0 0

10 5 7 2
9 8 0 4
0 6 3 6 5

• 
 • 
 •
 

• 
 
 

 

因为：独立 0 元素数目 = 4 (<5)，必须执行 Step 4 以求 4 条直线覆盖所有 0 元素。这 4 条直线分别

位于第 1，2，4 行和第 1 列，而未被覆盖的元素位于第 3 和第 5 行。其中最小元素是 2。执行 Step5 后得

到矩阵 

2 2 0 2
4 3 0 0

8 3 5 0
11 8 0 4
0 4 1 4 3

• 
 • 
 •
 

• 
 
 

 

可以看出，执行 Step 5 后并未增加 0 元素。返回 Step2 求得一组最大独立 0 元素集合中实习黑圆所

示)： 

2 2 0 2
4 3 0 0

8 3 5 0
11 8 0 4
0 4 1 4 3

• 
 • 
 •
 

• 
 
 
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其中独立 0 元素个数 5 = 阶数。最优指派已经决定，既： 

12 24 35 43 51min 7 6 9 6 4 32Z c c c c c= + + + + = + + + + =  

例 2 计算以下赋权完全二部图的最小完美匹配。其中边(Xi, Yj)权为矩阵中(i, j)处的值(如以下右边两

个图所示)。 
解：经过 Step 2 和 Step 3 选定独立 0 元素如中间上图所示，而下图对应于相应的匹配。经过 Step 4

和 Step5 求得新矩阵(所含 0 元素并未增加)，重新返回 Step 2 和 Step 3 选定最大独立 0 元素集合如右边上

图所示，下边对应于相应的完美匹配。 

6 1 3 8 5 2 7 3 0 7
6 3 5 2 4 1 3 2 1 1
1 1 1 4 0 0 3 2 0 5
7 2 5 2 5 0 3 0 3 1 0

• •     
     • •     ⇒ ⇒
     • •
     

•     

 

其最小匹配值为 

13 24 31 41 8ω ω ω ω+ + + =  

(注：利用该算法亦能计算赋权完全二部图上的最大匹配)。 
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