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Abstract 
In this paper, the exponential synchronization of neural networks with spacial diffusion, mixed 
time-varying delays and leakage delay is investigated. By means of Lyapunov functional technique 
and some inequality techniques, exponential synchronization criteria dependent on leakage delay, 
diffusion coefficients and diffusion space are derived for the neural networks based on periodi-
cally intermittent control. The model studied in this paper is more general. The results obtained 
remove the restriction on the time-delays and are less conservative. Numerical simulations are 
carried out to illustrate the feasibility of the proposed theoretical results. 
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摘  要 

本文研究了一类具有混合时滞和Leakage时滞的反应扩散神经网络的指数同步问题。通过构造适当的

Lyapunov泛函，结合不等式分析技巧，得到了系统在周期性间歇控制下实现指数同步的条件，且这些条

件既依赖于Leakage时滞,又依赖于扩散系数和扩散空间。本文所研究的模型更具有一般性，所得结果去

掉了对时滞的限制，降低了同步条件的保守性。最后通过数值模拟说明了所得结论的可行性。 
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1. 引言 

近年来，由于混沌同步在保密通讯、信息处理、生命科学等领域的广泛应用，使得混沌同步控制成

为人们研究的热点问题。人们提出了许多实现混沌同步的控制方法，例如自适应控制[1]、滑膜控制[2]、
脉冲控制[3]、间歇控制[4]等。间歇控制和脉冲控制都是不连续的控制方法，脉冲控制是仅在某些点处加

以控制，而间歇控制具有非零的控制宽度，因此间歇控制可以看作是脉冲控制与连续控制的过度，同时

具备这两种方法的优点。与连续的控制方法相比，间歇控制降低了控制成本，在实际应用中更经济、有

效、易于实现。正因如此，混沌系统在间歇控制下的指数同步问题已得到人们的广泛关注[5]-[8]。在文献

[8]中，Xing 等研究了一类具有离散时滞的递归神经网络在间歇控制下实现指数同步的问题： 

( ) ( ) ( )( )( )
1 1

d
d

m n
i

i i ijl ijl j ijl i
l j

u t
a u t b f u t t I

t
τ

= =

= − + − +∑∑                      (1.1) 

其中， { }, 1, 2, ,i j n∈ =  ， { }1, 2, ,l m∈ =  ， n 表示神经元的个数， ( )iu t 表示第 i 个神经元在 t 时刻的

状态变量， 0ia > 表示自反馈连接权， ijlb 表示第 j 个神经元与第 i 个神经元的连接权， ( )ijlf ⋅ 表示激励函

数， ( ) 0ijl tτ ≥ 表示离散时滞， iI 表示第 i 个神经元的外部输入。 

系统(1.1)被视作驱动系统，其响应系统为 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 1

d
d

m n
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i i ijl ijl j ijl i i
l j
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a v t b f v t t I K t
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τ
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其中， ( )iv t 表示响应系统的第 i 个神经元在 t 时刻的状态， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nK t K t K t K t=  表示间歇控制

器，系统中其它参数的意义与系统(1.1)相同。 
文献[8]给出了系统(1.1)和系统(1.2)实现指数同步的充分条件，所给的充分条件中要求离散时滞的导

数小于 1，即 ( ) 1ijl tτ ρ≤ < ，也就是要求离散时滞是慢变时滞，这显然是不符合实际情况的。另外，文献 

[8]只考虑了离散时滞对系统实现同步的影响，没有考虑空间扩散，分布时滞和 Leakage 时滞这些因素。

事实上，当电子在一个非均匀的电磁场中运动时，扩散现象不可避免，也不能被忽视。而从空间上看，

许多神经元的细胞体聚成球形或层状并相互作用，且通过轴突又连接成各种复杂的神经网络和神经通路，

沿着这些路径就会出现传输时滞的分布。此时，信号传输不是即时的，不能用离散时滞来刻画，分布时
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滞更适宜刻画这种情形[9]。进一步，在实际的神经网络电路中，神经元的自衰减过程不是瞬时的，当神

经元与神经网络和外部输入断开时，重置到隔离静止状态需要时间，为了刻画这种现象，有必要引入

Leakage 时滞。 
基于上述讨论，本文将在文献[8]的基础上，研究下面的具有离散时滞，分布时滞和 Leakage 时滞的

反应扩散神经网络在间歇控制下实现指数同步的问题，并降低同步条件的保守性： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
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, d
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其中， ( )T

1 2, , , l
l

x x x x
∗

∗= ∈Ω ⊂  ， ( ) { }{ }T

1 2, , , , 1, 2, ,k kl
x x x x x m k l∗

∗Ω = = < ∈ =  是具有光滑边界

的紧集且测度 0mesΩ > ， 0ikD ≥ 为扩散算子， ( ),iu t x 表示第 i 个神经元在 t 时刻和空间位置 x 处的状态

变量， ( )jg ⋅ 表示激励函数， 0σ > 表示负反馈项时滞， ( )0 ijl tτ τ≤ ≤ 和 ( )0 ij tτ τ∗ ∗< ≤ 分别表示离散时滞和

分布时滞， ijd 表示与分布时滞相关的第 j 个神经元与第 i 个神经元的连接权，模型中其他参数的意义与

系统(1.1)相同。 
系统(1.3)满足以下的边界条件和初始条件： 
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其中， { }*max , ,τ τ τ σ= ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , , , , ,ns x s x s x s xφ φ φ φ= ∈ 是有界连续函数， [ )( ), 0 , nτ− ×Ω  

表示具有 p ( p 是正整数)范数的 Banach 连续函数空间，p-范数的定义为 
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系统(1.3)是驱动系统，为了研究系统(1.3)的指数同步，我们引入响应系统为 
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其中， ( ),iv t x 表示第 i 个神经元在 t 时刻和空间位置 x 处的状态变量， ( )iK t 表示待设计的间歇控制器，

定义为 

( )
( ) ( )( ) ( ) [ )

( ) ( ) )
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, , , , ,
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0, , , 1
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              (1.6) 

其中， { }0,1, 2,r N∈ =  ， ijk 为控制强度，且 0iik < ， 0T > 为控制周期， 0 1δ< < 为切换率。模型中其

他参数的意义与系统(1.3)相同。 
响应系统(1.5)满足下面的边界条件和初始条件： 
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其中， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , , ,ns x s x s x s xψ ψ ψ ψ= ∈ 是有界连续函数。 

本文研究目的是设计合适的T ，δ 和 ijk ，使得系统(1.3)和系统(1.5)在间歇控制器(1.6)下实现指数同

步。我们的研究工作基于下面的假设： 
(H1)激励函数 ( ) ( ),ijl jf g⋅ ⋅ 是 Lipschitz 连续的，即存在常数 ,ijl jL M 使得 

( ) ( )ˆ ˆijl i ijl ijl ii ivf v f L v v− ≤ − 

， ( ) ( )ˆ ˆij i j j iig v g Mv vv− ≤ −   

其中， ˆ ,i iv v ∈ 。 
(H2)存在 0, 0ρ ρ′ ′′> > ，使得 ( ) 1ijl tτ ρ′≤ < 或 ( ) 1ijl tτ ρ′′≥ > 。 

2. 预备知识 

在本节中，我们引入证明中将用到的定义和引理。 
定义 2.1：若存在常数 0µ > 和 1M ≥ ，使得 

( ) ( ), , e t
pp

v t x u t x M µψ φ −− ≤ − ， ( ) [ ), 0,t x ∈ +∞ ×Ω  

成立，则称系统(1.3)和系统(1.5)是基于 p-范数指数同步的，其中 
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引理 2.2 [11]：设 ( ) ( ) [ ], : ,f x g x a b → 是连续函数， , 0p q > 且满足1 1 1p q+ = ，则 
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3. 主要结论 

本节通过构造适当的 Lyapunov 泛函，给出系统(1.3)和系统(1.5)在间歇控制器(1.6)下实现指数同步的

充分条件。 
为了讨论方便，我们记： 
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其中， 0 1α< < ， { }1 max 1 , 1ρ ρ ρ′ ′′− = − − ， , , , ,rijl rijl rij rij rijξ ζ ξ ζ ϖ∗ ∗ 和 riς 是非负实数，且分别满足 
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成立，则 ( )0 0iF > 。因为 ( ) 0i iF ε′ < ， [ )0,iε ∈ +∞ 且当 iε → +∞时， ( )i iF ε → −∞，故由零点定理可知：

存在唯一的 iε ，使得 ( ) 0i iF ε = ，且 ( ) ( )0, 0,i i i iF ε ε ε> ∈ 。 
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定理 3.1：若条件(H1)-(H3)成立，则当条件 
(H4) ( )1 0wε δ− − > ， { }maxi iw w∈=



 

成立时，系统(1.3)和系统(1.5)在间歇控制器(1.6)下是指数同步的。 
证明：定义同步误差为 ( ) ( ) ( ), , ,i i ie t x v t x u t x= − ，则由系统(1.3)和系统(1.5)可得 
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其中， 
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构造如下的 Lyapunov-Krasovskii 泛函： 
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其中 ( ) ( ), e ,
pt

i iV t x e t xε= ， i∈ 。 

当 ( ) [ ), ,t x rT rT Tδ∈ + ×Ω时，沿着系统(3.2)的解求 ( ),V t x 的 Dini 导数可得 
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τ

εσ ετ

σ τ

ε σ τ

∗

∗

∗

= =

∗

−
= = ≠

= =

 ∂
+ − + −  ∂ 

+ + + 










≤ + − − + −  − −

∑ ∑∑

∑ ∑∫

∑∑  ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1

1 1 1

1

1 1

1 1

,

e 1 , , e ,

,
e , d e , ,

,

[

n

ijl
i

m n n

ijl ijl i ijl i ij
l j j

n lt p it
ij i i ik i it

j k k k

n

ijl ijl j ijl
l j

t x

p t V t t x V t x q t x

e t x
q V s x s p e t x D a e t x

x x

b L e t t x

Vετ ετ

ετ ε
τ

τ

τ τ τ τ

σ

τ

∗

∗
∗

∗

Ω
=

∗ ∗ ∗

= = =

−∗

−
= =

= =

    

 + − − − − + 

 ∂∂
− + + −  ∂ ∂ 

+ −

∑∫

∑∑ ∑

∑ ∑∫

∑



( ) ( )

( ) ( )

1

1,

, d

, , d

ij

m n t
ij j jt t

j

n

ii i ij j
j j i

d M e s x s

k e t x k e t x x

τ ∗−
=

= ≠

+

+ + 


∑ ∑ ∫

∑  

(3.5) 

由引理 2.2 可得 

( ) ( ) ( )
( )( )( )
( )( )

( ) ( )( )( )1
, d

, d , d e e e e , dij

ij ij

pt
pi pt tt t tt t

i i ipt t t t t
q

ij

e s x s
V s x s V s x s e s x s

t

τε ετ ε ετ
τ τ τ

τ
τ

∗

∗ ∗ ∗

−−− − ∗

− − −
∗

≥ ≥ ≥
∫

∫ ∫ ∫
 

 (3.6) 

由边界条件(1.4)，(1.7)和引理 2.1 可得 

( ) ( ) ( ) ( )1

2
1 1

, 4 1
, d , d

l lp pi ik
i ik i

k kk k k

e t x p D
p e t x D x e t x x

x x pm

∗ ∗
−

Ω Ω
= =

 ∂ −∂
≤ −  ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫           (3.7) 

进一步，由于 

1 2 1 2
p p p

p pc c c pc c c+ + + ≥  ， 0ic ≥ ， 1, 2, ,i p=   

所以 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1 1 1

, ,

, ,

, ,

rijl pijlrijl pijl

rijl pijlrijl pijl

m np
i ijl ijl j ijl

l j

pm n

ijl ijl i ijl ijl j ijl
l j r

pm n m n pp ppp p
ijl ijl i ijl ijl j ijl

l j r l j

p e t x b L e t t x

b L e t x b L e t t x

b L e t x b L e t t x

ξ ξζ ζ

ξ ξζ ζ

τ

τ

τ

−

= =

−

= = =

−

= = = = =

−

 
= − 

 

≤ + −

∑∑

∑∑ ∏

∑∑∑ ∑∑

             (3.8) 
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类似地， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

11

1
11

1, 1, 1 1,

1

1

1

1

, , , ,

, , , ,

, , d

,

piri

rij pij

ij

rij rij

pp p ppp
i i i i i i i

r
pn n np p pp p

i ij ij i ij
j j i j j i r j j i

n tp
i ij j jt t

j

p p pp

j

i

j

ij j
r

p e t x a e t x a e t x a e t x

p e t x k e t x k e t x k e t x

p e t x d M e s x s

d M e t x

ςς

ϖ ϖ

τ

ξ ζ

σ σ

∗

∗ ∗

−−

=

−−

= ≠ = ≠ = = ≠

−

−
=

−

=

− ≤ + −

≤ +

≤

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∫

∑ ( )( )( )
1 1

| , dpij pij

ij

pn n p tp
ij j jt t

j j
d M e s x s

ξ ζ

τ

∗ ∗

∗−
= =

+∑ ∑ ∫

          (3.9) 

将(3.6)~(3.9)代入(3.5)可得 

( ) ( ) 1

2
1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1, 1

4 1
, e e e ri

rijl rij rijrijl rij

pn m n n l
pik

i ii ijl ij i
i l j j k rk

p p pm n n np p pp p
ijl ijl ij j ij ji

l j r j r j j i r

p D
D V t x l pk p q a

pm

b L d M k k

ςεσ ετ ετ

ξ ξ ϖζ ζ

ε τ
∗

∗

∗∗ ∗∗

−
+ ∗ ∗

Ω
= = = = = =

− − −

= = = = = = ≠ =

 −≤ + + + + − +


+ + + +

∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∫

∑∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

1,

1 1 1 1

1

1 1

,

, 1 , e

e , d d

e e

pji

pjilpi pjil

pij pij

ij

n p
i

j j i

m n m npp p
i i i jil jil ijl i ijl

l j l j

pn n pp tp t
ij j ij jt t

j j

i ii

V t x

a l V t x b L p V t t x

d M q e s x s x

l pk p

ϖ

ξς ζ ετ

ξ ζ ε
τ

εσ ετ

σ α ρ τ

τ

ε

∗∗ ∗∗

∗

= ≠

= = = =

−∗ ∗

−
= =





 
+ − − + − − − 

 
  + −  
  

≤ + + +

∑

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∫

( )

( )

1

2
1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1, 1 1,

4 1
e

,

ri

rijl rij rij pjirijl rij

pn m n n l
pik

ijl ij i
i l j j k rk

p p pm n n n np p p pp p
ijl ijl ij j ij ji i

l j r j r j j i r j j i

p D
q a

pm

b L d M k k V t x

ςετ

ξ ξ ϖ ϖζ ζ

τ
∗

∗

∗∗ ∗∗

−
∗ ∗

Ω
= = = = = =

− − −

= = = = = = ≠ = = ≠

 − + − +



+ + ++ 



∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∫

∑∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

( )*

1 1 1

d

e e e , d
n n m

i i i ijl ij i
i j l

x

w l p q V t x xεσ ετ ετλ ε τ
∗ ∗

Ω
= = =




  = − − − − − +  

  
∑ ∑ ∑∫

(3.10) 

由(3.1)和(3.10)可知 

( ) ( ), ,V t x V mT x≤ ， ( ) [ ), ,t x rT rT Tδ∈ + ×Ω                     (3.11) 

类似地，当 ( ) ( ) ), , 1t x rT T r Tδ∈ + + ×Ω 时， 

( ) ( ) ( )

( )

*

1 1 1 1
, e e e , d , d

,

n n m n

i i i ijl ij i i i
i j l i

D V t x w l p q V t x x w V t x x

wV t x

εσ ετ ετλ ε τ
∗+ ∗

Ω Ω
= = = =

  ≤ − + − − − + +  
  

≤

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫
 (3.12) 

由(3.12)可得 

( ) ( ) ( ){ }, , expV t x V mT T x w t mT Tδ δ≤ + − − ， ( ) ( ) ), , 1t x rT T r Tδ∈ + + ×Ω         (3.13) 

接下来，我们将使用数学归纳法证明对任意的正整数 r ，下面的不等式成立： 

( ) ( ) ( ){ } ( ) [ )
( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) )

, 0, exp 1 , , ,

, 0, exp 1 , , , 1

V t x V x m T t x rT rT T

V t x V x t m T t x rT T r T

ω δ δ

ω δ δ

≤ − ∈ + ×Ω

≤ − + ∈ + + ×Ω
         (3.14) 

(1) 当 0r = 时，若 ( ) [ ), 0,t x Tδ∈ ×Ω，由(3.11)可知 ( ) ( ), 0,V t x V x≤ 。 
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若 ( ) [ ), ,t x T Tδ∈ ×Ω，由(3.13)可知 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , exp 0, expV t x V T x t T V x t Tδ ω δ ω δ≤ − ≤ −  

(2) 假设当 1r l≤ − 时，不等式(3.14)成立。 
(3) 当 r l= 时，若 ( ) [ ), ,t x lT lT Tδ∈ + ×Ω， 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , 0, exp 0, exp 1V t x V lT x V x lT l T V x l Tω δ ω δ≤ ≤ − = −  

若 ( ) ( ) ), , 1t x lT T l Tδ∈ + + ×Ω ， 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( )( ){ }

, , exp

0, exp 1 exp

0, exp 1

V t x V lT T x t lT T

V x l T t lT T

V x t l T

δ ω δ

ω δ ω δ

ω δ

≤ + − −

≤ − − −

= − +

 

综上所述，对任意的正整数 r ，不等式(3.14)成立。 
根据(3.14)可知，若 ( ) [ ), ,t x rT rT Tδ∈ + ×Ω，则 r t T≤ ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 0, exp 1 0, exp 1tV t x V x T V x t
T
ω δ δ ω ≤ − = − 

 
               (3.15) 

若 ( ) ( ) ), , 1t x rT T r Tδ∈ + + ×Ω ，则 1t T r< + ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, 0, exp 0, exp 1tV t x V x t T V x t
T

ω δ δ ω  ≤ − = −  
  

               (3.16) 

故由(3.15)和(3.16)可知，当 ( ) [ ), 0,t x ∈ +∞ ×Ω时， 

( ) ( ) ( ){ }, 0, exp 1V t x V x tδ ω≤ −                            (3.17) 

又由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0
1 1 1

0 0 0*

1 1 1

0 0

0
1 1

0, 0, e , d e , d

e , d e , d d d

0, e e , d e e

ijl

ijl

ijl

n m n

i i i ijl i
i l j

m n n

ijl i ij is
l j j

m np ps s
i i i ijl i

l j

V x V x l V s x s p V s x s

p V s x s q V x s x

e x l e s x s p e

εσ ετ
σ τ

τετ ετ
τ τ

εσ ε ετ ε
σ τ

η η
∗

∗

Ω − −
= = =

− ∗

− −
= = =

− −
= =


= + +




+ + 


≤ + +

∑ ∑∑∫ ∫ ∫

∑∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∑∫ ∫ ( )

( ) ( ) ( )

( ) { } ( ) ( ) ( )

1

0 0*

1 1 1

0 0

0
1 1 1 1 1

, d

e e , d e e , d d

0, max e e , d e max e , d

e

ijl

ijl

n p

i

m n np ps s
ijl i ij i

l j j

n m n m np p ps s
i i i ijl ii ii l j l j

s x s

p e s x s q e s x s x

e x l e s x s p e s x s

τετ ε ετ ε
τ τ

εσ ε ετ ε
σ τ

ετ

τ
∗

∗

Ω
=

− ∗ ∗

− −
= = =

Ω − −∈ ∈= = = = =






+ + 


  

≤ + +  
  

+

∑∫

∑∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∑ ∑∑∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( )

{ } ( ) 2

0 0

1 1 1 1 1

1 1 1

max e | , d e max e , d d

1 e max e max e max

ijl
m n m n np ps s

ijl i ij ii il j l j j

m n n p
i ijl ijl ij pi i il j j

p e s x s q e s x s x

l mn p p q

τ ε ετ ε
τ τ

εσ ετ ετ

τ

σ τ τ ψ φ

∗

∗

∗

−∗ ∗ ∗

− −∈ ∈= = = = =

∗ ∗ ∗

∈ ∈ ∈= = =

 
+ 

 
 



  

 
≤ + + + + − 






∑∑ ∑∑ ∑∫ ∫

∑∑ ∑

 

  

 

所以 

( ) ( ){ }, exp 1pp
pV t x M tψ φ δ ω≤ − −                          (3.18) 
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其中， 

{ } ( ) 2

1

1 1 1
1 e max e max e max

m n n p

i ijl ijl iji i il j j
M l mn p p qεσ ετ ετσ τ τ

∗∗ ∗ ∗

∈ ∈ ∈= = =

 
= + + + + 
 

∑∑ ∑
  

 

另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, e , d e , ,
n p pt t

i p
i

V t x e t x x v t x u t xε ε
Ω

=

≥ = −∑∫                   (3.19) 

故由(3.18)和(3.19)得 

( ) ( ) ( )( )1, , exp 1 pp
v t x u t x t M

p
δ ω ε ψ φ

 
− ≤ − − − 

 
                 (3.20) 

设 ( )( )1 1
p

µ ε δ ω= − − ，则 

( ) ( ), , e t
pp

v t x u t x M µψ φ −− ≤ −  

根据定义 2.1 可知系统(1.3)和系统(1.5)在间歇控制器(1.6)下是指数同步的。 
注 1 文献[6]，文献[7]和文献[8]分别研究了几类时滞神经网络在间歇控制下的指数同步。文献[6]和文

献[8]没有考虑分布时滞和反应扩散对系统实现指数同步的影响，文献[7]虽然考虑了上述因素，但分布时

滞是常时滞。所以从这个意义上讲，文献[6]，文献[7]和文献[8]所研究的模型是本文的特殊情形，本文研

究的模型具有一般性，更符合实际情况。 
注 2 在文献[6]，文献[7]和文献[8]所给出的系统实现混沌同步的充分条件中，都要求时滞的导数小于

1，也就是要求时滞是慢变的，实际上这是不必要而且也是不符合实际情况的，因为时滞的连续变化可能

存在快变和慢变。而本文通过构造适当的 Lyapunov 泛函，去掉了对时滞的这一限制，因此降低了同步条

件的保守性，所得结果也更具有普适性。 

4. 数值模拟 

在本节中，我们通过数值模拟说明定理 3.1 的可行性。 
考虑如下具有两个神经元的驱动系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )

2 2

1 1 12
1

2 2

2 2 2
1 1

, ,
, ,

, , d

i i
i i i ij ij j ij

j

t
ij ij j ij ij j jt t

j j

u t x u t x
D a u t x b f u t t x

t x

b f u t t x d g u s x s
τ

σ τ

τ ∗

=

−
= =

∂ ∂
= − − + −

∂ ∂

+ − +

∑

∑ ∑ ∫
             (4.1) 

其中， 1, 2i = ， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2, , , tanh ,ij j ij j j j jf u t x f u t x g u t x u t x= = = ， ( ) ( )0.1e 1 et ttτ ∗ = + ， 

( )1

1.1 , π 2
0.55π 0.1πcos , π 2ij

t t
t

t t
τ

<
=  + ≥

， ( ) ( )2

1.02 , 0.1
0.102 0.01sin 0.1 , 0.1ij

t t
t

t t
τ

<=  + − ≥
。选取连接权参数值为

1 2 0.1D D= = ， 1 2 0.1D D= = ， 1σ = ， 111 1.5b = − ， 121 1.2b = − ， 211 1.4b = ， 221 0.3b = ， 112 0.5b = ， 122 0.6b = − ，

212 0.5b = − ， 222 0.4b = − ， 11 0.4d = − ， 12 0.3d = − ， 21 0.5d = ， 22 0.5d = − ， [ ]3,3x∈Ω = − 。取初始条件为 

( )1
3, 0.1sin π

6
xu s x + =  

 
， ( )2

3, 0.2sin π
6

xu s x + =  
 

                  (4.2) 

数值模拟表明系统(4.1)存在混沌现象(见图 1)。 
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Figure 1. Chaotic behaviors of system (4.1) with initial conditions (4.2) 
图 1. 系统(4.1)满足初始条件(4.2)的混沌轨迹 

 

 
Figure 2. Dynamical behaviors of the synchronization errors between systems (4.1) and (4.3) 
图 2. 系统(4.1)和(4.3)的同步误差系统的动力学性态 

 

 
Figure 3. Dynamical behaviors of the synchronization errors with different Leakage delays 
图 3. 同步误差系统在 Leakage 时滞取不同值时的动力学性态 

 

 
Figure 4. Dynamical behaviors of the synchronization errors with different diffusion coefficients 
图 4. 同步误差系统在扩散系数取不同值时的动力学性态 



王丽丽，徐瑞 
 

 
308 

 
Figure 5. Dynamical behaviors of the synchronization errors with different space variables 
图 5. 同步误差在不同扩散空间下的动力学性态 

 

 
Figure 6. Dynamical behaviors of the synchronization errors with different control rate 
图 6. 同步误差在不同切换率下的动力学性态 

 

系统(4.1)的响应系统为 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

1 1 12
1

2 2

2 2 2
1 1

, ,
, ,

, , d

i i
i i i ij ij j ij

j

t
ij ij j ij ij j j it t

j j

v t x v t x
D a v t x b f v t t x

t x

b f v t t x d g v s x s K t
τ

σ τ

τ ∗

=

−
= =

∂ ∂
= − − + −

∂ ∂

+ − + +

∑

∑ ∑ ∫
          (4.3) 

取初始条件为 

( )1
3, 0.5sin π

6
xv s x + =  

 
， ( )2

3, 0.6sin π
6

xv s x + =  
 

                   (4.4) 

其中， ( ) [ ], 0.65π,0s x ∈ − ×Ω。 

经计算可得 1ijl jL M= = ， 0.314 1ρ′ = < ， 1.02 1ρ′′ = > ， 0.1τ ∗ = 。可验证定理 3.1 中的条件(H1)~(H3)
均满足。 

设 0.99α = ， 2p = ， 1 2rijl rijl rij rij rij riξ ζ ξ ζ ϖ ς∗ ∗= = = = = = ，控制参数为 11 20k = − ， 12 0k = ， 21 0k = ，

22 20k = − ， 0.98δ = ， 3T = ，则 

1 4.5778λ = − ， 2 3.6778λ = − ， 1 40.0000w = − ， 2 40.0000w = −  

111 2.2092p = ， 112 0.7364p = ， 121 2.0619p = ， 122 0.7364p = ， 

211 1.7674p = ， 212 0.8837p = ， 221 0.4418p = ， 122 0.7364p = ， 

11 0.0400q∗ = ， 12 0.0300q∗ = ， 21 0.0500q∗ = ， 22 0.0500q∗ = ， 

1 0.1000l = ， 2 0.1000l =  
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经计算可得 1 0.8751ε = ， 2 1.1012ε = ，所以 0.8751ε = ， 40.0000w = 。容易验证定理 3.1 中的条件(H4)
成立。由定理 3.1 可知，驱动系统(4.1)和响应系统(4.3)在所给出的间歇控制器下是指数同步的。数值模拟

验证了我们的结果(见图 2)。 
定理 3.1 给出了系统(1.3)和系统(1.5)在间歇控制器(1.6)下实现混沌同步的充分条件。很显然，所给出

的同步条件依赖于 Leakage 时滞，反应扩散系数，反应扩散空间和切换率。从定理 3.1 可以看出，较小的

Leakage 时滞，较大的扩散系数 iD ，较小的扩散空间 [ ],k kx x− 以及较大的切换律，均可以使系统更容易

实现同步。数值模拟验证了我们的结论(见图 3~6)。 
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