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Abstract 
In this paper, an H1-Galerkinmixed element method is considered for one-dimensional fourth-or- 
der integro-differential equation of parabolic type. According to the characteristics of the consi-
dered equation, the three auxiliary variables are introduced, then the original fourth-order prob-
lem can be split into the coupled system with first order derivative. Some optimal error estimates 
for both semi-and fully discrete scheme are proved and the stability for fully discrete system is al-
so derived. 
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摘  要 

本文讨论四阶抛物型积分微分方程的H1-Galerkin混合有限元方法，研究一维情形下带有四阶空间导数项

的抛物型积分微分方程H1-Galerkin混合有限元数值方法。根据方程的特点，通过三个适当中间变量的引

入，可将原四阶问题化为一个仅含有一阶导数的耦合方程组系统。对系统半离散和全离散格式的最优收

敛误差估计给出详细的分析证明，并推导了全离散系统的稳定性结果。 
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1. 引言 

很多实际问题可以转化成微分方程的形式进行研究，其中发展型积分微分方程具有时间记忆项，能

够反映很多实际问题，例如核反应堆问题等。此类积分微分方程也得到了很多计算学者的广泛关注，并

产生了很多有效的数值计算方法。张在文献[1]中对一些积分微分方程的有限元和体积元理论做了详细的

论述。Jiang 在文献[2]中给出了抛物型积分微分方程的传统混合元方法误差估计。Liu 等在文献[3]中基于

扩展混合方法和分裂正定混合方法提出了正定扩展混合元方法，通过抛物型积分微分方程给出了相关的

数值理论研究，并通过二维数值例子对提出数值理论进行有效验证。Liu 等在文献[4]中，研究了一类新

型的扩展混合元方法，推导了相关的误差理论结果，给出了二维数值例子对研究理论结果进行验证说明。

Guo 在文献[5]中利用分裂正定混合元方法研究了抛物型积分微分方程，并给出了计算数据说明方法的有

效性。Zhu 等在文献[6]中针对抛物型积分微分方程给出了弱 Galerkin 方法进行数值研究。Guo 和 Rui 在
文献[7]中利用最小二乘有限元法数值求解抛物型积分微分方程，对理论误差进行了详细讨论。在文献[8]，
李和王利用间断时空元法研究了半线性抛物型积分微分方程问题。在文献[9]中，何等对时间间断时空元

法进行了详细的讨论，并给出发展型积分微分方程的相关研究。所有这些研究都是关于二阶积分微分方

程的，而对于四阶积分微分方程数值解法的相关研究还是很少见到报道。在文献[10]中，李和刘给出一类

四阶抛物型积分微分方程的混合间断元数值方法。而在文献[11]中，丛和杨利用混合有限体积元方法研究

该类方程。在这里我们主要利用 H1-Galerkin 混合元方法数值求解如下四阶抛物积分微分方程[10] [11] 

( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0

0

d ,    , , 0, ,

, , , , ,  0, ,

, 0 ,                                   , ,

t
t xxxx xx x

xx xx

u u u s u cu f x t a b T

u a t u b t u a t u b t t T

u x u x x a b

β + − + ⋅ + = ∈ ×

 = = = ∈
 = ∈

∫
                 (1.1) 

其中 ( ),a b 为空间区间， ( ]0,T 是时间区间， β 和 c是正常数， f 是已知源项。 
H1-Galerkin 混合方法首先由 Pani 在文献[12]中针对抛物方程问题提出的一种有效的混合元数值方

法，同时他指出该方法具有不必满足著名的 LBB 相容性条件，混合元空间中的多项式次数可以灵活选取，

不受混合空间之间的相互限制，同时得到中间变量和原未知量函数的最优收敛结果。正因于此，国际学

者开始对此方法进行不断的研究和发展，并数值求解了很多二阶发展方程问题[12]-[24]。直到文献[23]的
出现，方可将该方法应用于四阶偏微分方程数值求解。 
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本文的主要目的是研究一维四阶抛物型积分微分方程[10] [11]的 H1-Galerkin 混合元方法，首先利用

H1-Galerkin 混合元法数值求解一维情形下四阶抛物型积分微分方程，通过三个中间变量的引入，形成了

四个低阶方程的耦合系统，给出了系统半离散和全离散格式的最优收敛误差估计，并讨论了全离散系统

的稳定性分析。 

2. 一维问题的 H1-Galerkin 混合有限元格式 

为了形成混合格式，首先引入二阶导数 xxv u= − 作为中间变量，可将原一维问题将为二阶方程组系统

的初边值问题： 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0

0

,

d ,

, ( , ) , , 0, 0, ,

, 0 , , ,

xx
t

t xx x

v u

u v v s u cu f

u a t u b t v a t v b t t T

u x u x x a b

β

= −


− + + ⋅ + =


= = = = ∈


= ∈

∫  

正如文献[25]，为了应用 H1-Galerkin 混合元法，上面的方程继续降阶，也就是相当于对原问题引入

, ,x x xq u v v qσ= = = − ，可将原问题转化为如下耦合形式： 

0

,
,

   
d ,

0.

x

x
t

t x

x

u q
v

u v s q cu f

v q

σ

σ β

=
 =


− + + ⋅ + =
 + =

∫
                           (2.1) 

即我们能够形成 H1-Galerkin 混合弱形式：求{ } [ ] 1 1
0, ; , : 0,u v q T H Hσ × 使得： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
0

1
0

1
0

1

, , , ,

, , , ,

, , , d , , , , ,

, , 0, .

x x x

x x x

t
t x x x x x

x x

u q H

v w w w H

q c q v s q f H

q H

χ χ χ

σ

φ σ φ φ φ β φ φ φ

σ ψ ψ ψ

 = ∀ ∈


= ∀ ∈


+ + = + ⋅ − ∀ ∈


− = ∀ ∈

∫
             (2.2) 

为了形成有限元混合弱形式，首先引入如下有限元空间。 
引理 2.1. [12] 现在分别找 1

0H 和 1H 有限维子空间 hV 和 hW ，使得对1 p≤ ≤ ∞及正整数 ,k r ，成立如

下性质： 

{ }
{ }

1,1,

1,1,

1 1 1,
0

1 1,

inf , ,

inf , .

k pp ph
h

r pp ph
h

h h k k p
WL Wv V

h h k r p
WL Ww W

v v h v v Ch v v H W

w w h w w Ch w w W

+

+

+ +

∈

+ +

∈

− + − ≤ ∈

− + − ≤ ∈



                (2.3) 

基于以上有限元空间，可得空间半离散 H1-Galerkin 的混合元数值格式：求 

{ } [ ], ; , : 0,h h h h h hu v q T V Wσ × ，使得： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

, , ,

, , ,

, , , d , , , ,

, , 0.

h h h h
x x x

h h h h
x x x

th h h h h h h h h h h
t x x x x x x

h h h h
x x

u q

v w w

q c q v s q f

q

χ χ

σ

φ σ φ φ φ β φ φ

σ ψ ψ

 =

 =



+ + = + ⋅ −

 − =

∫
              (2.4) 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 , 0h h h hu v q σ 为已知量。 

下面分别定义 u 和 v相关的椭圆投影[14]，求 ,h h
hu v V∈ ，满足： 

( ) ( ), 0, , 0, , .h h h h h h
x x x x x x hu u v v w w Vχ χ− = − = ∈  

同时，我们也分别定义中间变量 q 和σ 的椭圆投影， ,h h
hq Wσ ∈ 满足： 

( ) ( ), 0, , 0, , .h h h h h h
hA q q A Wφ σ σ ψ φ ψ− = − = ∈  

其中， ( ) ( ) ( ), , ,x xA ϕ ω ϕ ω λ ϕ ω= + ， λ 为正常数，且存在常数 0 0µ > ，使得： 

( ) 2 1
0 1, , .A Hω ω µ ω ω≥ ∈  

基于以上投影，我们有相应的估计结果如下 
引理 2.2. [12] [25] 设 , , ,h h h hu u v v q qη τ ρ δ σ σ= − = − = − = − ，对于 0,1j = ，有 

1
1 1

,k j
t tj kj kCh u uη η + −

+ +
 + ≤ +                            (2.5) 

1
1 1

,k j
t tj kj kCh v vτ τ + −

+ +
 + ≤ +                            (2.6) 

1 1 1
1 1 1
, , ,r j r j r j

t t tt ttj r j r j rCh q Ch q Ch qρ ρ ρ+ − + − + −
+ + +

≤ ≤ ≤                (2.7) 

1 1 1
1 1 1
, , .r j r j r j

t t tt ttj r j r j rCh Ch Chδ σ δ σ δ σ+ − + − + −
+ + +

≤ ≤ ≤                (2.8) 

3. 半离散情形下的误差分析 

下面给出误差估计，令： 

, ,

, .

h h h h h h h h

h h h h h h h h

u u u u u u v v v v v v
q q q q q q r

η ς τ θ

ρ ξ σ σ σ σ σ σ δ

− = − + − = + − = − + − = +

− = − + − = + − = − + − = +
 

那么误差方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

 , , , , V ,

 , , , , V ,

 , , , d ,

      , , , d , , , ,

 , , , , , .

h h h h
x x x x h

h h h h
x x x x h

th h h h
t x

th h h h h h
t x x h

h h h h h
h

a

b w w r w w

c A r c s

r c s W

d r A W

ς χ ρ χ ξ χ χ

θ δ

ξ φ φ ξ φ θ φ

ρ φ λ δ φ ρ φ τ φ β ρ φ φ

ψ ξ ψ δ ψ λ ξ ρ ψ ψ

 = + ∀ ∈


= + ∀ ∈
 + + +

 = − + + − − + ⋅ ∀ ∈


− = − − + ∀ ∈

∫

∫

         (3.1) 

定理 3.1. 若取 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 0 0h h h hq q σ σ= = ，则 

( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 min 1, 1

0 1 1

1
2 2 min 1, 1

0 1 1

d ,

d .

t k rh h h h h

t k rh h h h h

u u v v v v s h u u h v v Ch

q q q q s h q q h Chσ σ σ σ

+ +

+ +

− + − + − + − + − ≤

− + − + − + − + − ≤

∫

∫

 

证明：在(3.1) (b)，(c)，(d)中，令 , ,h h hr wφ ξ ψ θ= = = ，并将结果相加，得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2

0 0

1 d
2 d

, , , , , , ,

   , d , d , , , .

x

x x t

t t
x x x x

c r
t

r r r r r

s s

ξ ξ θ

δ θ θ δ ρ ξ λ ξ λ ρ λ ξ

λ δ ξ τ ξ θ ξ β ρ ξ β ξ ξ

+ + +

= + − − − − +

+ − − + ⋅ + ⋅∫ ∫

 

对上式，我们利用 Cauchy-Schwarz 不等式，容易得到 

( ) (
)

22 2 2

2 22 2 2 2

22 2 2

0 0

1 d
2 d

3
4

d .

x

x t

t t
x

c r
t

r C

s ds

ξ ξ θ

θ δ ρ ξ ρ

τ ξ θ β ρ

+ + +

≤ + + + + +

+ + + + ⋅∫ ∫

                       (3.2) 

对(3.2)两端关于时间进行积分，并由 Cauchy-Schwarz 不等式，得到 

( )
22 2 2

0 0 0

2 22 2 2 2 2

0 0 0

d d d

d d d .

t t t
x

t l l
t x

s r s s

C t t s

ξ ξ θ

δ ρ τ θ ξ ξ ρ

+ + +

≤ + + + + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
                (3.3) 

在(3.1)，我们取 ,h h
trφ ψ ξ= = ，并将(c)，(d)两个方程相减，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

, , , , ,

, , , , d , d ,

, , , , .

x x x xt t

t t
t x x

x x t t

r r r r c r

r r r r c r s r s r

r r

λ ξ ξ λ ξ ξ ξ

ρ λ λ δ ρ τ θ

β ρ β ξ δ ξ λ ξ ρ ξ

+ + + +

= − + + − − −

+ ⋅ + ⋅ + + +

∫ ∫                 (3.4) 

在(3.1) (b)中令 hw θ= ，并将结果带入到(3.4)中，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 22 2

22 2 2 2 2 2 2

0 0

2 22

1 d 1 d
2 d 2 d

1d d
2

d d, , , , .
d d

x x x

t t
x

t t t t

r r
t t

C r s s r

t t

λ ξ ξ θ

ξ δ ρ τ θ β ρ

β ξ δ ρ δ ξ δ ξ λ ρ ξ λ ρ ξ

+ + + +

≤ + + + + + + + ⋅


+ ⋅ + + + − + −


∫ ∫              (3.5) 

对(3.5)两端积分，有 Cauchy-Schwarz 不等式，得到 

(
) ( )

2 2 22 2

0 0 0

2 2 2 2 2 2

0 0 0

22 2 2 2 2 2

d d d

d d

d .

t t t
x x x

t s s

t

r s r s s

C r l l

s C

ξ ξ θ

ξ δ ρ τ θ

β ρ β ξ δ ρ δ ξ ρ

+ + + +

≤ + + + + +

+ ⋅ + ⋅ + + + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫                 (3.6) 

注意到 Poincare 不等式
22

xCθ θ≤ 和 Gronwall 引理，我们有 

( )
2 22 2 2

0 0 0

2 22 2 2 2 2

0 0

d d d

d d .

t t t
x x

t s
t t

r s r s s

l s

ξ ξ θ

δ ρ τ δ ρ δ ρ

+ + + +

≤ + + + + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
                  (3.7) 

联立(3.7)和(3.3)，可得 
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( )
( )

2 2 2 2

1 1 10

2 22 2 2 2 2

0 0

d

d d .

t

t s
t t

r s

l s

ξ ξ θ

δ ρ τ δ ρ δ ρ

+ + +

≤ + + + + + +

∫

∫ ∫
                  (3.8) 

对(3.1) (d)时间求导，并令 h rψ = ，得到 

( ) ( ) ( )21 d , , , .
2 d xt x t tr r r r

t
ξ δ λ ρ− = − −                          (3.9) 

在(3.1) (c)中取 h
tφ ξ= ，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

0

0

d, , , , d ,
d

d , , , .

t
t x xt t t t t xt

t
xt xt xt

r c c s
t

s

ξ ξ ξ ρ ξ λ δ ξ ρ ξ τ ξ

θ ξ β ρ ξ β ξ ξ

+ + = − + − −

− + ⋅ + ⋅

∫

∫
            (3.10) 

将(3.9)和(3.10)相加，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2

0 0

1 d d , , , , ,
2 d d

d , d , , , .

t t t t t t t

t t
xt xt xt xt

r c r r c
t t

s s

ξ ξ δ λ ρ ρ ξ λ δ ξ ρ ξ

τ ξ θ ξ β ρ ξ β ξ ξ

+ + = − − − + −

− − + ⋅ + ⋅∫ ∫
        (3.11) 

在(3.1) (b)中令 hw θ= ，加到(3.11)中，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2

0 0

1 d d
2 d d

, , , , , ,
d d dd , d , , ,
d d d

d, , , , , .
d

t x

t t t t t t x

t t
x x x x

t x x t x x x

r c
t t

r r c

s s
t t t

r
t

ξ ξ θ

δ λ ρ ρ ξ λ δ ξ ρ ξ τ ξ

τ ξ θ ξ θ ξ β ρ ξ

β ρ ξ β ξ ξ β ξ ξ δ θ θ

+ + +

= − − − + − +

− − + + ⋅

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + +

∫ ∫
                (3.12) 

对(3.12)关于时间积分，利用 Cauchy-Schwarz 不等式，得到 

( )
( )

2 22 2

0 0

2 2 22 2 2 2

0

22 2 2 2

0 0

d d

d

d d .

t t
t x

t
t x x

t t
x

r s s

C r s

C s s

ξ ξ θ

ρ ξ δ ρ θ τ

τ ξ θ ρ ξ

+ + +

≤ + + + + + +

+ + + + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

                  (3.13) 

将(3.8)带入(3.13)，并应用 Gronwall 引理，可得 

( )
2 22 2

0 0

2 22 2 2

0

d d

d .

t t
t x

t
t t

r s s

C s

ξ ξ θ

ρ δ δ ρ τ

+ + +

≤ + + + +

∫ ∫

∫
                        (3.14) 

在(3.1) (a)和(b)中分别取 ,h hwχ ς θ= = ，并注意到 Poincare 不等式，有 
22 2 2

22 2 2

,

.

x

x

C

C r

ς ς ρ ξ

θ θ δ

≤ ≤ +

≤ ≤ +
                             (3.15) 

联立(3.8)，(3.14)，(3.15)，并结合三角不等式及(2.5)~(2.8)，我们可得定理结论。 

4. 全离散稳定性及误差估计 

首先根据半离散格式，我们给出系统在 nt t= 处的一阶向后 Euler 格式 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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1
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 , , 0.

n h n h
x x x

n h n h
x x x x

n h n h n h
t x x x

n
j h n h n h n h

x x x x
j

n h n h
x x

a U Q

b V w Z w

c Q Z c Q

t V R Q f

d Z Q

χ χ

φ φ φ

φ φ β φ φ

ψ ψ

−

=

 =

 =

 ∂ + +

  

= − ∆ − + ⋅ −  
  


− =

∑

                 (4.1) 

定理 4.1. 当 t∆ 充分小时，有如下不等式成立 

( )
1 1 1
2 2 22 2 2 0

1 01 1 1
max .

n n n
n n j j j j

x j nj j j
U Q t Z t Q t V C Q f

≤ ≤= = =

     
+ + ∆ + ∆ + ∆ ≤ +     

     
∑ ∑ ∑  

证明：在(4.1) (c)和(d)中，令 ,h n h nQ Zφ ψ= = ，并将两式相加，可得 

( )

( ) ( )

2 2

1

0

,

, , , .

n n n n
t

n
j n n n n n

x x x
j

Q Q Z c Q

t V Q Q Q f Qβ
−

=

∂ + +

 
= − ∆ + ⋅ − 

 
∑

                       (4.2) 

在(4.1) (b)中，取 h nw V= ，并将结果带入(4.2)中，得到 

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1

0

,

, , , , .

n n n n n
t x

n
j n n n n n n n

x x x x
j

Q Q Z c Q V

t V Q Q Q f Q Z Vβ
−

=

∂ + + +

 
= − ∆ + ⋅ − + 

 
∑

                   (4.3) 

注意到 

( ) 21,
2

n n n
t tQ Q Q∂ = ∂ ， 

那么有 
2 2 2 2 21

1 2 2 2 2

0

2 2

2 .

n n n n n
x

n
j n n n

x
j

Q Q t Z c t Q t V

t t V Q Q fβ

−

−

=

− + ∆ + ∆ + ∆

 
≤ ∆ ∆ + + ⋅ + 

 
∑

                     (4.4) 

对 1n = 到 ( )1J J M≤ ≤ 求和，得到 
2 2 2 2 20

1 1 1

1 2 2 2 2

1 0

2 2

2 .

J J J
J j j j

x
n n n

J n
j j j j

x
n j

Q Q t Z c t Q t V

t t V Q Q fβ

= = =

−

= =

− + ∆ + ∆ + ∆

 
≤ ∆ ∆ + + ⋅ + 

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
                   (4.5) 

在(4.1) (d)中取 h nQψ = ，得到 
2 2 2n n n

xQ Z C Qε≤ +                                (4.6) 

联合(4.5)和(4.6)，并应用 Gronwall 引理，可得 
2 20

0
maxn j

j n
Q Q C f

≤ ≤
≤ +                               (4.7) 

在(4.1) (a)中，令 h nUχ = ，由 Cauchy-Schwarz 不等式，得到 
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n n
xU Q≤  

由 Poincare 不等式，得到 
n n n

xU C U C Q≤ ≤                                 (4.8) 

最后结合(4.7)和(4.8)，得到稳定性证明。 
接下来为了进行误差估计，我们可以写 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

,

,

,

.

n h h n n n
n n n n

n h h n n n
n n n n

n h h n n n
n n n n

n h h n n n
n n n n

u t U u t u t u t U

v t V v t v t v t V

q t Q q t q t q t Q

t Z t t t Z r

η ς

τ θ

ρ ξ

σ σ σ σ δ

− = − + − = +

− = − + − = +

− = − + − = +

− = − + − = +

                  (4.9) 

在 nt t= 处，误差方程为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2 3
0 0

 , , , ,

 , , , ,

 , , ,

      , , ,

       , , , , ,

 , ,

n h n h n h
x x x x

n h n h n h
x x x x

n h n h n n h
t

n n h n n h n n h
t x

n n
j h j h n h n h

x x x x
j j

n h n h n

a

b w w r w

c A r c

r

t t R R

d r A

ς χ ρ χ ξ χ

θ δ

ξ φ φ ξ ρ φ

ρ π φ λ δ φ β ρ ξ φ

τ φ θ φ φ φ

ψ ξ ψ δ

− −

= =

= +

= +

∂ + + +

= − ∂ + + + + ⋅ +

   
− ∆ − ∆ − −   
   

− = −

∑ ∑

( ) ( ), , .h n n hψ λ ξ ρ ψ














− +

               (4.10) 

其中 

( ) ( )
1

2 0
0

1

3 0
0

,

d ,

d .

n
t n t n

ntn n j

j

ntn n j

j

q t q t

R s t

R s t

π

τ τ

θ θ

−

=

−

=

= − ∂

= − ∆

= − ∆

∑∫

∑∫

                               (4.11) 

定理 4.2. 对于1 J M≤ ≤ ，成立如下误差估计 
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

min 1, 1

1
22 min , 1

1 11

min 1,

min 1,

1 1

,

,

,

.

r kJ J J J

J
r kJ J J J

n

r kJ J J J

r kJ J J J

q Q Z C h t

q Q t Z C h t

u U v V C h t

u U v V C h t

σ

σ

+ +

+

=

+

+

− + − ≤ + ∆

 − + ∆ − ≤ + ∆ 
 

− + − ≤ + ∆

− + − ≤ + ∆

∑                    (4.12) 

证明：在(4.10) (a)，(b)中，令 ,h n h nwχ ς θ= = ，由 Cauchy-Schwarz 不等式和 Poincare 不等式，得到 

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2

,

.

n n n n
x

n n n n
x

C C

C C r

ς ς ρ ξ

θ θ δ

≤ ≤ +

≤ ≤ +
                          (4.13) 
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在(4.10) (b)，(c)，(d)中，令 , ,h n h n h n
tr wφ ψ ξ θ= = ∂ = ，将(c)和(d)相减再与(b)相加，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1

2 3
0 0

12 2 2 2 2 2

0

1 1 1
2 2 2

, , , ,

  , , , ,

  , , , , .

 

n n n
t x x x

n n n n n n n n n n n
t x

n n
j n j n n n n n

x x x x
j j

n n n n n n n n
t t x x

n
n n n n n j

t t
j

r

r r r r

t r t r R r R r

r

C r t

ξ θ

ρ π ρ ξ λ δ β ρ ξ

τ θ

δ ξ λ ρ ξ δ θ θ

ρ π δ ξ τ

− −

= =

−

=

∂ + +

= − ∂ + − + + + ⋅ +

   
− ∆ − ∆ − −   
   

+ ∂ + ∂ + +


≤ ∂ + + + + ∂ + ∆



∑ ∑

∑
1 2 2 2

2 3
0

  .
n

j n n

j
t R Rθ

−

=


+ ∆ + + 


∑

             (4.14) 

在(4.15)中，对 1n = 到 ( )1J J M≤ ≤ 求和，得到 
22 2 2 2 2 2

1 1

12 2 2 2

2 3
0

.

J J
J n n n n n n

tx x
n n

n
n n n j

t
j

t r t r

R R t

ξ ρ π δ ρ

ξ τ

= =

−

=

+ ∆ ≤ ∆ ∂ + + + +



+ ∂ + + + ∆ 



∑ ∑

∑
              (4.15) 

在(4.10) (b)，(c)，(d)中，令 , ,h n h n h nr wφ ξ ψ θ= = = ，将三式相加，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1

0

1

2 3
0

, , , ,

, , , ,

, , , .

n n n n n n n n n n n n
t t

n
n n n n n n j n

x x x
j

n
j n n n n n

x x x
j

r r r

r t

t R R

ξ ξ ρ π ξ λ δ ξ λ δ ρ

δ β ρ ξ β ξ ξ τ ξ

θ ξ ξ ξ

−

=

−

=

∂ + = − ∂ + + + − +

 
− + ⋅ + ⋅ − ∆ 

 
 

− ∆ − − 
 

∑

∑

           (4.16) 

由 Cauchy-Schwarz 不等式，有 
2 2 2 2 2 2 2

1 12 2 2 2 2

2 3
0 0

1 1
2 2

.

n n n n n n n
t t

n n
j n j n n

x
j j

r C

t t R R

ξ ρ π ξ δ ρ

τ ξ θ
− −

= =

∂ + ≤ ∂ + + + +



+ ∆ + + ∆ + + 


∑ ∑

            (4.17) 

注意到 

( ) ( )

( )
1

1

2 22
1

2 2

11 d ,

d .

n

n

n

n

tn
t t rt

tn
ttt

Ch r q s s
t

C t q s s

ρ

π

−

−

+
∂ ≤ +

∆

≤ ∆

∫

∫
                 (4.18) 

对于(4.17)关于 1n = 到 ( )1J J M≤ ≤ 求和，并根据(1.4.15)，由 Gronwall 引理，可得 

( ) ( )( )2 2 2 22

1 1
1 .

J J
J n n

x
n n

t r t Q C h r tξ
= =

+ ∆ +∆ ≤ + + ∆∑ ∑                   (4.19) 

由(4.10) (d)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .n h n h n h n h
t t x x t tr ψ ξ ψ δ ψ λ ρ ψ∂ − ∂ = − ∂ − ∂                    (4.20) 
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在(4.20)，令 h nrψ = ，得到 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .n n n n n n n n
t t x x t tr r r r rξ δ λ ρ∂ − ∂ = − ∂ − ∂             (4.21) 

由(4.10) (c)，取 n n
tφ ξ= ∂ ，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

1 1

0 0

2 3

, , , , ,

+ , , ,

, , .

n n n n n n n n n n n n
t t x t x t t t t

n n
n n n j n j n

t x t x t x
j j

n n n n
t x t x

r c

t t

R R

ξ ξ ξ ρ π ξ ρ ξ ξ λ δ ξ

β ρ ξ ξ τ ξ θ ξ

ξ ξ

− −

= =

∂ ∂ + ∂ = − ∂ + ∂ − + ∂ + ∂

   
⋅ + ∂ − ∆ ∂ − ∆ ∂   

   

− ∂ − ∂

∑ ∑             (4.22) 

将上面两式相加，得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 3
0 0

1 , , ,
2

, , ,

, , , , .

n n n n n n n n n
t t t t t t

n n n n n n n n
t t t x

n n
j n j n n n n n

t x t x t x t x
j j

r r r

c

t t R R

ξ δ λ ρ ρ π ξ

ρ ξ ξ λ δ ξ β ρ ξ ξ

τ ξ θ ξ ξ ξ
− −

= =

∂ + ∂ = − ∂ − ∂ − ∂ + ∂

− + ∂ + ∂ + ⋅ + ∂

   
− ∆ ∂ − ∆ ∂ − ∂ − ∂   
   
∑ ∑

            (4.23) 

上式对 1n = 到 ( )1J J M≤ ≤ 求和，应用 Gronwall 引理，得到 

( )
2 2

1

122 2 2 2 2 2

2 3
1 0

1

.

J
J n

t
n

J n
n n n n j n n

tt
n j

C t r t

t t R R

ξ

ρ π δ ξ τ

=

−

= =

− ∆ + ∆ ∂

 
≤ ∆ ∂ + + + ∂ + ∆ + + 

 

∑

∑ ∑
            (4.24) 

结合(4.24)，(4.19)，(4.15)，我们得到 

( ) ( )( )2 2 2 2 22 1

1 1
.

J J
rJ J n n

t
n n

r t t r C h tξ ξ +

= =

+ + ∆ ∂ + ∆ ≤ + ∆∑ ∑                 (4.25) 

由(4.25)，(4.13)可得定理结论。 

5. 总结 

本文从一维空间讨论四阶抛物积分微分方程的 H1-Galerkin 混合元方法，给出了系统稳定性分析和最

优误差估计。从理论上得到的估计结果是不错的，同时我们可以考虑将该方法延拓应用到四阶双曲积分

微分方程问题，并给出完善的数值理论分析过程，同时给出一维和多维的数值例子。 
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