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Abstract 
Catalan number is an important counting function in the combination of a counting theory. It’s 

general formula:  
 
 

21
1n

n
C

nn
=

+
. It was first used by the mathematician Antu in Qing dynasty. The 

paper uses the method of Catalan number and generating function to solve a class of problems 
counting the special mathematical structure and constructs the explicit expression of the solution 
of the mathematical structure. Finally, the paper gives another solution of the mathematical 
structure counting problem and also makes use of generalized Catalan number from another an-
gle to solve the problem. 
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摘  要 

Catalan数是指通项公式为
 
 
 

21
1n

n
C

nn
=

+
的序列中的 1 2, , , ,nC C C 这些数，其最早是由我国清代数学

家明安图开始研究的。本文运用Catalan数与生成函数法来解决一类特殊数学结构的计数问题，构造出该

数学结构解个数的显性表达式。最后还给出了该数学结构计数问题的另一种解决方案，从另一个角度也

利用了广义的Catalan数来解决问题。 
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1. 引言 

Catalan 数有着非常丰富的历史背景，是组合数学中一类使用广泛，拥有众多组合意义的组合数，常

用来解决在各类组合计数问题。一般记为 nC 。其名字来源于 18 世纪比利时的数学家 Eugene Charlie 
Catalan。其在 1838 年研究 Catalan 问题：不满足乘法结合律的 n 个因子的乘积，在保持因子顺序的结合

数？最终获得了 Catalan 数的显性表达式： 

21 , 0,1, 2,3, 4,
1n

n
C n

nn
 

= = +  
。 

Cn是该数列的第 n + 1 项。这是贾宪三角中垂线上的数依次除以其相对应的自然数之后所得一个数

列。其与 Fibonacci sequence，Stirling 数一起作为组合数学之中的典型例子。但实际上卡 Catalan 并不是

第一个研究 Catalan 数的数学家。在十七世纪三十年代时，我国清代数学家明安图在研究无穷级数时得到

了 Catalan 数的三种不同算法[1]，并作为计算特定级数的方法在之后的研究中使用，建立了一个暗含了

Catalan 数的几何模型[2]。其中有两个算法公式在当代的组合数学书籍以及论文之中都没有涉及到。有关

于明安图计算无穷级数时所得的一系列结果都详细记载在《割圆密率捷法》中，在这一本书中给出了

Catalan 数的卷积型递推公式为 
1

1
, 2,3, 4,

n

n n k k
k

C C C n
−

−
=

= =∑ 。 

其中另一个重要的公式是获得 Catalan 数的组合型递推公式 

( )1
0

1 , 2,3, 4,
1

k
n n k

k

n k
C C n

k+ −
≥

− 
= − = + 
∑ 。 

在这之后不久的 1758 年，大数学家欧拉与赛格纳讨论这么一个问题：用一个凸多边形彼此之间不相

交的对角线把凸多边形划分成若干个三角形区域的方法数。针对于此问题，划分 n + 1 条边的多边形的方

法数就是 Catalan 数。而之后的董祐诚等清代数学家受明安图的影响下，对 Catalan 数都做出了一定的研

究成果，其研究时间都早于 Catalan 研究 Catalan 数。之后比较值得注意的是 1839 年 Bi Noto，其通过一

系列证明，最终推出了 Catalan 数的生成函数的表达式： 

( ) ( )
0

1 1 1 4 , 1 4
2

n
n

n
x C x x

∞

=

− − = <∑ 。 
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从上文可以知道，Catalan 数最早并不是 Catalan 提出的，但由于一种习惯或约定，现在已经变成数

学名词。 
在 19 世纪，数学家们得到两个 Catalan 数的递推公式： 

( )1 1
4 6 , 1, 1n n

nC C C n
n −
−

= = >  

( )
1

1
1

, 1, 1
n

n k n k
k

C C C C n
−

−
=

= = >∑  

随着越来越多的数学家研究 Catalan 数，在越来越多的领域里发展和拓广 Catalan 数的应用和新的组

合解释，如：非结合代数问题、随机游动问题、图形剖分问题、特定非负整数解问题、出栈问题、几何、

代数问题，网格路径等组合解释。初步估计下来应该在 200 种以上，他们散落在各种文献之中。初文昌

在《关于 Catalan 序列》一文中给出了 25 种不同的组合解释[3]。 
近年来，对于 Catalan 数的研究主要是得到了 Catalan 数各种拓广形式和其相对应的枚举结果。主要

是以下几个方面的：高阶 Catalan 数、广义 Catalan 数[4]、连续 q-模拟、Catalan 数的同余(或整除)性质，

二项式系数问题[5]，Motzki 数[6]，Riordan 群[7]等方面等。本文的主要工作就是利用 Catalan 数与生成函

数法来解决一类特殊数学结构的计数问题，构造出该数学结构解的显性表达式。最后还给出了该数学结

构计数问题的另一种解决方案，从另一个角度也利用了广义的 Catalan 数来解决问题。 

2. 一个广义 Catalan 数问题 

问题 1：

} ( ){

1

1 2

1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 1

, 2
,

1,
2,

2,

, , , , , .
n

n

m n n
x m
x x m
x x x m

x x x x m n

x x x x f n m
−

−

≥

≤
 + ≤ + + + ≤ +


 + + + + ≤ + −







， 。

     

设 为正整数 且 求满足不等式组

的非负整数序列 的个数

 

关于该数学结构计数问题，是一类广义 Catalan 数问题，涉及到线性不等 
式组的整数解以及整数规划问题。是一类特定非负整数解问题。现在能在网上找到的解答都是在已

知结果的情况下，运用数学归纳法来解决的。其前提都是在已知 ( ),f n m 解结构的情况下来完成的。但并

不知道这个解是怎么来的。接下来将用两种不同方法来构造出该数学结构具体解的形式。它们分别涉及

网格路径法、生成函数法两种不同的数学方法以及广义 Catalan 数。在求解该数学机构计数问题过程之中，

可以领悟到 Catalan 数运用的广泛性及其深刻性。 

3. 预备知识 

先给出在之后的证明过程中需要的一般概念，定义和相关结论。 
生成函数法的思想其实就是让幂级数与离散的数列一一对应，把数列中的第 n 项与幂级数中指数为

n 的项相对应起来，再利用幂级数的运算性质去确定离散数列的结构。 
定义 1. 对于一个有限或无限的序列[8] 

{ } { }

( ) ( )

0 1

0 0

, , , , , , 0,1, , ,

,
!

i n i

i i
i

i i

a a a a a R i n
aG x a x E x
i

∞ ∞

= =

= ∈ =

≡ ≡∑ ∑

   

或构造一个幂级数
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称 ( )G x 为{ }ia 的生成函数，称 ( )E x 为{ }ia 的指数型生成函数。   

定义 2.不满足乘法结合律的 n 个因子的乘积，在保持因子顺序的情况下，有 1
2 2

1 n
n nT C

n
−
−= 种结合方法。

这里的 nT 就等于 Catalan 数序列中的第 n 项。 

以 Catalan 数为系数的形式幂级数的和为
( )
( )1

2 2 !1 1 4
2 ! 1 !

n

n

nx x
n n≥

−− −
=

−∑ 。 

引理 1. 网格图中从点 ( )0,0O 到点 ( ),M a b  ( a b≥ )的最短路径数为 

( ),
a b

Q a b
a
+ 

=  
 

。 

证：从网格的任一结点处向上走一格记为 y；向右走一格记为 x；那么，从点 O 走到点 M 要向上走 b 格，

向右走 a 格。从点 O 到点 M 的每一条最短路径都对应一个由 a 个 x 和 b 个 y 组成的长为 a b+ 的字，且两者

是一一对应的。因此，只需要在 a b+ 个字母中指出哪 a 个是 x (或哪 b 个是 y)就对应一条最短路径。所以， 

( ),
a b

Q a b
a
+ 

=  
 

 

引理 2. 网格图中从点 ( )0,0O 到点 ( ),M a b  ( a b≥ )的最短路径满足 x y≥ 的路径数为 

( ) 1,
1

a ba ba b
aa

ϕ
+ − +

=  +  
。 

证： ( ),a bϕ 等于从点 ( )1,0A 到点 ( ),M a b 的最短路径减去从点 A 到点 M 穿过直线 y x= 的最短路径

数。后者又与从点 ( )1, 2B − 到点 M 的最短路径数相等。即 

( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
2

1
1

a b a b
a b Q A M Q B M

a a

a bb a
ab

ϕ
+ − + −   

= − = −   −   
+ − +

=  +  

。 

有关的组合恒等式： 

0

1r

i

n n n i n r
r n r i r=

+ + +       
= ⋅ =       −       

∑ 。 

1 1 1
1 1

n n n n nn
r r r r rr

− − −         
= ⋅ = +         − −         

。 

4. 生成函数法解决 

这里的话，要先试着去找出 ( ),f n m 它的边界条件和递推关系式来。 
先就 1x 的取值进行一个讨论 
1) 若 1 0x = ，则问题转化为求 ( )1, 1f n m− + ， 
2) 若 1x ≥ ，则原问题转化为 

( )
( )

( ) ( )

1

1 2

1 2 3

1 2 3 1

1 1,
1 ,

1 1,

1 1 2,n

x m
x x m

x x x m

x x x x m n−

− ≤ −
 − + ≤
 − + + ≤ +


 − + + + + ≤ − + −





     

。 
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从而问题可转化为 ( ), 1f n m − 。 
综合 1)，2)可以得到这样一个关于 ( ),f n m 的递推关系式。 

( ) ( ) ( ), 1, 1 , 1f n m f n m f n m= − + + − 。 

但这时边界条件还没有得到。接下来，来找到 ( ),f n m 的边界条件，就 2n = ， 0m = 分开讨论，得出

其所对应的边界条件。 
3) 当 2n = 时，原问题可转化为 1x m≤ ；此时解的个数相当于从 0,1, 2, , m 这 1m + 个数中选出一个

数的种数 1
1 1mC m+ = + 。故 ( )2, 1f m m= + 。 

4) 当 0m = 时，原问题可转化为 

1

1 2

1 2 1

0;
1;

2;n

x
x x

x x x n−

≤
 + ≤


 + + + ≤ −





 

又等价于 

1

1 2

1 2 2

1;
2;

2;n

x
x x

x x x n−

≤
 + ≤


 + + + ≤ −





 

来思考其几何意义，其表示从网格图上点 ( )0,0O 出发达到直线 2x n= − 上的各点最短路径数(满足

y x≤ )的和。又根据引理 2：网格图中从点 ( )0,0O 到点 ( ),M a b  ( a b≥ )的最短路径满足 x y≥ 的路径为

( ) 1,
1

a ba ba b
ba

ϕ
+ − +

=  +  
。 

故根据定义我们可以得到 ( )f n 的计算公式 

( )
2

0 0

2 21 1 1,0
11 1

n

n
k k

n k n k nn k n kf n C
k k nn n n

∞ −

= =

+ + −     − + − +
= = = =     −+ +     
∑ ∑ 。 

5) 当 m = 1 时，原问题可转化为 

1

1 2

1 2 1

1;
2;

1;n

x
x x

x x x n−

≤
 + ≤


 + + + ≤ −





 

这与 4 相似，类比 4 得到： 

( ) 1 2
1,1

1
n

n nf n C C
n+= =
+

。 

6) 现知 ( ),f n m 的递推关系式 

( ) ( ) ( ), 1, 1 , 1f n m f n m f n m= − + + −  

边界条件 ( )2, 1f m m= + ； ( ) 1
2 2

1,0 n
n nf n C C

n
−
−= = ； ( ) 1 2

1,1
1

n
n nf n C C

n+= =
+

。 

下面利用生成函数法来解出该递推关系式。 
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构造一个二元幂级数 

( ) ( ) ( )
2 0

, , ,n m n m

n m
F x y f n m x y f n m x y

≥ ≥

≡ =∑ ∑∑                        (1) 

根据边界条件， 2n = 时的 ( ),f n m 的表达式是已知的，故把其分成 2n = 和 2n ≥ 两种情况来分开计

算 

( ) ( )2

0 3 0
2, ,m n m

m n m
f m x y f n m x y

≥ ≥ ≥

+∑ ∑∑                            (2) 

同样是根据边界条件， 0m = 时的 ( ),f n m 的表达式是已知的，故把 0m = 与 1m ≥ 两种情况也分开计

算 

( ) ( ) ( )2

0 3 0 3 1
2, , 0 ,m n n m

m n m n m
f m x y f n x f n m x y

≥ ≥ ≥ ≥ ≥

+ +∑ ∑∑ ∑∑                     (3) 

其中为了方便计算把(3)式中的第三项单独拿出来，进行变形化简之后再放回(3)式中进行计算 

( )
3 1

, n m

n m
f n m x y

≥ ≥
∑∑                                    (4) 

将 ( ),f n m 的递推关系式 ( ) ( ) ( ), 1, 1 , 1f n m f n m f n m= − + + − 代入(4)中可得 

( ) ( )
3 1 3 1

1, 1 , 1n m n m

n m n m
f n m x y f n m x y

≥ ≥ ≥ ≥

− + + −∑∑ ∑∑                       (5) 

先将(5)中第一项的式子里提出一个
x
y
，第二项里提出一个 y ，使得 ( ),f n m 中 n，m 可以与 x，y 的

指数相互对应起来得到 

( ) ( )1 1 1

3 1 3 1
1, 1 , 1n m n m

n m n m

x f n m x y y f n m x y
y

− + −

≥ ≥ ≥ ≥

− + + −∑∑ ∑∑                    (6) 

通过改变指标的取值范围，可以将 ( ),f n m 与 x，y 的指数相互对应起来得到了 

( ) ( )
2 2 3 0

, ,n m n m

n m n m

x f n m x y y f n m x y
y ≥ ≥ ≥ ≥

+∑∑ ∑∑                         (7) 

由(1)式的关系，把(1)进行适当的拆分，移项后，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 0 2 1

, , , 0 ,1n m n n

n m n m n m
f n m x y F x y f n x f n x y

≥ ≥ ≥ = ≥ =

= − −∑∑ ∑∑ ∑∑  

( ) ( ) ( ) 2

3 0 2 0
, , 2,n m m

n m n m
f n m x y F x y f m x y

≥ ≥ = ≥

= −∑∑ ∑∑  

将这两个式子带入到(7)中代替第一项和第二项化简后可以 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1

2 2 0

1, , 0 ,1 2,n n m

n n m

xy F x y f n x f n x x f m y
y y

+ + +

≥ ≥ ≥

 
+ − − − 

 
∑ ∑ ∑              (8) 

适当改变 n，m 的取值范围，变形(8)式，可以得到下面这样一个式子 

( ) ( ) ( ) ( )2

3 3 1

1, 1,0 1,1 2, 1n n m

n n m

xy F x y f n x f n x x f m y
y y ≥ ≥ ≥

 
+ − − − − − − 

 
∑ ∑ ∑             (9) 

将(9)式带入到(3)式之中去，已知 ( ) ( )1
2 1

1,0 1,1n
nf n C f n

n
−
−= = −  

( ) ( )
3 0 3

, 0 1,1 0n n

n m n
f n x f n x

≥ = ≥

− − =∑∑ ∑  
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又 ( )2, 1f m m= + ； ( )2, 1f m m− = 。 

我们将其代入后计算可以得到： 

( ) ( )
2

2 2 2

0 1 0
2, 2, 1

1
m m m

m m m

xx f m y x f m y x y
y≥ ≥ ≥

− − = =
−∑ ∑ ∑  

化简后的(3)式为 

( ) ( )
2

3

1, 1,0
1

n

n

x xF x y y f n x
y y y ≥

 
+ + − −  − 

∑                         (10) 

将 ( ) 2
2 4

11,0
1

n
nf n C

n
−
−− =

−
代入(10)式 

( )
2

2
2 4

3

1 1,
1 1

n n
n

n

x xF x y y C x
y y y n

−
−

≥

 
+ + −  − − 

∑                         (11) 

又(1)式等于(11)式，我们将其相等后化简可得下式： ( )
2

1 1
2 2

2

1 11 ,
1

n n
n

n

x xy F x y C x
y y y n

− +
−

≥

  
− + = −   −  

∑  

( )
2

1
2 2

1

1 11 ,
1

n n
n

n

x xy F x y x C x x
y y y n

−
−

≥

    − + = − −    −    
∑                     (12) 

在这里 1
2 2

1 n
nC

n
−
− 为 Catalan 数，根据已知的结论， 

( )
( )1

2 2 !1 1 4
2 ! 1 !

n

n

nx x
n n≥

−− −
=

−∑ 。 

将其带入到(12)式之中，可得到 

( )

2 1 1 4
1 2

,
1

x x x x
y y

F x y
xy
y

 − −
− −  −  =
  
− +  
  

                           (13) 

运用泰勒展开公式 

( ) ( )
0

1, 0,0
!

k

k
F x y x y F

k x y≥

 ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ ∂ ∂ 
∑ ； 

则(13)式展开后变形化简之后，可得到下式 

( ) 1
2 1

2 0

1,
2 1

n n m
n m

n m

mF x y C x y
m n

−
+ −

≥ ≥

+
=

+ −∑∑                           (14) 

根据生成函数的理论可知 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2 1

1 2 2 !1,
2 1 1 ! !

n
n m

m n mmf n m C
m n n n m

−
+ −

+ + −+
= =

+ − − +
 

至此该数学结构解的个数就被我们所构造出来了。在这之中运用了广义 Catalan 数来帮助进行计算，

体现了 Catalan 数应用的广泛性，在这里使用生成函数法，给出了 ( ),f n m 的一个显式的表达式。在这里

的关键是能够把 ( ),f n m 这一序列与生成函数 ( ),F x y 建立一个一一对应，然后再利用生成函数的性质和
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运算，得到另一个序列，从而两个序列相比较得到了 ( ),f n m 的表达式。现在已经用生成函数法得到了该

数学结构的计数的显性表达式，但这个过程中也发现了，计算比较的繁琐，接下来将通过解析该数学结

构的几何意义后，通过网格路径法来给出一种完全不同的解决方案。 

5. 网格路径法解决问题 

我们现在来思考一下问题 1 的几何意义。先来再看一次这个不等式组 

1

1 2

1 2 3

1 2 3 1

,
1,

2,

2,n

x m
x x m
x x x m

x x x x m n−

≤
 + ≤ + + + ≤ +


 + + + + ≤ + −





     

。 

从上到下来开，从原点出发，左式每加上一个 xi，就向右移动一个单位，向上移动 ix 个单位。那么

最终来看就是向右移动了 1n − 个单位，向上移动了 1 2 3 1nx x x x −+ + + + 个单位。在做了这样的转换之后，

得到了下面这样一个等价问题： 
网格图中从点 ( )0,0O 到 1x n= − 上各点 ( )1,M n b−  ( 0 2b m n≤ ≤ + − )的最短路径经过任一节点

( ),x y 时，满足 1y x m≤ + −  (即路径与直线 1y x m≤ + − )的路径数的和为 ( ),f n m 。 
定理 1. 记网格图中从 ( )0,0O 到点 ( ),M a b  ( mb > )的最短路径经过任一节点 ( ),x y 时，满足

1y x m≤ + −  (即路径不穿过直线 1y x m≤ + − )的路径数[9] 

( ), a a m
a b a bL a b C C +
+ += −  

 

 
 

证明：从点 ( )0,0O 到点 ( ),M a b 的不穿过直线 1y x m= + − 的最短路径数等于从点 ( )0,0O 到点

( ),M a b 的最短路径数减去从点O到点M穿过直线 1y x m= + − 的最短路径数。后者又等于从点 ( )0,0O 到

点 ( ),M a b 的最短路径数减去从点 O 到点 M 碰到或穿过直线 y x m= + 的最短路径数。 
下面建立从点 ( )0,0O 到点 ( ),M a b 的最短路径数减去从点 O 到点 M 碰到或穿过直线 y x m= + 的最

短路径(记做 omL )与从点 ( )2 ,O m m− 到点 M 的最短路径(记做
2o mL )之间的一一对应关系。 

设 omL 与 y x m≤ + 的第一个交点为 P，从点 O 到点 P 的这段路径 OAP 关于直线 y x m≤ + 的对称路

径记为 2 2O A P ，以 2 2O A P 代替 OAP 得到从点 2O 到点 M 的一条路径 2 2O A PM 。反之，从点 2O 到点 M 的

任一条路径与 y x m≤ + 必有交点。记第一个交点为 P，取 2O AP 关于直线 y x m≤ + 的对称路径 2OA P ，以

2OA P 代替 2O AP ，得到从点 O 到点 M 的一条路径 2OA PM ，即 omL 与
2o mL 是一一对应的。于是 

( ) ( ) ( )2, , , a a m
a b a bL a b Q O M Q O M C C +
+ += − = −  

6

4

2

2

5

y = x + m -1

O

O2

MP
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从 ( ),f n m 的几何意义我们可以得到 

( ) ( ) ( )
2

0 1
, 1, 1,

m m n

k k m
f n m Q n k L n k

+ −

= = +

= − + −∑ ∑  

将 ( ), a a m
a b a bL a b C C +
+ += − ， ( ), a

a bQ a b C += 代入可以得到 

( ) ( )

( )

1 2 2 2

1 1 1 1 1
0 0

2 2
1 2

1 1 2 2 2 2
0 0

1 1 1
2 2 2 2 2 2

,

1 1

2 2 !1

m m n m n m n
k k k m k k m
n k n k n k n k n k

k k m k k m
m n n

k k n n
n k n m k n m n m

k k

n n n
n m n m n m

f n m C C C C C

C C C C

n mC C C
m n m n

n mm
m n n

− + − + − + −
+ +

− + − + − + − + − +
= = = =

+ − −
− −

− + − + + + − + −
= =

− − −
+ − + − + −

= + − = −

= − = −

− +
= − =

+ +
+ −+

= ⋅
+ −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 !
1 ! 1 ! 1 ! !

m n m
n m n n m

+ + −
=

+ − − +

。 

由此得到了满足该数学结构的非负整数序列{ }1 2 2, , , nx x x − 的个数 ( ),f n m 。 
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