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Abstract 
A key problem of solving the consensus coordination control of multi-agent systems is to design 
appropriate protocols or algorithms which guarantee the agents reaching consensus. Although 
existing theoretical results have illustrated the balance conditions and the group-balance condi-
tions are necessary when it comes to average consensus and group average consensus respective-
ly, there are few results on how to balance and group-balance a general graph. In this paper, we 
design two distributed algorithm to group-balance directed and undirected graphs respectively, 
and prove the validity of the algorithms via both theoretical analysis and example illustrations. 
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摘  要 

解决多智能体系统一致性协调控制的关键问题是设计合适的协议或算法使得多智能体的状态最终达到一

致。己有的理论结果说明一些图平衡条件，如平衡条件和群平衡条件，是解决多智能体系统平均一致性

问题和群平均一致性问题的一个必要条件。因此怎样平衡化和群平衡化一个一般图是一个值得研究的问

题。然而目前涉及到如何平衡化和群平衡化一个一般图的结果还很少。本文针对有向拓扑图和无向拓扑

图，分别提出两种不同的群平衡化算法，并从理论分析和数值仿真两方面验证两种算法的有效性。 
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1. 引言 

多智能体系统是由许多相互关联的个体通过局部规则组成的系统，其控制理论在过去的十几年中引

起诸多学者关注，并得到了快速发展。由于多智能体控制是通过协调控制多智能体系统每个个体，最终

达到解决大型、复杂的问题，这一系统特点使得多智能体系统在工程上的潜在应用价值得到了不同学科

领域学者的广泛关注，例如：多机器人/车辆系统、传感器网络、人造卫星簇等。 
作为多智能体协调控制的基本问题，一致性问题得到广泛关注，己涌现出很多优秀成熟的结果[1] [2]。

Olfati-Saber 在[1]中研究了固定/切换拓扑下一致性问题，确立了一致性问题研究的基本理论框架。随后，

更深入的结果和有效的方法不断被提出[3]-[17]。其中基于图理论 Ren 和 Beard [3]得到了固定拓扑下一阶

线性多智能体系统达到一致性的充要条件是系统的拓扑图包含生成树；切换拓扑下，若在给定长度的时

间区间上的并包含生成树，则系统能实现状态一致。在文献[5]-[8]中，作者运用代数思想解决了离散时间

多智能体系统一致性问题的充要条件，并基于 Lyapunov 稳定性理论解决了连续时间多智能系统的一致性

问题。随着对一致性问题研究的深入，二阶多智能体系统作为一种更一般的模型也得到了不同学科的关

注[9]-[12]。在[10]中作者运用代数理论分析系统方程的特征根得到了系统达到一致的充要条件，并指出

拓扑结构包含生成树只是二阶系统达到一致的必要条件而非充分条件。文献[11]研究切换拓扑下具有时滞

的二阶离散多智能体系统的一致性问题，利用模型变换(增广系统)和非负矩阵理论，作者给出了在有联合

生成树的情形下一致性问题可解的充分条件。 
对于一般的多智能体一致性问题，最终所有个体的状态渐近收敛到同一个值。但是很多情况下，由

于个体性能的差异或者任务分配的不同，多智能体系统的个体被分成不同的群体，针对这样的复杂多智

能体网络，[18]-[25]研究了比较广泛的一致性——群一致性。对于多智能体群一致性问题，一个关键问题

是设计合适的协议和算法使被分为多个群的图的图中相同群内个体达到相同状态而不同群内的个体状态

最终可以不尽相同。对于一阶连续时间多智能体系统，在文献[18]-[20]中作者给出了定常拓扑和切换拓扑

下群平均一致性可解的条件。值得注意的是文中增加了平衡对这一条件用以限制群之间的藕合作用。随

后，关于多智能体系统两个群的一致性问题，在文献[25]中，作者给出了弱于[18]的有向图能达到群一致
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性的充分条件，即对于每一个群，群内每个点对于另一个群的邻接出权值在任何时间都是相同的群平衡

条件。 
基于以上分析，可以看到，当涉及平均一致性和群平均一致性时，平衡条件和群平衡条件是必需的。

因此，对于多智能体系统的平均一致性和群平均一致性问题，如何平衡化(群平衡化)一个一般图让它满足

平衡条件(群平衡条件)成为一个待解决的关键问题。近几年，基于平均一致性平衡条件己有一些有趣的结

果被提出来。文献[26]中提供了平衡化一个赋权有向图的两个算法，它用迭代条件去改变某些权值，最终

达到每个点的出权值之和等于它的入权值之和的平衡条件。在初始拓扑图是强连通的(或强连通并图)的条

件下，文献[27]中提出了一个分布式迭代算法，通过给每个边设计一个正整数边权，使得拓扑图达到平衡。

文献[28]中提出了一个分散式算法去平衡化一个强连通赋权图，其特点是依赖于 Laplacian 的零特征值的

左特征向量的分布式估计。文献[29]中作者证明了只要一个有向图的关联矩阵的零空间包含正向量，这个

有向图就能被平衡。 
然而，多智能体系统问题中图往往被用来描述个体或群体之间的信息交流模式，因而实际的模型可

以很复杂，从而对图的要求也不仅仅局限于一个图的内部的特性。一个很好的例子就是群一致性问题，

该问题就对两个或两个以上图之间的连接有一定的要求。然而目前关于平衡化的结果均只涉及到一个图

的平衡，而没有考虑两个或更多图之间的信息。在此背景下，本文以含有两个群的多智能体系统为研究

对象，以代数图理论为主要分析工具，设计分布式群平衡化算法。本文的主要贡献是设计了两种算法分

别对应于赋权有向图和赋权无向图。由于两种算法初始条件对图本身无任何要求，从而基于这两种算法，

一般的拓扑图最终达到群平衡，从而为分布式多智能体系统达到群平均一致提供必要条件。本文的结构

如下：第 2 节为问题描述和基础理论；第 3、4 节分别给出赋权有向图和赋权无向图的群平衡算法描述、

算法收敛性分析和算例；第 5 节是本文小结。 

2. 图理论及准备工作 

令 ( ), ,G V E A= 是由 n 个顶点组成的赋权有向图，其中点集表示为 ( )1 2, , , nV v v v=  ，边集表示为

E V V⊆ × ，一个赋权邻接矩阵表示为 ( )ij n n
A a

×
= ，其中 ija 为实数。点指标集 { }1,2, ,F n=  属于一个有限

集，G 的一条边表示为 ( ),ij i je v v=  (从 iv 到 jv )。图的边权值是实数，即 0ij ije E a∈ ⇔ ≠ 而且，我们假设

对所有 i F∈ ，有 0iia = 。 
不失一般性，本文考虑由 n m+ 个节点组成的网络 ( ),G y ， ( ), ,G V E A= 是一个赋权有向图

[ ]T1 2, , , n my y y y +=  ，
T T T

1 2y y y 
 = ， [ ] [ ]T T1 2

1 2 1 2, , , , , ,，n n n n my y y y y y y y+ + += = 

，
{ }1 1, ,F n=  ，

{ }2 1, ,F n n m= + + ， { }1 1, , nV v v=  ，  { }2 1, ,n n mV v v+ +=  ， 则 1 2V V V=  ， 1 2F F F=  。

11
,n m

i ijj n
y a i F+

= +
= ∀ ∈∑ ， 21

,n
i ijj

y a i F
=

= ∀ ∈∑ ，目标是设计算法使得
1 2i iy y= ， 1 2 1,i i F∀ ∈ ，

3 4i iy y= ， 3 4 2,i i F∀ ∈  

(群平衡条件)。定义 ( ), ,k k k kG V E A= ，其中 ( ){ }, : ,k i j kE v v E i j F= ∈ ∈ ， 1,2k = 。赋权邻接矩阵 kA 依附于 A。

则 ( )1
1,G y 和 ( )2

2 ,G y 是 ( ),G y 的两个子网络。因此，网络 ( ),G y 是由两个子网络 ( )1
1,G y 和 ( )2

2 ,G y 组成的。 

本文的目标是通过设计算法实现一个一般的图的群平衡，即设计有效的算法达到群平衡化一个任意

图的目的。这里考虑的平衡是[25]为了实现多智能体的群一致性而提出的群平衡条件，具体地，群平衡条 
件数学表达式如下：满足群平衡条件[25]：1) 

1 21 1 1 2 1, ,n m n m

j n j ni j i ja a i i F+ +

= + = +
= ∀ ∈∑ ∑  2)  

3 4 3 4 21 1
,,n n

j i j i jj
a i Fa i

= =
∀= ∈∑ ∑ 。该条件表明：对于每一群组(子图)，群(子图)中每个个体(结点)接受另一个

群(子图)的综合影响(邻接出权值)在任何时间都相同。 
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3. 赋权有向图的群平衡化算法 

由于多智能体系统群一致性研究多智能体渐近达到两个以上的最终状态，因此个体往往有两个或两

个以上的分组，每一组的个体渐近达到一致。这导致拓扑图往往按照个体的分组被分成两个或两个以上

的子图。我们针对群一致的拓扑特性设计两种分布式算法，使得一个一般的图在有限步满足群平衡条件。

由于设计的算法对初始图没有限定，因此这一节设计的算法可以应用到任何一个一般的图上，最终实现

该图的群平衡。 

含有两个子图的赋权有向图的群平衡化 

A. 算法 I 
输入对象：一个有 n m+ 个点的赋权有向图 ( ), ,G V E A= ，它包含两个子图，分别是有 n 个点的赋权

有向图 1G 和有m 个点的赋权有向图 2G 。 
初始化： 0k = ，如果 ije E∈ ，则 0ija ≠ ，否则 0ija = 。 
迭代：1) 对于每个 i F∈ ，计算 

[ ]
[ ]

[ ]

1
1

2
1

, ,

, .

n m

ij
j n

i n

ij
j

a k i F
y k

a k i F

+

= +

=

 ∀ ∈= 
 ∀ ∈


∑

∑
 

如果对于任意的 i F∈ ，有 [ ] 0iy k = ，则群平衡条件达到，退出算法。 

2) 计算
1

1

n

i
i

a y
=

= ∑  ( 1a 为 1G 中所有点的群外邻接出权值和)， 2
1

n m

i
i n

a y
+

= +

= ∑  ( 2a 为 2G 中所有点的群外邻

接出权值和)。如果 1 0a = 且 2 0a = ，转 3)；如果 1 0a ≠ 或 2 0a ≠ ，转 4)。 

3) 由 1 0a = ， 2 0a = 知，对于每个群，群内所有点的群外邻接出权值之和为零，如果群内每个点的

群外邻接出权值都为零，则群内每个点的群外邻接出权值相等，平衡条件达到。为了达到此目的设计了

(i)~(iii)。 
(i) 在 iG 中选择有最大 iy 值的点 iv+ ，它的 iy 值表示为 ib+ ，在 iG 中选择有最小值的点 , 1,2i iv− = 。 
(ii) 找到 iv+ 的其中一条出边 ie+ 和 iv−的其中一条出边 ie− ， ie+ 的权值减去 ib+ ， ie− 的权值加上 ib+ 。 
(iii) 置 1k k= + ，转 1)并重复以上迭代。 
4) 以下(i)~(ii)为 1a 与 2  a 重新赋值。因为某个群中可能存在没有群外出邻居的点(点 v 的群外出邻居

是指与点 v 的出边相关联并且与点 v 不在同一个群内的点)，这样的点群外邻接出权值只能是零。在此情

况下，要使此群内每个点的群外邻接出权值相等，则此群内所有点的群外邻接出权值之和必需为零。若图

中每个点都有群外出邻居，假设在 1G 中有 N 个点，在 2G 中有 M 个点。如果群 1G 内每个点的群外邻接 

出权值都为 1a
N

， 2G 群内每个点的群外邻接出权值都为 2a
M

，则对于每个群，群内每个点的群外邻接出权 

值相等，为了便于此条件下的有向图的群平衡化，(iii)中定义 iy∗ 作为 iy 值与目的值的偏差，只要使每个

点的 iy∗ 值都为零就达到了群平衡条件。以下为算法的具体步骤： 
(i) 如果 1   0a ≠ ，若 1G 中存在没有群外出邻居的点，让 1G 中某一点的某一出边的边权值减 1a ，重新

计算 1a ，则 1   0a = ；若 1G 中每个点至少有一个群外出邻居，则 1 1 a a= 。 
(ii) 如果 2   0a ≠ ，若 2G 中存在没有群外出邻居的点，让 2G 中某一点的某一出边的边权值减 2a ，重新

计算 2a ，则 2 0a = 。若此时 1 0a = ，算法转 3)；若 2G 中每个点至少有一个群外出邻居，则 2 2a a= 。 
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(iii) 令 * 1
1,i i

ay y i F
N

= − ∀ ∈ ， * 2
2,i i

ay y i F
M

= − ∀ ∈ ，如果对任意    i F∈ ，有 0iy∗ = ，此时 1
i

ay
N

= ， 1i F∀ ∈ ，

2
i

ay
M

= ， 2i F∀ ∈ ，满足平衡条件(1)和(2)，则图达到群平衡，退出算法。 

以下(iv)~(vi)中与 3)中的方法类似。 
(iv) 在 iG 中选择有最大 *

iy 值的点 iv+ ，它的 *
iy 值表示为 ic+，在 iG 中选择有最小值 *

iy 的点 , 1,2i iv− = ； 
(v) 找到 iv+ 的其中一条出边 ie+ 和 iv−的其中一条出边 ie− ， ie+ 的权值减去 ic+， ie− 的权值加上 , 1, 2;i ic+ =  
(vi) 置 1k k= + ，转 1) 并重复以上迭代。 
为了更直接地理解上述算法，请看下面一个例子。 
例 1：考虑赋权有向图图 1。 ( ), ,G V E A= ，其中 ( )1 2 7, , ,V v v v=  ， ( )1 1 2 3 4, , ,V v v v v= ， ( )2 5 6 7, ,V v v v= ，

( )1 2 14, , ,E e e e=  ， E V V⊆ × 。假设 [ ] [ ] [ ]15 37 740 0 0 1a a a= = = ， [ ] [ ] [ ]51 63 640 0 0 2a a a= = = ， [ ]25 0 2a = − ，

[ ] [ ]52 460 0 1a a= = − 。 

计算 

[ ] [ ] 1
1

0 0 ,
n m

i ij
j n

y a i F
+

= +

= ∀ ∈∑ ， [ ] [ ] 2
1

,0 0 ,
n

i ij
j

y a i F
=

= ∀ ∈∑  

[ ] [ ]1
1 1

0 0 1 0
n n m

ij
i j n

a a
+

= = +

= = − ≠∑ ∑ ， [ ] [ ]2
1 1

0 0 6 0.
n m n

ij
i n j

a a
+

= + =

= = ≠∑ ∑  

因为G 中每个点至少有一个群外出邻居，所以转 4)-(iii)， 

[ ] [ ] [ ]* 1
1

0
0 0 ,i i

a
y y i F

N
= − ∀ ∈ ， [ ] [ ] [ ]* 2

2
0

.0 0 ,i i
a

y y i F
M

= − ∀ ∈  

算法演示(见图 1)。 
一旦计算出每个点的 *

iy 值，转入算法(4)-iv)：选择每个群中具有最大 *
iy 值的点，如 1G 中的 1v  

( *
1

5
4

y = ) 2G 中的 6v  ( *
6 2y = )，再选择每个群中具有最小 *

iy 值的点，如 1G 中的 2v ， 2G 中的 5v ，如果在

每个群内至少有两个最大的 *
iy 值或者至少有两个最小的 *

iy 值，则随机选择一个。 

如图 2，令 

[ ] [ ]15 15
5 11 0
4 4

a a= − = − ， [ ] [ ]25 25
5 31 0
4 4

a a= + = − ， 

[ ] [ ]63 631 0 2 0a a= − = ， [ ] [ ]52 521 0 2 1a a= + = 。 

一些权值改变后，在下次迭代中，计算 [ ] [ ] [ ]* 1
1

1
1 1 ,i i

a
y y i F

N
= − ∀ ∈ ， [ ] [ ] [ ]

2
* 2 1

1 1 ,i i
a

i Fy y
M

∀ ∈= − ，并 

且执行与之前相同的步骤。重复上述步骤直到对任意 i F∈ ，有 [ ]* 0iy k = 。这个例子在三次迭代之后成

立，最终边权如图 3 所示，可以看到图 3 为群平衡图。 
B. 算法有效性分析 
在每个群中，前提条件 1 2 0a a= = 意味着如果在迭代中的第三步有具有最大 iy 值的点，则至 
少必有一个最小 iy 值的点，反之亦然。从迭代中第 3)-ii)步中的权值改变，我们能发现 
1) 1v+ 与 2v+ 的 iy 值变为零； 
2) 除了 1v+ ， 2v+ ， 1v−和 2v−，其他点的 iy 值没有改变； 
3) 1v−和 2v−的 iy 值增加了。 
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i 

 
Figure 1. The weights of the edges in Example 1 and the initial values of iy  and *

iy  

图 1. 例 1 中图的边权值及每个点的 iy 值， *
iy 值的初始化 

 

 
Figure 2. Some changes of weights in Example 1 
after the procedure 4)-v) 
图 2. 例 1 中执行 4)-v)后的边权改变 
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Figure 3. The weights of edges in Example 1 and the real-time values of 

iy  and *
iy , when the graph reaches balance 

图 3. 例 1 中达到平衡后的图的边权值及每个点的 iy 值， *
iy 值 

 
因此，有这样的事实：如果在某一步 1i∃ ，

1
.   0is t y = ，它将会永远都等于零。也就是说，在接下来

的迭代中，它的值不会改变。基于以上的事实，如果一个点在某步迭代是平衡的，它将会永远平衡。并

且在每次迭代中，每个群中至少一个点 iy 值变为 0，这个点是第 3)-i)步中被选择的具有最大 iy 值的点。

在某次迭代中，某个群中也可能有两个点的 iy 值变为 0。如果最小 iy 值也变为 0，事实上，这一定出现

在最后一步。因此，很容易发现，算法达到平衡所需的步数至多为 { }max 1, 1N M− − 步。下面的定理给

出了这一节的主要结论。 
定理 1：赋权有向图 ( ), ,G V E A= 达到群平衡条件(1)和(2)的迭代次数T 满足 }{max 1, 1T N M≤ − − 。 

4. 赋权无向图的群平衡化算法 

4.1. 含有两个子图且子图间连通的赋权无向图的群平衡化 

定义 1：对于包含两个子图的赋权无向图，如果去掉图中所有子图内的边后得到的图仍是连通的，

就称此无向图的子图间是连通的；如果去掉图中子图内的所有边后得到的图是由 ( )1r r > 个连通分支构成

的，就称此无向图的子图间是不连通的。 
注：由于子图体现的是处于一个群内的个体间的拓扑关系，因此子图间关系连通表明：对于图中相

同群内任意两点 iv 和 jv ，都能找到一个从 iv 到 jv 且满足以下条件的无圈路：存在一系列点 

1 2
, , ,

ti i i i jv v v v v= =  (奇数个)，使得 ( )1
, , 1,2, , 1

e ei iv v E e t
+

∈ = − ，其中 1 3 1, , , ti i i F∈ ， 2 4 1 2, , , ti i i F− ∈ ，

或者 1 3 2, ,, ti i i F∈ ， 2 4 1 1, , , ti i i F− ∈ 。 
算法 II 
输入对象：一个有 n m+ 个点的赋权无向图 ( ), ,G V E A= ，包含两个群，分别是有 n 个点的赋权无向
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图 1G 和有m 个点的赋权无向图 2G ，并且群间关系为连通的。 
初始化： 0k = ，如果 ije E∈ ，则 0ija ≠ ，否则 0ija = 。 
迭代：1)对于每个 i F∈ ，计算 

[ ]
[ ]

[ ]

1
1

2
1

, ,

.,

n m

ij
j n

i n

ij
j

a k i F
y k

a k i F

+

= +

=

 ∀ ∈= 
 ∀ ∈


∑

∑
 

如果对于任意的 i F∈ ，有 [ ] 0iy k = ，这表明群平衡条件达到，则退出算法。 

2) 计算
1 1

n n m

i i
i i n

a y y
+

= = +

= =∑ ∑ 。如果 0a = ，转 3)；如果 0a ≠ ，转 4)。 

3) 由 0a = 知，对于每个群，群中所有点的群外邻接出权值之和为零，如果群内每个点的群外邻接

出权值都为零，则群平衡条件达到，由此设计了(i)~(iii)。 
(i) 在 iG 中选择有最大 iy 值的点 iv+ ，它的 iy 值表示为 ib+ ，在 iG 中选择有最小 iy 值的点 iv−， 1,2i = ； 
(ii) 找到一个从 iv+ 到 iv−的无圈路

1 2
, , ,

tii ij ij ij iv v v v v+ −= =  (由奇数个点组成)。 

其中
11 3 11 1 1, , , tj j j F∈ ，

12 4 1 21 ,1 , ,1 tj j j F− ∈ ，
21 3 22 ,2 , ,2 tj j j F∈ ，

22 4 1 12 ,2 , ,2 , 1,2tj j j F i− ∈ = 。 

令 [ ] [ ]
1 1, , , 1,3, , 2, 1,2,

e e e eij ij ij ij i ia k a k b e t i
+ +

+= − = − =

 

[ ] [ ]
1 1, , , 2,4, , 1, 1,2,

e e e eij ij ij ij i ia k a k b e t i
+ +

+= + = − =

 

[ ] [ ]
1 1, ,1

e e e eij ij ij ija k a k
+ +

+ = ，其中1 1, , 1,2ie t e N i≤ ≤ − ∈ = 。 

(iii) 置 1k k= + ，转 1)并重复以上迭代。 
4) 1G 中所有点的邻接出权值之和与 2G 中所有点的邻接出权值之和都为 a ，假设在 1G 中有 N 个点， 

在 2G 中有 M 个点，如果 1G 群内每个点的群外邻接出权值都为
a
N

， 2G 群内每个点的群外邻接出权值都

为
a
M

，则对于每个群，群内每个点的群外邻接出权值相等，平衡条件达到。在(i)中定义 *
iy 作为 iy 值与 

目的值的偏差，只要使每个点的 *
iy 值都为零就达到了群平衡条件，以下为算法的具体步骤： 

(i) 令 *
1,i i

ay y i F
N

= − ∀ ∈ ， *
2,i i

ay y i F
M

= − ∀ ∈ 。如果对任意 i F∈ ，有 * 0iy = ，则此时 1,i
ay i F
N

= ∀ ∈ ，

2,i
ay i F
M

= ∀ ∈ ，满足平衡条件(1)和(2)，则群平衡达到，退出算法。 

以下(ii)-(iv)中与 3)中的方法类似。 
(ii) 在 iG 中选择有最大 *

iy 值的点 iv+ ，它的 *
iy 值表示为 ic+，在 iG 中选择有最小 *

iy 值的点 , 1, 2i iv− = ,。 
(iii) 找到一个从 iv+ 到 iv−无圈路，

1 2
, , ,

tii ij ij ij iv v v v v+ −= =  (由奇数个点组成)，其中
 

1 11 3 1 2 4 1 21 ,1 , ,1 1 ,, ,1 , ,1t tj j j F j j j F−∈ ∈ 

 

2 21 3 2 2 4 1 12 ,2 ,2 2 ,2, , ,2 ., t tj j j F j j j F−∈ ∈  

令 [ ] [ ]
1 1, , , 1,3, , 2, 1,2,

e e e eij ij ij ij i ia k a k c e t i
+ +

+= − = − =  

[ ] [ ]
1 1, , , 2,4, , 1, 1,2,

e e e eij ij ij ij i ia k a k c e t i
+ +

+= + = − =  

[ ] [ ]
1 1, ,1 ,1 1, , 1,2.

e e e eij ij ij ij ia k a k e t e N i
+ +

+ = ≤ ≤ − ∈ =  
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(iv) 置 1k k= + ，转 1)并重复以上迭代。 
下面，为了更直观地了解上述算法的各个步骤，我们给出一个算例。 
例 2：考虑赋权无向图图 4，其中 ( ), ,G V E A= ，点集 ( )1 2 5, , ,V v v v=  ， ( )1 1, , nV v v=  ， ( )2 4 5,V v v=

边 集 E V V⊆ × 。 假 设 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]14 41 34 43 35 530 0 0 0 0 0 1a a a a a a= = = = = = ， [ ] [ ]24 420 0 2a a= = ，

[ ] [ ]25 520 0 1a a= = 。下面对其实施算法 II。 
计算 [ ] [ ] [ ]11 1 1

0 0 0 4 0n m n

j n j
n n m

ij ijj j na a a+

=

+

+ == +=
= = = ≠∑ ∑∑ ∑ ， 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 11 20 0 , 0 0 ,,i ij i i
m n

j j
n

j n
y a i F y a i F+

= + =
= ∀ ∈ = ∀ ∈∑ ∑ 。 

因为G 中每个点至少有一个群外出邻居，因此计算 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]* *
1 1

0 0
0 0 , 0 0 ,, .i i i i

a a
y y i F y y i F

N N
= − ∀ ∈ = − ∀ ∈  

这部分算法演示如图 4。 
一旦计算出每个点的 *

iy 值，转入计算(4)-(ii)，并选择每个群中有最大 *
iy 值的点，如 1G 中的 3v ， 2G 中

的 4v ，再选择每个群中具有最小 *
iy 值的点，如 1G 中的 2v ， 2G 中的 5v ，如果在每个群内至少有两个最大

的 *
iy 值或者至少有两个最小的 *

iy 值，则随机选择一个。选择一条 3v 到 2v 的路，例如：路 3v ，
4v ，

2v ，

则 

[ ] [ ] [ ]34 43 34
2 10 0 0
3 3

a a a= = − = ， [ ] [ ] [ ]24 42 24
2 80 0 0
3 3

a a a= = + = 。 

选择另一条 4v 到 5v 的路，例如：路 4v ， 3v ， 5v ，则 

[ ] [ ] [ ]34 43 34
50 0 0 2
3

a a a= = − = − ， 

[ ] [ ] [ ]35 53 350 0 0 2 3a a a= = + = ， 

即 [ ] [ ]25 521 1 1a a= = − ， [ ] [ ]34 43
51 1
3

a a= = − ， [ ] [ ]14 411 1 1a a= = ， [ ] [ ]24 42
81 1
3

a a= = ， [ ] [ ]35 531 1 3a a= = ，

如图 5。
 一些权值改变后，在下次迭代中，重新计算 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]* *
1 2,

1 1
1 1 , 1 1 ,i i i i

a a
y y i F y y i F

N M
= − ∀ ∈ = − ∀ ∈ ， 

并且执行与之前相同的步骤。这个过程被重复直到对任意 i F∈ ，有 [ ]* 0iy k = 。这个例子发生在两

次迭代之后，最终边权如图 6 所示，图 6 为被群平衡后的图。 

4.2. 含有两个子图且子图间有 s (s > 1)个连通分支的赋权无向图的群平衡化 

算法 III 
输入对象：一个有 n m+ 个点的赋权无向图 ( ), ,G V E A= ，它包含两个子图，分别是有 n 个点的赋权

无向图 1G 和有m 个点的赋权无向图 2G 。并且群间关系为有 ( )1s s > 个连通分支的赋权无向图。 
初始化： 0k = ，如果  ije E∈ ，则   0ija ≠ ，否则   0ija = 。 
1) 如果对每个连通分支，有 2 0rb = ，其中 2 rb 代表第 ( )1 ,r r s r N≤ ≤ ∈ 个连通分支中所有点的 iy 值

总和。对于每个连通分支，算法类似于 4.1-3)，若每个连通分支达到群平衡，则此无向图达到群平衡。 
2) 如果 r∃ ， . . 2 0rs t b ≠ ， 
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Figure 4. The weights of the edges in Example 2 and the initial values of  and  

图 4. 例 2 中图的边权值及每个点的 值， 值的初始化 
 

 
Figure 5. Some changes of weights in Example 2 after the procedure 
4)-iii) 
图 5. 例 2 中执行 4)-iii)后的边权改变 
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Figure 6. The weights of edges in Example 2 and the real-time values of iy  and 

*
iy , when the graph reaches balance 

图 6. 例 2 中达到平衡后的图的边权值及每个点的 iy 值， *
iy 值 

 
情况 1：若G 中存在没有群外出邻居的点，让第 r 个连通分支中的某一边的边权值减 rb ，重新计算

2 rb 。若 2 0rb = ，则转 1)。 
情况 2：若G 中每个点至少有一个群外出邻居，则算法转 3)。 

3) 计算
1 1

n n m

i i
i i n

a y y
+

= = +

= =∑ ∑  

1G 中所有点的邻接出权值之和为 a ，假设在 1G 中有 N 个点，若 1G 群内每个点的群外邻接出权值都

为
a
N

，则 1G 群内每个点的群外邻接出权值相等，要使每个连通分支都达到群平衡，则 2G 群内每个点的

群外邻接出权值需都为 r

r

a N
N M
× ， rN 和 rM 分别代表第 r 个连通分支中 1G 和 2G 中点的个数。在 4)中定义

iy∗ 作为 iy 值与目的值的偏差，只要使每个点的 iy∗ 值都为零就达到了群平衡条件。以下为算法的具体步

骤： 

4) 令 *
1,i i

ay y i F
N

= − ∀ ∈ ， * r
i i

r

a Ny y
N M

= − × ， iv 是既在 2G 中也在第 r 个连通分支中的点，其中

1 ,r s r N≤ ≤ ∈ 。 

5) i) 如果 r∀ ，有 * 2 0i ry c= =∑  (
iv 是第 r 个连通分支中的点)，则对于每个连通分支，算法类似于

4.1-4)，目的是每个连通分支达到群平衡。 
ii) 如果 r∃ ， . .s t  * 2 0i ry c= ≠∑ ，( iv 是第 r 个连通分支中的点)，让第 r 个连通分支中某一边的边权

值减 rc ，则重新计算 *
iy∑  ( iv 是第 r 个连通分支中的点)，则 * 0iy =∑  ( iv 是第 r 个连通分支中的点)。 

目标是使得任意的 i F∈ ， * 0iy = ，对于每个连通分支，算法类似于 4.1-4)。 
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=

=
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=
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=

=
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在每个连通分支平衡后有， 1i F∀ ∈ ，
i

ay
N

= ；对于既在第 r 个连通分支中也在 2G 中的点，有

r
i

r

a Ny
N M

= × ，其中1 r s≤ ≤ ， r N∈ 。易知，当 * 0iy = 时，平衡条件(1)满足，但是只有 r

r

N
M

为常数时，条

件(2)才能成立。如果 r

r

N
M

不为常数，则图不能通过算法 III 实现平衡。下面通过一个反例验证这个结论。 

例 3. 考虑图 7 中的无向图 ( ), ,G V E A= ，点集 ( )1 2 7, , ,V v v v=  ， ( )1 1 2 3, ,V v v v= ， ( )2 4 5 6 7, , ,V v v v v= ，

边集 ( )1 2 11, , ,E e e e=  ， E V V⊆ × 。假设 [ ] [ ] [ ] [ ]14 41 36 630 0 0 0 2a a a a= = = = ， [ ] [ ]27 720 0 1a a= = − 。 

由 1

1

1
2

N
M

= ， 2

2

1N
M

= 有 1 2

1 2

N N
M M

≠ 。因此算法 III 不能平衡该图。下面验证此结论。 

计算 [ ] [ ] 1
1

0 0 ,
n m

i ij
j n

y a i F
+

= +

= ∀ ∈∑ ， [ ] [ ] 2
1

0 0 ,
n

i ij
j

y a i F
=

= ∀ ∈∑ 。 [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 4 52 0 0 0 0 6b y y y= + + = ， 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 3 6 72 0 0 0 0 0 6b y y y y= + + + = 。 

因为G 中每个点都有群外出邻居，计算 [ ]
1 1

0 6
n n m

i i
i i n

a y y
+

= = +

= = =∑ ∑ ，则 [ ] [ ] [ ]*
1

0
0 0 ,i i

a
y y i F

N
= − ∀ ∈ ， 

[ ] [ ] [ ]* 0
0 0 r

i i
r

a Ny y
N M

= − × ，其中 iv 是既在 2G 中也在第 r 个连通分支中的点。这部分算法演示如图 7。由

算法(5)-ii)，因为 * 2 1 0iy = × ≠∑  ( iv 是第 1 个连通分支中的点)， ( )* 2 1 0iy = × − ≠∑  ( iv 是第 2 个连通分

支中的点)。 
令 [ ] [ ] [ ]15 51 151 1 0 1 0a a a= = − = ， [ ] [ ] [ ]26 62 261 1 0 1 2a a a= = + = ，如图 8。 

重新计算 iy 和 *
iy ，则 1 r s∀ ≤ ≤ ， * 0iy =∑  ( iv 是第 r 个连通分支中的点)。 

对于每个连通分支，算法类似于 4.1-4)。 

这个例子两次迭代后有，对任意 i F∈ ，有 * 0iy = 。此时 1 2 3 2y y y= = = ， 4 5 1y y= = ， 6 7 2y y= = ，

不满足平衡条件(2)。至此，可以看到，该图不能被群平衡化，见图 9。关于无向图的算法的有效性分析，

由于其与有向图的算法分析类似，因此这里不再重复。基于以上的分析，很容易得到下面的定理： 
定理 2. 对于如下两种图 ( ), ,G V E A=  
i) 包含两个子图且子图间连通的赋权无向图； 

ii) 满足 r

r

N
M

为常数的包含两个子图且子图间不连通的赋权无向图； 

达到条件(1)和(2)的迭代次数T 满足 { }max 1, 1T N M≤ − − ，其中 rN 和 rM 分别代表第 r 个连通分支中

包含 1G 和 2G 中点的个数。 

5. 结论 

本文设计了两种关于群平衡化一般的赋权有向图和赋权无向图的分布式算法，我们通过理论和例子

分别分析和演示了算法的有效性。值得指出的是这两种算法对初始图本身无任何限制，且都可以在有限

步之后使得一个图达到群平衡。因此所设计的算法可以应用于一般的赋权有向图和赋权无向图，对解决

群平均一致性提供了一定的理论基础。虽然本文提出了针对赋权有向图和赋权无向图的两种不同的群平

衡化算法，但是本文所研究的结果只适用于含有两个子图的情形。在未来的工作中，我们将研究更有效

的关于群平衡化的算法，并进一步讨论各个算法的优缺点。同时，对于含有三个以上的子图设计有效的

分布式算法使其达到某种平衡也是未来值得研究的一个问题。 
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Figure 7. The weights of the edges in Example 3 and the initial values of  

and  

图 7. 例 3 中图的边权值及每个点的 值， 值的初始 
 

 
Figure 8. Some changes of weights in Example 3 after the procedure 5)-ii) 
图 8. 例 3 中执行 5)-ii)的边权改变 



杨繁 等 
 

 
485 

 
Figure 9. The graph in Example 3 cannot reach balance 
图 9. 例 3 中的图不能被平衡 
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