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摘  要 

本文利用Hilbert空间上的直和理论刻画了具有正则点和极限点的两区间四阶J-对称微分算子的所有J-自
伴扩张。 
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1. 引言 

J -对称微分算子是一类特殊的有着重要应用背景的非对称微分算子，对此已经有了很多方面的研究

(见[1]-[9])。在原子核物理、电磁场理论以及非均匀介质中的无线电波的传播等应用问题中，由微分算式

所生成的 J -自伴微分算子是很重要的一类算子。 
为了研究非对称算子的自伴扩张问题，Glazman [3]最先从数学上提出了 J -对称微分算子和 J -自伴

微分算子的概念。 
在 Hilbert ( 简称 H ) 空间中闭稠定算子称为 J - 对称的，如果对任何 ( ),x y D A∈ ，都有

( ) ( ), ,Jx Ay JAx y= ，其中 ( )D A 表示 A 的定义域。如果 A 是 J -对称的当且仅当 *A JA J⊆ ，这里 *A 是 A 的

共轭算子。如果 *A JA J= ，则称 A 是 J -自伴的。 
Galindo [4]和 Knowles [5]分别于 1963 年和 1980 年相继应用不同的方法给出了任何 J -对称微分算子

都有 J -自伴扩张的证明。 
1959 年，Zhikhar [6]在 J -对称微分算子正则域不空的情况下给出了它的部分特殊的(一端奇异) J -

自伴域的边界条件的描述。1981 年，Knowles [1]在正则域不空的情况下给出了 J -对称微分算子的任一 J
-自伴扩张域的边界条件的描述。但是判断一个算子正则域是否非空并不是一件容易的事，1985 年，Race 
[2]取消了正则域非空这一限制，得到了 J -对称微分算子的 J -自伴扩张的一般理论。1992 年，刘景麟[7]
又对这种 J -自伴扩张的一般理论作了另一种完整的处理，得到 J -自伴扩张域的一种抽象的边界条件的

描述。 
1988 年，尚在久[8]应用 Race 的理论以及曹之江[11]和孙炯[12]的方法，取消了最小算子最小亏指数

的限制，利用方程 ( )y yτ τ+ = − 的解给出 J -自伴扩张域的边界条件的描述，这些边界条件不仅在正则点

处有限制，而且在奇异点处也有限制。1996 年，尚在久[9]给出了 J -对称微分算子 J -自伴扩张的新描述，

利用方程 ( )y yτ λ= 的解而不是更高阶方程 ( )y yτ τ+ = − 的解描述了 J -对称微分算子的所有 J -自伴域在

奇异端点的边条件，但其假设生成的最小算子具有非空正则域。 
关于对称微分算子的自伴扩张不仅在一区间上有了很好的研究成果(见[10] [11] [12])，在两区间上也

有了一系列的成果。自伴微分算子在两区间的研究最早在 1986 年由 Everitt 和 Zettl 在文[13]提出。2005
年，Zettl [14]用 GKN 理论从最大定义域中选出两组向量，根据亏指数的不同分别给出自伴域的刻画。2007
年，王爱平、孙炯[15]用最大算子域中的实值向量给出了在带有适当乘数参数的 Hilbert 空间的直和框架

下，二阶正则两区间实系数微分算子自伴域的描述。2007 年，孙炯、王爱平[16]等人在一个带有适当乘

数参数的 Hilbert 空间下，给出了两端奇异两区间二阶实系数微分算子的所有自伴扩张的描述。2012 年，

索建青[17]利用方程 ( )l y yλ= 的实参数解，先后描述了两区间一端正则一端奇异和两端奇异的自伴扩张。

然而，两区间 J -自伴扩张的研究成果甚少。由于 J -对称微分算子的 J -自伴扩张与对称微分算子的自伴
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扩张有很大的相似之处，因此，我们将自伴的两区间理论推广到 J -自伴的两区间理论。 
本文给出四阶微分算式生成的最小算子在两区间上所有的 J -自伴扩张域的特征，其中只考虑区间端

点为正则点或极限点的情形。对于两区间而言，实际上我们有两个 J -对称微分算子： 1M 定义在区间 1I 上，

2M 定义在区间 2I 上。一般的，区间 1I 的右端点和区间 2I 的左端点是否相同已不在重要，区间 1I 和区间 2I
是任意的两个区间，他们可能是相同的，重合的或者完全不相交的。特别的，我们定义两个微分算式生

成的相应的最小算子和最大算子，并利用边界条件描述最小算子所有的 J -自伴扩张域。 

2. 预备知识 

引理 2.1 [2] 每个 J -对称算子都有一个 J -自伴延拓。 
引理 2.2 [2] A 是一个 J -对称算子， A 是 A 的 J -对称扩张，如果 A 是 J -自伴算子，当且仅当 A 是

最大的 J -对称算子。 
引理 2.3 [2] (1) 0T 是闭稠定的 J -对称微分算子，且 *

0mT JT J= ； 
(2) 对任何 ( ), my z D T∈ ，极限 [ ] [ ], lim ,a x a

y z y z
+→

= 和 [ ] [ ], lim ,b x b
y z y z

−→
= 都存在，且 

( ) [ ] ( )d , d
b bb

aa a
y z x y z y z xτ τ= +∫ ∫ ，                            (1) 

这里， ( )( ) ( )( ) [ ] [ ] [ ], , , , ,b

a b ay Jz y J y y z y z y zτ τ− = = − ； 

(3) ( ) ( ){0 :mD T y D T= ∈ 对任何 ( ) [ ] }, , 0b
m az D T y z∈ = 。若 a 是正则的， b 是奇异的，则 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ){ }0 : 0,0 2 1; , 0,k
m mbD T y D T y a k n y z z D T= ∈ = ≤ ≤ − = ∈ 。             (2) 

引理 2.4 [2] (Lagrange 恒等式) 对一切 ( ), my z D T∈ ， 

( ) ( ) [ ]d ,
d

y z y z y z
x

τ τ− = ，                               (3) 

其中， 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( )2 11 [2 ]

1
,

n n k kk n k

k
y z y z y z R z QC y

− −− −

=

= − =∑ ，                    (4) 

称为 Lagrange 双线性型。其中 ( ) [ ] [ ]( )0 2 1, , nR z z z −=  ， ( ) [ ] [ ]( )T0 2 1, , nC y y y −=  ，且 [ ]0z z= ， [ ]0y y= ，

0

0

I

I
Q

I

I

− 
 
 
 −

=  
 
 
 
  





，其中，I 是单位矩阵，且 Q 有性质 T 1Q Q Q−= = − 。 

引理 2.5 [1] (Naimark 补缀定理) 假定τ 在区间 ( ),a b 是正则的，令 ,s s Cα β ∈ ， 0,1, , 1s n= − 。则存

在函数 ( )my D T∈ 使得 
[ ] ( )1
s

sy a α= ， [ ] ( )1
s

sy b β= ， 0,1, , 1s n= − 。 

引理 2.6 [2] 设 ( )0def d T τ= ，则 ( )mD T 中的线性流形 D 是 0T 的 J -自伴扩张域的充要条件是存在函

数 ( )1 2, , , d mD Tω ω ω ∈ ，使得 
(a) 1 2, , , dω ω ω 模 ( )0D T 线性无关； 
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(b) , 0,    , 1, 2, ,
b

i j a
i j dω ω  = =   ； 

(c) ( ){ }: , 0, 1, 2, ,
b

m j a
D y D T y j dω = ∈ = =   。 

定理 2.7 [2] 对于任意的 ( ), my z D T∈ ，如果τ 在点 a 是正则的，点 b 是极限点型的，且 0def T n= ，

则有 [ ], 0by z = 。因此，在引理 2.6 的条件(b)，(c)中， , 0i j b
ω ω  =  ， , 0j b

y ω  =  。 

3. 主要结论及证明 

令 r ra b−∞ ≤ ≤ ≤ ∞， rI 表示以 ra 为左端点 rb 为右端点的区间，即 ( ), ,   1, 2r r rI a b r= = 。设四阶微分

算式 rM 为 

( ) ( ) ,   1, 2r r r rM y p y h y q y r′′ ′= − + = 。                           (5) 

函数 ( )1 , , ,r r loc r
r

h q L I C
p

∈ 。 

定义 rM 在 ( )2
rL I 生成的最大算子 mrT ，其定义域为 

( ) ( ) ( ){ }2 [ ] 2: , 1, 2,3, ,  1, 2k
mr r loc r r rD y L I y AC I k M y L I r= ∈ ∈ = ∈ = 。 

定义 0rT 为微分算式 rM 在 ( )2
rL I 生成的最小算子。 

设 

1 2H H H= + ， ( )2 ,   1, 2r rH L I r= = 。                          (6) 

两区间最大、最小算子域及最大、最小算子是每个区间上相应算子域和算子的直和，即 

( ) ( ) ( )1 2 1 2m m m m m mD D T D T D T D D= = + = + ，                       (7) 

( ) ( ) ( )0 0 01 02 01 02D D T D T D T D D= = + = + 。                        (8) 

* * *
1 2 01 02 0m m mT T T JT J JT J JT J= + = + = ，                          (9) 

* * *
0 01 02 1 2m m mT T T JT J JT J JT J= + = + = 。                         (10) 

令 { }1 2,f f f= ， { }1 2,g g g= 表示空间 1 2H H H= + 中的元素，其中 1 1 1,f g D∈ ， 2 2 2,f g D∈ 。则 

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 21 1 2 2
, , , , ,f g f g b f g a f g b f g a= − + − 。              (11) 

如果 1T 是 01T 的 J -自伴扩张， 2T 是 02T 的 J -自伴扩张，则 1 2T T T= + 是 0T 的 J -自伴扩张。 
引理 3.1 [12] 定义在 H 中的最小算子 0T 是稠定的闭的 J -对称微分算子，其亏指数 1 2d d d= + 。其中，

1d 是 01T 在空间 1H 的亏指数， 2d 是 02T 在空间 2H 的亏指数。 
引理 3.2 [1] (Naimark 补缀定理) 假定 rM 在 rI 上是正则的， 1,2r = 。令 ,  ,  ,  s s s s Cα β δ η ∈ ，

0,1, , 1s n= − 。则存在函数 { }1 2, my y y D= ∈ 使得 
[ ] ( )1 1
s

sy a α= ， [ ] ( )1 1
s

sy b β= ， [ ] ( )2 2
s

sy a δ= ， [ ] ( )2 2
s

sy b η= ， 0,1, , 1s n= − 。 

定理  3.3 令 0def d T= ， mD 中线性流形 D 是最小算子 0T 的 J -自伴扩张域当且仅当存在函数

1 2, , d mDω ω ω ∈ 满足 
(i) 1 2, , , dω ω ω 模 0D 线性无关； 
(ii) , 0,   , 1, 2, ,i j i j dω ω  = =   ； 

(iii) { }: , 0, 1, 2, ,m jD y D y j dω = ∈ = =  
。 
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证明 这个结果是本文的基础，定理的证明与[2]的定理 4.7 相似，因此省略。 
定理 3.4 设 rM 在端点 ( ), 1, 2r ra b r = 是正则的，且 0def 8d T= = ，那么 mD 中的线性流形 D 是 0T 的 J

-自伴扩张域的充要条件是存在四个 8 4× 阶矩阵 1 1 2 2, , ,A B A B 满足 
(a) ( )1 1 2 2rank , , , 8A B A B = ； 

(b) T T T T
1 1 2 2 1 1 2 2A QA A QA B QB B QB+ = + ； 

(c) { }

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 1 1 2 22 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
3 3 3 3

1 1 1 1 2 2 2 2

, : 0m

y a y b y a y b

y a y b y a y b
D y y y D A B A B

y a y b y a y b

y a y b y a y b

        
        
         = = ∈ + + + =        
        
        
         

。 

证明  必要性。设 D 是最小算子 0T 的 J -自伴扩张域。由定理 3.3 知，存在 { }1 11 12, ,ω ω ω=  

{ } { }2 21 22 8 81 82, , , , mDω ω ω ω ω ω= = ∈ 满足定理 3.3 的条件(i)，(ii)，(iii)。由(4)有 

( )( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )
( )

[1] [1]
T T T

[2] [2]8 1

[3] [3]

,

r r r r

r r r r
r jr r r r r rr

r r r r

r r r r

y a y a
y a y a

y a W a Q W a Q
y a y a
y a y a

ω
×

   
   
    − = − =     
   
      

， 

( )( ) ( )

( )
( )
( )
( )

[1]
T

[2]8 1

[3]

,

r r

r r
r jr r r rr

r r

r r

y b
y b

y b W b Q
y b
y b

ω
×

 
 
   =   
 
  

， 

这里 

( )

( ) ( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

1 2 8

1 1 1
1 2 8

2 2 2
1 2 8

3 3 3
1 2 8

, 1, 2

r r r

r r r
r

r r r

r r r

x x x

x x x
W x r

x x x

x x x

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

 
 
 

= = 
 
 
  









。

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

Q

− 
 − =
 
 
 

。 

令 

( )T T
1 1 1A W a Q= ， ( )T

1 1 1B W b Q= ， ( )T T
2 2 2A W a Q= ， ( )T

2 2 2B W b Q= 。 

因此条件(iii)等价于定理 3.4 的条件(c)。 
下面证明矩阵 1 1 2 2, , ,A B A B 满足定理 3.4 的条件(a)与(b)。 
显然 ( )1 1 2 2rank , , , 8A B A B ≤ 。若 ( )1 1 2 2rank , , , 8A B A B < ，则存在不全为零的数 1 2 8, , ,c c c 使得 

( )( )1 2 8 1 1 2 2, , , , , , 0c c c A B A B = 。                            (12) 

因此 

( ) ( ) ( )T T
1 2 8 1 1 2 8 1 1, , , , , 0c c c A c c c W a Q= =  ， 

( ) ( ) ( )T
1 2 8 1 1 2 8 1 1, , , , , 0c c c B c c c W b Q= =  ， 

同理 

( ) ( ) ( )T T
1 2 8 2 1 2 8 2 2, , , , , 0c c c A c c c W a Q= =  ， 
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( ) ( ) ( )T
1 2 8 2 1 2 8 2 2, , , , , 0c c c B c c c W b Q= =  。 

由于Q 是非奇异的，有 

( )

1

2
1 1

8

0

c
c

W a

c

 
 
  =
 
 
 



， ( )

1

2
1 1

8

0

c
c

W b

c

 
 
  =
 
 
 



， ( )

1

2
2 2

8

0

c
c

W a

c

 
 
  =
 
 
 



， ( )

1

2
2 2

8

0

c
c

W b

c

 
 
  =
 
 
 



。 

令 { }
8

1 2
1

, i i
i

f f f cω
=

= = ∑ ，即，
8

1 1
1

i i
i

f cω
=

= ∑ ，
8

2 2
1

i i
i

f cω
=

= ∑ ，则 

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

1
1

2
2

3 8

0

r r

r r
r r

r r

r r

f a c
f a c

W a
f a

cf a

         = =          



，

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

1
1

2
2

3 8

0

r r

r r
r r

r r

r r

f b c
f b c

W b
f b

cf b

         = =          



，                (13) 

故由(13)与(2)有 1 01f D∈ ， 2 02f D∈ ，所以 { }1 2 0,f f f D= ∈ ，这与 1 2 8, , ,ω ω ω 模 0D 线性无关矛盾。 
下面证明(b)。由(4)，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T 1 T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 8 8
,i j a W a QW a W a Q QQW a A QAω ω −

×
  = = =  ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T 1 T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 8 8
,i j b W b QW b W b QQQ W b B QBω ω −

×
  = = =  ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T 1 T
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 8 8
,i j a W a QW a W a Q QQW a A QAω ω −

×
  = = =  ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T 1 T
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 8 8
,i j b W b QW b W b QQQ W b B QBω ω −

×
  = = =  ， 

, 1, 2, ,8i j = 
。因此定理 3.3 的条件(ii)等价于 

T T T T
1 1 1 1 2 2 2 2 0B QB A QA B QB A QA− + − = ，即 T T T T

1 1 2 2 1 1 2 2A QA A QA B QB B QB+ = + 。 

充分性。设矩阵 1 1 2 2, , ,A B A B 满足条件(a)与(b)。下面证明由(c)定义的 D 是 0T 的 J -自伴扩张域。 
令 

( )1 4 8
T

ijQA a
×

= ， ( )T
1 4 8ijQB b

×
= ， ( )T

2 4 8ijQA c
×

= ， ( )T
1 4 8ijQA a

×
= 。              (14) 

由引理 3.2，选择函数 { } { } { }1 11 12 2 21 22 8 81 82, , , , , ,ω ω ω ω ω ω ω ω ω= = = 属于 mD 使得 

[ ] ( )1
1 1
j

i ija aω −− = ， [ ] ( )1
1 1
j

i ijb bω − = ， [ ] ( )1
2 2
j

i ija cω −− = ， [ ] ( )1
2 2
j

i ija dω − = ，            (15) 

其中， 1,2, ,8i =  ， 1,2,3,4j = 。 
由(14)与(4)，有 

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

1 1 1 1 1 1 1 11 11
1 1 1

T1 1 1 1 1 1 1 21 1T 1
1 1 12 2 28 4

1 1 1 1 1 1
3 3 3 1 81 111 1 1 1 1 1

,
,

,

ij

y a y a y a y a
y a y a y a y a

A a Q W a Q
y a y a y a

y ay a y a y a

ω
ω

ω

×

                     − = − = =                           



， 
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( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

1 1 1 1 1 1 1 11 11
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 21 11
1 1 12 2 28 4

1 1 1 1 1 1
3 3 3 1 81 111 1 1 1 1 1

,
,

,

T T
ij

y b y b y b y b
y b y b y b y b

B b Q W b Q
y b y b y b

y by b y b y b

ω
ω

ω

×

                     = = =                           



， 

同理 

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

2 2 2 11 22
1

2 2 2 21 22
2 2

2 2
3 2 81 222 2

,
,

,

y a y a
y a y a

A
y a

y ay a

ω
ω

ω

         − =           



，

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

2 2 2 11 22
1

2 2 2 21 22
2 2

2 2
3 2 81 222 2

,
,

,

y b y b
y b y b

B
y b

y by b

ω
ω

ω

         =           



。 

故条件(c)转化为边界条件(iii)，即 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 21 1 2 2
, , , , 0i i i iy b y a y b y aω ω ω ω− + − = ， 1,2, ,8i =  。 

最后证明 , 1, 2, ,8i iω =  满足定理 3.3 的条件(i)与(ii)。 
用反证法证明条件(i)成立。如若不然，那么存在不全为零的数 1 2 8, , ,h h h 使得 

8

0
1

i i
i

h Dγ ω
=

= ∈∑ ，即
8

1 1 01
1

i i
i

h Dγ ω
=

= ∈∑ ，
8

2 2 02
1

i i
i

h Dγ ω
=

= ∈∑ 。 

因此 

( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

( )

1 1 1 1
1

1 1 2 2T
12 4 8

1 1
3 8 81 1

0
0
0
0

ij

a h h
a h h

a QA
a

h ha

γ

γ

γ

γ

×

                     = − = − =                     

 

， 

则 ( )( ) ( )T T
1 2 8 1 2 8 18 4
, , , , , , 0ijh h h a h h h A Q

×
= =  ，由于 Trank 0Q ≠ ，于是 

( ) ( )1 2 8 1 1 2 8 1, , , 0,   , , , 0h h h A h h h B= =  ， 

( ) ( )1 2 8 2 1 2 8 2, , , 0,    , , , 0h h h A h h h B= =  。 

所以 ( )( )1 2 8 1 1 2 2, , , , , , 0h h h A B A B = ，这与 ( )1 1 2 2rank , , , 8A B A B = 矛盾。 
下面证明条件(ii)成立。由(14)和(15)有 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

T
1 1 1 1 1 1 11 8 8

T

8 4 4 8
1 T

1 1
T

1 1

,

,

i j

ij ij

a W a QW a

a Q a

A Q QQA

A QA

ω ω
×

× ×

−

  = 

   = − −   

=

=

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

T
1 1 1 1 1 1 11 8 8

T

8 4 4 8
1 T

1 1
T

1 1

,i j

ij ij

b W b QW b

b Q b

B Q QQB

B QB

ω ω
×

× ×

−

  = 

=

=

= ，
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同理 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

T
2 2 2 2 2 2 22 8 8

T

8 4 4 8
1 T

2 2
T

2 2

,

,

i j

ij ij

a W a QW a

c Q c

A Q QQA

A QA

ω ω
×

× ×

−

  = 

   = − −   

=

=

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

T
2 2 2 2 2 2 22 8 8

T

8 4 4 8
1 T

2 2
T

2 2

,i j

ij ij

b W b QW b

d Q d

B Q QQB

B QB

ω ω
×

× ×

−

  = 

=

=

= 。

 

所以，由条件(b)得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 21 1 2 2 8 8
T T T T

1 1 1 1 2 2 2 2

, , , ,

0

i j i j i j i jb a b a

B QB A QA B QB A QA

ω ω ω ω ω ω ω ω
×

       − + −       

= − + − = 。
 

于是由定理 3.3 得 D 是 0T 的 J -自伴扩张域。 
定理 3.4 给出了最小算子的 J -自伴扩张域边界条件耦合的情况，其条件(c)等价于 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

4 4 4
1 1 1

1 1 1 1 2 2
1 1 1
4

1
2 2

1
0,   1, 2, ,8

k k k
jk jk jk

k k k

k
jk

k

a y a b y b c y a

d y b j

− − −

= = =

−

=

+ +

+ = =

∑ ∑ ∑

∑  。

                      (16) 

条件(b)等价于 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

,

                             , 1, 2, ,8

jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

a a a a c c c c

b b b b d d d d

j k

− + − + − + − +
= = = =

− + − + − + − +
= = = =

− + −

= − + −

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 。

                   (17) 

区间 1I 和 2I 可以有不同的关系，如相同、重合、分离；于是，考虑区间四个端点的关系，讨论如下 
(1) 区间四个端点中任意一个点与其他三个点分离，此时区间 1I 和 2I 是不分离的假设 2b 点被分离，

选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 0,    7,8j j j j j j j j j j j ja a a a b b b b c c c c j= = = = = = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4,5,6j j j jd d d d j= = = = = 。 

则边界条件(16)转化为 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
4 4 4

1 1 1
1 1 1 1 2 2

1 1 1
0,   1, 2, ,6k k k

jk jk jk
k k k

a y a b y b c y a j− − −

= = =

+ + = =∑ ∑ ∑  ，              (18) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
71 2 2 72 2 2 73 2 2 74 2 2 0d y b d y b d y b d y b+ + + = ，                    (19) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
81 2 2 82 2 2 83 2 2 84 2 2 0d y b d y b d y b d y b+ + + = 。                    (20) 
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判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

2 2

4 1 4 1
1 1

,             , 1, 2, ,6

jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

jv k v j v kv
v v

a a a a c c c c

b b b b j k

− + − + − + − +
= = = =

− + − +
= =

− + −

= − =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑  ，

                   (21) 

71 84 72 83 73 82 74 81 0d d d d d d d d+ − − = 。                           (22) 

(2) 区间四个端点中任意两个点分离。 
(i) 区间 1I 和 2I 是不分离的。假设 1b 与 2b 是分离的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0,   3, 4,7,8j j j j j j j ja a a a c c c c j= = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,5,6,7,8j j j jb b b b j= = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4,5,6j j j jd d d d j= = = = = 。 

边界条件(16)转化为(19)和(20)以及 

[ ] ( ) [ ] ( )
4 4

1 1
1 1 2 2

1 1
0,   1, 2,5,6k k

jk jk
k k

a y a c y a j− −

= =

+ = =∑ ∑ ，                    (23) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
31 1 1 32 1 1 33 1 1 34 1 1 0b y b b y b b y b b y b+ + + = ，                    (24) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
41 1 1 42 1 1 43 1 1 44 1 1 0b y b b y b b y b b y b+ + + = 。                    (25) 

判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为(22)以及 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

0,    , 1, 2,5,6jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

a a a a c c c c j k− + − + − + − +
= = = =

− + − = =∑ ∑ ∑ ∑ ，           (26) 

31 44 32 43 33 42 34 41 0b b b b b b b b+ − − = 。                            (27) 

(ii) 区间 1I 和 2I 是分离的。假设 2a 与 2b 是分离的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0,   5,6,7,8j j j j j j j ja a a a b b b b j= = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 0,    1, 2,3, 4,7,8j j j jc c c c j= = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4,5,6j j j jd d d d j= = = = = 。 

边界条件(16)转化为(19)和(20)以及 

[ ] ( ) [ ] ( )
4 4

1 1
1 1 1 1

1 1
0,   1, 2,3, 4k k

jk jk
k k

a y a b y b j− −

= =

+ = =∑ ∑ ，                     (28) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
51 2 2 52 2 2 53 2 2 54 2 2 0c y a c y a c y a c y a+ + + = ，                    (29) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
61 2 2 62 2 2 63 2 2 64 2 2 0c y a c y a c y a c y a+ + + = 。                    (30) 

判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为(22)以及 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

,   , 1, 2,3, 4jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

a a a a b b b b j k− + − + − + − +
= = = =

− = − =∑ ∑ ∑ ∑ ，             (31) 

51 64 52 63 53 62 54 61 0c c c c c c c c+ − − = 。                           (32) 

(3) 区间四个端点都是分离的，此时区间 1I 和 2I 是分离的。选择 

1 2 3 4 0,    3, 4,5,6,7,8j j j ja a a a j= = = = = ； 
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1 2 3 4 0,    1, 2,5,6,7,8j j j jb b b b j= = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4,7,8j j j jc c c c j= = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4,5,6j j j jd d d d j= = = = = 。 

边界条件(16)转化为(19)，(20)，(24)，(25)和(29)，(30)以及 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
11 1 1 12 1 1 13 1 1 14 1 1 0a y a a y a a y a a y a+ + + = ，                    (33) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 3
21 1 1 22 1 1 23 1 1 24 1 1 0a y a a y a a y a a y a+ + + = 。                    (34) 

判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为(22)，(27)和(32)以及 

11 24 12 23 13 22 14 21 0a a a a a a a a+ − − = 。                           (35) 

(4) 区间四个端点中任意两个点耦合，另外两个点也是耦合的。 
(i) 区间 1I 和 2I 是不分离的。假设 1a 与 2b 是耦合的， 1b 与 2a 是耦合的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4j j j j j j j ja a a a d d d d j= = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 1 2 3 4 0, 5,6,7,8j j j j j j j jb b b b c c c c j= = = = = = = = = 。 

边界条件(16)转化为 

[ ] ( ) [ ] ( )
4 4

1 1
1 1 2 2

1 1
0 1, 2,3, 4k k

jk jk
k k

b y b c y a j− −

= =

+ = =∑ ∑ ， ，                     (36) 

[ ] ( ) [ ] ( )
4 4

1 1
1 1 2 2

1 1
0 5,6,7,8k k

jk jk
k k

a y a d y b j− −

= =

+ = =∑ ∑ ， 。                    (37) 

判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

,     , 1, 2,3, 4jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

b b b b c c c c j k− + − + − + − +
= = = =

− = − =∑ ∑ ∑ ∑ ，            (38) 

2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

, , 5,6,7,8jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

a a a a d d d d j k− + − + − + − +
= = = =

− = − =∑ ∑ ∑ ∑ 。            (39) 

(ii) 区间 1I 和 2I 是分离的。假设 1a 与 1b 是耦合的， 2a 与 2b 是耦合的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0   5,6,7,8j j j j j j j ja a a a b b b b j= = = = = = = = =， ； 

1 2 3 4 1 2 3 4 0   1, 2,3, 4j j j j j j j jc c c c d d d d j= = = = = = = = =， 。 

边界条件(16)转化为(28)以及 

[ ] ( ) [ ] ( )
4 4

1 1
2 2 2 2

1 1
0,   5,6,7,8k k

jk jk
k k

c y a d y b j− −

= =

+ = =∑ ∑ 。                     (40) 

判定 J -自伴性的边界条件(17)转化为(31)以及 
2 2 2 2

4 1 4 1 4 1 4 1
1 1 1 1

,   , 5,6,7,8jv k v j v kv jv k v j v kv
v v v v

c c c c d d d d j k− + − + − + − +
= = = =

− = − =∑ ∑ ∑ ∑ 。            (41) 

定理 3.4 给出了亏指数为 8 的最小算子的 J -自伴扩张域的描述，并讨论了 J -自伴算子边界条件分离

与耦合的情形。根据两区间正则点和极限点的个数可将最小算子 0T 的亏指数取 0，2，4，6。并可根据亏

指数的不同，在正则情况下分析 J -自伴算子边界条件分离与耦合的情况。讨论如下 
1. 当区间四个端点都为极限点时，最小算子 0T 的亏指数 0d = ，此时 0T 是本身的 J -自伴扩张。 
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2. 当区间端点有三个点是极限点，一个点是正则点时， 2d = 。此时归纳为一区间的 J -自伴扩张域

的描述，边界条件只在正则点处有限制。假设 1a 是正则点，其他情形和这种完全类似。 
设 { }1 2,y y y= ， { }1 2,j j jω ω ω= ， 1,2j = 。于是定理 3.3 可归纳为 
(a) 1 2,ω ω 模 0D 线性无关； 
(b) ( )1 1 11

, 0,     , 1, 2i j a i jω ω  = =  ； 

(c) ( ){ }1 1 11
: , 0,   1, 2m jD y D y a jω = ∈ = =  。 

3. 当区间端点有两个点是极限点，两个点是正则点时， 4d = 。这时有以下两种情况 
(1) 两个正则点在同一个区间上，故 1 01def 0d T= = ， 2 02def 4d T= = 。假设 2I 是正则区间， 2T 为 02T

的 J -自伴扩张，则最小算子 0T 在两区间的 J -自伴扩张为 01 2T T T= + 。 
(2) 两个正则点不在同一个区间上，故 1 2d = ， 2 2d = 。假设 1 2,a b 是极限点， 1 2,b a 是正则点。其他

情形和这种完全类似。 
设 { }1 2,y y y= ， { }1 2,j j jω ω ω= ， 1,2,3,4j = 。于是定理 3.3 可归纳为 
(a) 1 2 3 4, , ,ω ω ω ω 模 0D 线性无关； 
(b) ( ) ( )1 1 1 2 2 21 2

, , 0,   , 1, 2,3, 4i j i jb a i jω ω ω ω   − = =    ； 

(c) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 21 2
: , , 0,   1, 2,3, 4m j jD y D y b y a jω ω   = ∈ − = =    。 

因此，条件(c)就等价于(36)的四个等式，条件(b)就等价于(38)的六个等式，条件(a)说明 

( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , ,   1, 2,3, 4j j j j j j j jb b b b c c c c j = 线性无关。 
4. 当区间端点有一个点是极限点，三个点是正则点时， 6d = 。那么一个区间的两个端点都为正则

点，另一个区间一个端点为正则点一个端点为极限点。假设 1 1 2, ,a b a 是正则点， 2b 是极限点，所以， 4,d =  

2 2d = 。其他情形和这种完全类似。 
设 { }1 2,y y y= ， { }1 2,j j jω ω ω= ， 1,2, ,6j = 

。于是定理 3.3 可归纳为 
(a) 1 2 3 4 5 6, , , , ,ω ω ω ω ω ω 模 0D 线性无关； 
(b) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 2 21 1 2

, , , 0,   , 1, 2, ,6i j i j i jb a a i jω ω ω ω ω ω     − − = =       ； 

(c) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1 2 2 21 1 2
: , , , 0, 1, 2, ,6m j j jD y D y b y a y a jω ω ω     = ∈ − − = =       。 

因此，条件(c)就等价于等式(18)，条件(b)等价于(21)，条件(a)说明 

( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , , , , , ,   1, 2, ,6j j j j j j j j j j j ja a a a b b b b c c c c j =  线性无关。 
等式(18)描述了 1 1 2, ,a b a 点边界条件耦合的情形，但边界条件在区间 1I 和 2I 可能是分离的，也可能是

不分离的。 
(1) 区间 1I 和 2I 是分离的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0,   5,6j j j j j j j ja a a a b b b b j= = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 0,    1, 2,3, 4j j j jc c c c j= = = = = 。 

(18)的六个边界条件转化为(28)-(30)，判定 J -自伴性的边界条件(21)转化为(31)和(32)。这种情形讨论

了边界条件在 1a 点和 1b 点耦合与 2a 点分离的情况，还有一种比较特殊的情形，即边界条件在三个点是分

离的。令 

1 2 3 4 0,   3, 4,5,6j j j ja a a a j= = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,5,6j j j jb b b b j= = = = = ； 
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1 2 3 4 0,   1, 2,3, 4j j j jc c c c j= = = = = 。 

(18)的六个边界条件转化为(24)，(25)，(29)，(30)，(33)和(34)，判定 J -自伴性的边界条件(21)转化为

(27)，(32)和(35)。 
(2) 区间 1I 和 2I 是不分离的，选择 

1 2 3 4 1 2 3 4 0,   3, 4j j j j j j j ja a a a c c c c j= = = = = = = = = ； 

1 2 3 4 0,   1, 2,5,6j j j jb b b b j= = = = = 。 

(18)的六个边界条件转化为(23)~(25)，判定 J -自伴性的边界条件(21)转化为(26)和(27)。 
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