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Abstract 
Bifurcation property of a class SIR model with horizontal and vertical transmission is investigated. 
Firstly, the type of equilibrium points is determined by discussing its coefficient parameters. Then 
the transcritical bifurcation and normal form of the model is explored by center manifold theorem. 
Finally, biological mean of the model is also given. 
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摘  要 

研究一类具有水平和垂直传播的连续SIR传染病模型分岔性质。首先我们讨论了平衡点类型与参数的关系，
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从而确定平衡点的双曲性和非双曲性，然后通过中心流形研究了模型在无病平衡点的跨临界分岔和正规

形，最后给出了模型跨临界分岔的生物学解释。 
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1. 前言 

自从 Kermack 与 McKendrick 在 1927 年文献[1]中建立易感(Susceptible)-染病(Infective)-康复(Reco- 
vered)模型(简称 SIR 模型)以来，传染病动力学发展迅速，大量的传染病数学模型被应用于分析各种各样

的传染病，这些传染病模型大多数是用于研究各种传染病的一般传播规律，对人们研究传染病的传播机

制，流行规律和防控理论具有重要的理论意义。近年来在众多学者的探索研究下，涌现出一大批关于传

染病模型动力学性质研究的优秀成果[2] [3] [4] [5] [6] [8]-[16]，对于连续的 SIR 模型动力学性质研究中，

也涌现出许多优秀的研究成果[2]-[6] [14] [15] [16]。对于连续传染病模型而言，不仅仅要研究模型的稳定

性，更要研究其分岔性质。因为稳定性仅仅说明了模型所代表的系统受外界干扰时模型解的性质长时间

的变化趋势[7] [10] [14]，而研究模型分岔性质[19]可以得到模型所代表的系统的拓扑结构的变化与模型系

数参数的关系，从而得到传染病模型所代表的传染病的相关性质[11] [12] [13] [15] [16]。所以研究传染病

模型的分岔性质对研究传染病的传播机制与流行规律是非常必要的。 
在 2008 年，Xinzhu Meng 和 Lansun Chen 在文献[10]中，根据传统的免疫性连续传染病 SIR 模型： 

( )
.

.

.

,

,

.

S SI bS pdI b S R mS

I SI dI rI qdI

R rI bR mS

β

β

 = − − + + + −
 = − − +

 = − +


                           (1) 

建立并研究了一类具有水平和垂直传播的新的免疫性连续传染病 SIR 模型 

( ) ( ) ( )

( )

.

.

.

1 1 ,

,

.

S SI bS m pdI m b S R

I SI dI rI qdI

R rI bR mpdI mb S R

β

β

 = − − + − + − +
 = − − +

 = − + + +


                       (2) 

无病平衡点处的局部稳定性和地方病平衡点处的全局渐进稳定性，并且得出系统不存在极限环[10]。
在模型(2)中 , ,S I R 分别代表易感者、染病者、康复者。 β 是有效接触率， b 是出生率， d 是死亡率，模

型(2)假设在种群中出生率等于死亡率 b d= ，r 是康复率， ,p q分别代表易感者群体和染病者群体的后代

比例，且满足 0 1,0 1, 1, 0p q p q b pd< < < < + = − > ， ( )0 1m m< < 表示在易感群体中成功免疫的比例，包

括成年人。在本文我们首先给出平衡点类型与模型(2)系数参数的关系，进而利用中心流形定理得到了 SIR
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模型跨临界分岔的性质与正规形，最后给出模型在无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处发生跨临界分岔的生物学解释。 

2. 平衡点的类型 
在本节，我们在参数空间 ( ),w b ，其中 ( ) ( )1w m pd rβ= − − + 上讨论平衡点类型与传染病模型系数参

数的关系，确定平衡点的双曲和非双曲性质和平衡点的类型。在文献[10]中假设种群数量恒为常数，即

( ) ( ) ( )S t I t R t N+ + = ，实施尺度变换 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
S t I t R t

S t I t R t
N N N

→ → → ，有 

( ) ( ) ( ) 1t tI tS R+ + =                                   (3) 

将(3)代入(2)有  

( ) ( ) ( )
( )

1 1 ,

.

S SI bS m b pd I m b

I SI pd r I

β

β

 = − − − − − + −


= − +





                        (4) 

系统(4)有两个平衡点，第一个平衡点是没有感染者的群体，称为无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I ，其中 

* *
0 01 , 0S m I= − = 。第二个平衡点是有感染者的群体，称为地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ ，其中： 

( ) ( )
* * 0
1 1

1,
1

Rpd rS I b pd r
m b r mpdβ β

−+
= = +

− + +  
。其中

( )
0

1 m
R

pd r
β−

=
+

为基本再生率，详见文献[10]。从

上面实施的尺度变换和传染病模型(4)的生物学意义可知，0 1,0 1S I< ≤ < ≤ ，故系统(4)的解总是有界的。 
定理 2.1 无病平衡点 ( )*

0
*

0 0E ,: S I 是非双曲的当且仅当 ( , )w b 位于直线 ( ){ }, 0,0 1l w b w b= = < < ，否

则无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 将是如下几种类型； 

i) 当 0w > 时，无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 是不稳定的鞍点； 

ii) 当 0w < 时，无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 是稳定的结点。 

证明 系统(4)在 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1
E

0 1
b m b pd

DF
m pd r

β
β

− − − + − 
=  − − + 

 

其特征值为 

( ) ( )1 2, 1b m pd r wλ λ β= − = − − + =  

由模型假设可知 0 1b< < ，故 11 0λ− < < ，当 0w > 时， 2 0λ > ，所以无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 是不稳

定的鞍点；当 0w < 时， 2 0λ < ，所以无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 是稳定的结点。 

定理 2.2 地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 不存在非双曲的情形，地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 将是如下几种类

型； 
i) 当 0∆ < 时，地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是稳定焦点； 

ii) 当 0∆ > ， 0w > 时，地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是稳定结点； 

iii) 当 0∆ > ， 0w < 时，地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是不稳定的鞍点。 

证明系统(4)在 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 处的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

1 1

1
E

I b S m b pd
DF

I S pd r
β β
β β

∗ ∗

∗ ∗

 − − − − − −
=  

− +  
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其特征方程为 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 0I b S pd r I S m b pdλ β λ β β β∗ ∗ ∗ ∗ + + + − + + + − − =   

整理得 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 1 11 1
0

1 1
b m pd r pd r m b pdm pd

m b r pd r m b r pd r
ββ

λ λ
− − + + + − −    − + −    + + = − + + + − + + + 

 

当 0∆ < 时， ( ) ( ) ( )
( )1,2

1 1
1

Re 0
m pd

m b r pd r
λ

β − + −
 − + + + 

= − < ， ( ) ( )1 0pd r m b pd+ + − − > ，所以地方病平衡

点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是稳定焦点；当 0∆ > 时，记
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1

1
b m pd r pd r m b pd

m b r pd r
D

β − − + + + − −      
− + + +

= ，并且 D

与 w 同号，由韦达定理知 1 2 Dλ λ = ，
( ) ( )
( )1 2

1
0

1
1

m pd
m b r pd r

β
λ λ

 − + −
+ =  − + + + 

− < ，故当 0D > 时，即 0w > ，

1 20, 0λ λ< < ，所以平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是稳定结点，当 0D < 时，即 0w < ， 1λ 与 2λ 一正一负，所以地方

病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是不稳定的鞍点。当地方病平衡点是非双曲情形时有 1 2 0Dλ λ = = ， 

( ) ( )
( )1 2

1
0

1
1

m pd
m b r pd r

β
λ λ

 − + −
+ =  − + + + 

− < ， ( ) ( )1 0pd r m b pd+ + − − > ，所以 1λ 与 2λ 不可能同时为 0，故当且

仅当 0w = 时地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是非双曲的，此时地方病平衡点退化成无病平衡点，两个平衡点重

合，此时系统(4)只有一个平衡点，故地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 不存在非双曲情形，证毕。 

3. 系统(4)的跨临界分岔 

在本节，我们将用中心流形定理来研究系统(4)在无病平衡点处 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 跨临界分岔的性质与正规

形，下面的两个引理来自于文献[18]。 
引理 3.1 [18]若系统 

( )
( )

( )
, ,

,
, ,

m nx Ax f x y
x y R R

y By g x y

= + ∈ ×
= +





                            (5) 

满足条件：矩阵 A 的特征值为 0，矩阵 B 的特征值小于 0，且 

( ) ( )
( ) ( )
0,0 0,0 0,

0,0 0,0 0,

Df f

Dg g

= =


= =
 

则系统(5)存在一 rC 中心流形，在 x 局部充分小范围内可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , , , 0 0, 0 0 .m m nW x y R R y h x x h Dhδ= ∈ × = < = =  

进一步，限制在中心流形上的系统(5)在 u 局部充分小范围可以表示为 

( )( ), , .mu Au f u h u u R= + ∈  

引理 3.2 [18]设参数族是 rC 一维系统 

( ) 1 1, , ,x f x x R Rµ µ= ∈ ∈                                 (6) 

满足条件： ( )0,0 0f = ， ( )0,0 0f
x
∂

=
∂

。若 
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( ) ( ) ( )
2 2

20,0 0, 0,0 0, 0,0 0,f f f
x xµ µ

∂ ∂ ∂
= ≠ ≠

∂ ∂ ∂ ∂
 

则系统(6)在点 ( )0,0 出现跨临界分岔。 
定理 3.1  当 0w = ，在平衡点 ( )*

0
*

0 0E ,: S I 处将发生跨临界分岔.具体地讲，对 w 较小的扰动使得 0w <

时，系统(4)出现两个平衡点：一个是稳定的无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I ，另一个是不稳定的负的地方病平衡

点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ ，它们在 0w = 时发生粘结合成一点；当 0w > 时，系统(4)也出现两个平衡点：一个是不稳

定的无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I ，另一个是稳定的正地方病平衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 。因此，当 w 在 0w = 附近发

生微小变化时，系统(4)平衡点的个数发生了改变，并且平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 与 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 的稳定性发生了

交替,即系统(4)在无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处发生跨临界分岔，且系统(4)在无病平衡点 ( )*

0
*

0 0E ,: S I 处的正规

形为 2v wv vβ= +  [17]。 
证明 对于 ( ),w b 位于直线 ( ){ }, 0,0 1l w b w b= = < < ，有 1 21 0, 0λ λ− < < = ，为了体现系统(4)在无病

平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处的跨临界分岔对参数 w 的依赖，我们把 ( )0EDF 写成 ( )0EwDF ；施行如下坐标变换

( )1 ,S S m I I= − − =  ，易知系统(4)在无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处的雅可比矩阵为， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1
E

0 1w

b m b pd
DF

m pd r
β

β
− − − + − 

=  − − + 
 

及特征值 1λ 和 2λ 对应的特征向量为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

T
T 1

1,0 , 1, .
1

m pd r
pd r m b

β
β

 − + +
  + − − − 

                            (7) 

记
( ) ( )

( ) ( )
1

1
m pd r

pd r m b
β

ω
β

− + +
=

+ − − −
，特征值 1λ 和 2λ 对应的特征向量可以写成如下形式 

( ) ( )T T1,0 , 1, .ω                                      (8) 

由特征向量组(8)我们可以得到如下变换， 

1 1
0

S u
I vω
     

=     
     

                                    (9) 

由变换(9)可以得到如下系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 10
0

bv u v v m m b pd vu b u
v w v u v v

β ω β

β

 − − + + − − + − −−     
= +        +        





         (10) 

把系统(10)写成悬挂式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 10 0
0 0
0 0 0 0

bv u v v m m b pd vu b u
v w v u v v
w w

β ω β

β

 − − + + − − + − −−     
      = + +      
              







       (11) 

由引理 3.1 可知在 0w = 附近可以通过研究中心流形上一参数系统来确定平衡点 ( ) ( ), 0, 0u v = 处的稳

定性与分岔性质，由引理 3.1 可知中心流形形式如下； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }30,0 , , , , 0,0 0, 0,0 0, , .c
locW u v w R v h u w h Dh u vδ δ= ∈ = = = < <  
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由引理 3.1 假设中心流形有如下形式；  

( ) ( )2 2, 3h v w Av Bvw Cw O= + + +                             (12) 

由引理 3.1 知可以通过(13)来计算中心流形(12)，其中 ( )3O 表示次数大于或等于 3 的项； 
( )( ) ( ), , 0vN h v w D h v w v u= − =                               (13) 

比较系数得 

( )
( )

( )

2 1

2 1

0 1

A A

A B

C

β β ω

β ω

β ω

= − +


= +
 = +

 

解得 0A B C= = = ；故系统(11)在 ( ) ( ), 0, 0u v = 附近中心流形为 ( ) ( ), 3h v w O= ，代入系统(11)得 

( ) ( )2, 3wv wf v w Ov vβ= + +=                              (14) 

可以验算如下式子成立 

( ) ( ) ( )
2 2

20,0 0, 0,0 0, 0,0 0f f f
w v w v
∂ ∂ ∂

= ≠ ≠
∂ ∂ ∂ ∂

                        (15) 

由引理 3.2 可以知道系统(4)在 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 发生跨临界分岔，式子(14)表明在 ( ) ( ), 0, 0u v = 附近所有高

阶项 ( )3O 不影响其分岔性质，同时表明在 ( ) ( ), 0, 0u v = 附近系统(12)的拓扑结构与(16)的拓扑结构是局部

拓扑等价的； 
2v wv vβ= +                                     (16) 

式子(16)可以看作系统(4)在无病平衡点 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处跨临界分岔的正规形。 

4. 跨临界分岔的生物学解释 

由定理 3.1 可以知道，在 ( )*
0

*
0 0E ,: S I 处系统(4)的拓扑结构容易发生质的变化，在 0w < 时，地方病平

衡点 ( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是不稳定的且是负的，表明传染病并没有在种群中流行；当 0w > 时，地方病平衡点

( )1 1 1E : ,S I∗ ∗ 是稳定的，即传染病会在种群中稳定流行.所以系统(4)的拓扑结构与传染病的流行与否有着非

常紧密的联系，人们可以通过研究传染病模型的拓扑结构并且通过控制传染病模型的有关参数来达到控

制流行病的目的，对传染病的传播机理，流行规律的研究与流行病的预防和控制具有重要理论意义。 
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