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Abstract 
Solving the systems of linear equations plays an important role in higher algebra and linear alge-
bra. Cramer rule uses determinant to characterize the existence and uniqueness of solutions of 
systems of linear equations, which can be applied to the systems of linear equations containing the 
same number of linear equations and unknown variables, and it is of remarkable theoretic value. 
In this paper, we will present an alternative proof for Cramer rule by using the properties of de-
terminant, and the inverse proposition of Cramer rule is also proved to be true. 
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摘  要 

解线性方程组是高等代数和线性代数中的一个重要内容。克拉默(Cramer)法则运用了行列式来刻画线性

方程组解的存在性和唯一性，它适用于方程个数与未知量个数相等的线性方程组，具有显著的理论价值。

本文将利用行列式的性质给出克拉默法则的另一种证明，并证明克拉默法则的逆命题也是正确的。 
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1. 引言 

线性方程是指未知量均为一次的方程，多个线性方程可组成线性方程组，比如说， 
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为一个含有 n 个未知量， n 条线性方程的线性方程组。 
关于线性方程组的研究最早可追溯到公元一世纪初的《九章算术》方程章。事实上，现今大量科学

技术问题可归结为解线性方程组。因此，线性方程组在多个学科和领域中皆有着重要应用，如数学、工

程学、经济学等。 
作为线性方程组研究中最基本且最重要的研究内容，线性方程组解的存在性与唯一性一直都是线性

方程组的研究核心。特别地，对于方程个数与未知量个数相等的线性方程组，克拉默(Cramer)法则运用行

列式来刻画此类线性方程组的系数与解的存在性和唯一性之间的关系，见[1] [2]。 
记 
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为线性方程组(1)的系数行列式，且记 
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为线性方程组(1)的常数项。此外，对任意 1, 2, ,j n=  ，记 jD 为将系数行列式 D 的第 j 列换成常数项后

所得的行列式，即 
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定理 1 (克拉默法则) 若线性方程组(1)的系数行列式 0D ≠ ，则该线性方程组具有唯一解，且该唯一

解为 
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根据线性方程组有唯一解的判别法(见[1] [2])，易知克拉默法则的逆命题也是正确的。 
定理 2 (克拉默法则的逆命题)若线性方程组(1)具有唯一解，则其系数行列式 0D ≠ 。 
在高等代数和线性代数的教材中，克拉默法则常常作为行列式的应用出现。学者们一般采用行列式

按行(列)展开的公式来证明克拉默法则，但证明过程中牵涉到多个连和式子，略显繁琐，如[1] [2]，或者

干脆暂且不证明，等到后面讲述完逆矩阵与伴随矩阵的关系之后，再补充证明，如[3] [4] [5] [6]。此外，

教材在讲述克拉默法则时，极少提及到克拉默法则的逆命题也是正确的。 
为了教学上的连贯性以及证明的易读性，我们有必要引入一种仅与行列式的定义和性质有关，且简

单明了的方法来证明克拉默法则及其逆命题。本文将以此为主旨，运用行列式的性质来证明克拉默法则

(即定理 1)，以及证明克拉默法则的逆命题(即定理 2)也是正确的。 

2. 克拉默法则的基于行列式性质的证明方法 

定理 1 的证明首先证明线性方程组(1)的解的存在性。令 1Dk
D

= ，等价地， 1 0kD D− = ，即 
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这表明行列式 
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中存在某一列可由其余 1n − 列线性表示，更一般地，可知存在不全为 0 的常数 1 2, , , ns s s ，使得 
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首先假设 1 0s = ，则有 
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于是，系数行列式 D 中存在某一列可由其余 1n − 列线性表示，可得 0D = ，这与假设 0D ≠ 矛盾。

因此， 1 0s ≠ 。 
现对方程组(2)移项后，可得 
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于是， 
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为线性方程组(1)的一组解，这就证明了线性方程组(1)的解的存在性。 
接下来证明线性方程组 (1)的解的唯一性。设 1 2, , , nx x x 为线性方程组 (1)的一组解。对任意

1, 2, ,i n=  ，将线性方程组(1)相应地移项后，可得 

11 1 1, 1 1 1, 1 1 1 1 1

21 1 2, 1 1 2, 1 1 2 2 2

1 1 , 1 1 , 1 1

                                          

i i i i n n i i

i i i i n n i i

n n i i n i i nn n n ni i

a x a x a x a x b a x
a x a x a x a x b a x

a x a x a x a x b a x

− − + +

− − + +

− − + +

+ + + + + = −
 + + + + + = −


 + + + + + = −

 

 



 

 

这表明 

11 1, 1 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2 2, 1 2

1 , 1 , 1

0

i i i i n

i i i i n

n n i n ni i n i nn

a a b a x a a
a a b a x a a

a a b a x a a

− +

− +

− +

−
−

=

−

 

 

    

 

 

此外，注意到 
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进而有 0i iD x D− = ，等价地， i
i

Dx
D

= 。由此，线性方程组(1)的解的唯一性得证，且该唯一解为 
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现定理 1 得证。� 

3. 克拉默法则的逆命题的基于行列式性质的证明方法 

定理 2 的证明运用反证法，假设 0D = ，且 1 2, , , nx x x 为线性方程组(1)的唯一解。 
首先假设 1 2 0nb b b= = = = ，则线性方程组(1)即为齐次线性方程组 
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一方面， 0,0, , 0 显然是线性方程组(3)的一组解。另一方面，既然 0D = ，所以系数行列式 D 中存

在某一列可由其余 1n − 列线性表示，不妨假设系数行列式 D 的第 n 列可由其余 1n − 列线性表示，即存在

常数 1 2 1, , , nt t t − ，使得 
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移项后，可得 
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因此， 1 2 1, , , , 1nt t t − − 也是线性方程组(3)的一组解，这与线性方程组(3)的解的唯一性矛盾。 
再假设 1 2, , , nb b b 不全为 0，即线性方程组(1)为非齐次线性方程组。基于 1 2, , , nx x x 为非齐次线性方

程组(1)的一组解，以及 1 2 1, , , , 1nt t t − − 为齐次线性方程组(3)的一组解，可得知 1 1 2 2, , , 1nx t x t x+ + − 亦为

非齐次线性方程组(1)的一组解，这与线性方程组(1)的解的唯一性矛盾。 
综上所述，可知 0D ≠ 。� 
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