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Abstract 
Theory in mathematical analysis is different from that in advanced algebra and related problems 
in higher algebra. The problems discussed and the methods to solve the problems are different, 
but there is a close relationship between them. This paper illustrates the mutual penetration and 
integration of mathematical analysis and related problems in higher algebra by some examples, 
we present a method to solve algebra problem by functional analysis theory. 
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摘  要 

数学分析与高等代数中的理论及相关问题是不同的，所讨论的问题以及解决方法不尽相同，但二者之间

又有着密切的联系。本文通过实例论述数学分析与高等代数有关问题的相互渗透和融合，给出一个用泛

函分析方法处理线性代数问题的实例。 
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1. 引言 

数学分析与高等代数是数学专业的两门主干基础课程。从某种意义上说，任何高深的数学方法都是

把复杂的数学对象转化为数学分析和高等代数的内容加以研究和处理。虽然这两门课解题方法有些差异，

但是有很多密切的联系，在很多方面有内在的渗透与融合。本文的目的是分析高等代数与数学分析一些

典型的问题，就其解法上的相互交叉使用及渗透进行探讨，从而提高高等代与数学分析的教学与研究水

平，提高综合解题的能力。 

2. 预备知识  

首先列举数学分析和泛函分析理论中一些重要结论，这些理论在后面讨论中是必要的。 
引理 1 [1] 椭球体 2 2 2 2 2 2 1x a y b z c+ + ≤ 的体积为 4π 3V abc= 。 
定义 1 [2] 设 ( ),X X d= 是度量空间，T 是 X 到 X 中的映射，如果存在实数 ( )0,1α ∈ ，使得对所有

的 ,x y X∈ ，均有 ( ) ( ), ,d Tx Ty d x yα≤ ，则称T 是压缩映射。 

定义 2 [2] 设 ( ),X X d= 是度量空间，{ }nx 是 X 的点列，如果对任意给定的正数 0ε > ，存在正整数

( )N N ε= ，使得当 ,n m N> 时，必有 ( ),n md x x ε< ，则称{ }nx 是 X 中的柯西列。如果度量空间 X 中每

个柯西列都在 X 中收敛，那么称 X 是完备的度量空间。 
引理 2 [2] (压缩映射原理)设 X 是完备的度量空间，T 是 X 上的压缩映射，那么T 有且仅有一个不动

点，即存在唯一的 Xx∈ 使Tx x= 。 

3. 用高等代数方法解决数学分析问题  

本节利用代数方法处理分析问题。 
例 1  设 ( )3 3ijA a

×
= 是实对称正定矩阵，Ω是椭球体：

3
, 1 1ij i ji j a x x
=

≤∑ ，求Ω 的体积。 

解法一  记Ω为椭球体 1X AX′ ≤ ，其中 ( )1 2 3, ,X x x x ′= 。因为 A 是正定矩阵，所以存在正交矩阵T 使

得 

1

2

3

T AT
λ

λ
λ

 
 ′ =  
 
 

 

其中 1 2 3, ,λ λ λ 是 A 的特征值，从而均为正数。作正交线性变换 X TY= ，则 

( )
1

2 2 2
2 1 1 2 2 3 3

3

1X AX Y T AT Y Y Y y y y
λ

λ λ λ λ
λ

 
 ′ ′ ′ ′= = = + + ≤ 
 
 
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于是体积 ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2d d d det d d d det 4π 1 3V x x x T y y y T λ λ λ
Ω Ω

= = = ⋅∫∫∫ ∫∫∫ ， 

其中 Ω 为椭球体 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1y y yλ λ λ+ + ≤ 。由正交矩阵的性质知 ( )det 1T = ± ，所以 ( )det 1T = ，而

( )1 2 3 det 0Aλ λ λ = > ，所以 ( )( )4π 3 detV A= 。 

解法二  根据正定矩阵合同于单位矩阵的相关知识，存在可逆矩阵C 使 A C C′= 。做另外一种非退

化线性替换 1X C Y−= ，这样就把椭球体形状的积分区域变换成了单位球体积分区域，而 

( ) ( ) ( )1det 1 det 1 detJ C C A−= = = ，从而， 

3 31 2
, 1 1 1ij i j j ii j ia x x X C Y y−
= =

= = ≤∑ ∑  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1
1 2 3 1 2 3

1d d d , , , , d d d

det d d d 1 det 1d d d

4π 3det 4π 3 det

V x x x x x x y y y y y y

C y y y C y y y

C A

Ω Ω

−

Ω Ω

= = ∂ ∂

= =

= =

∫∫∫ ∫∫∫
∫∫∫ ∫∫∫ . 

例 2 [3] 计算三重积分 ( )cos d d d
V

I ax by cz x y z= + +∫∫∫ ，其中 , ,a b c 是不全为 0 的常数， 
2 2 2: 1V x y z+ + ≤ 。 

解  将向量 ( ), ,a b c 单位化得 ( ), ,a b cλ λ λ ，其中 2 2 2a b cλ = + + 。再将其扩充为三维空间的一个

标准正交基： ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , , , , ,a b c a b c a b cλ λ λ ，作正交变换 

x
A y

z

ξ
η
ζ

   
   =   
   
   

, 1 1 1

2 2 2

a b c
A a b c

a b c

λ λ λ 
 =  
 
 

                           (1) 

A 为正交矩阵， AA E′ = ，则 ( ) ( ) ( )1, , , , , ,x y z A Aξ η ζ ξ η ζ−′ ′ ′′= = ，两边转置得  

( ) ( ), , , ,x y z Aξ η ζ= ， ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, , , , , , , , 1x y z x y z x y z A Aξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ′ ′′+ + = = ⋅ = + + ≤ ，而 

( ) ( ), , , , 1x y z Aξ η ζ ′∂ ∂ = = ± 。 

由(1)得 ax by cz λξ+ + = ，于是由三重积分变量替换公式得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2

1

1 1 2
1 1 0

2

cos d d d cos d d d

cos d d d 2π 1 cos d

4π sin cos

V
I ax by cz x y z

ξ η ζ

η ζ ξ

λξ ξ η ζ

λξ ξ η ζ ξ λξ ξ

λ λ λ λ

+ + ≤

− + ≤ −

= + + =

= = −

 = − 

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫∫ ∫  

解完。

 由此可见正交变换兼顾了积分区域和被积分函数的特点，比用其它变换来计算更简便。更重要的是

此方法具有一般性，它在重积分、广义重积分、曲面积分等中均有应用。 

4. 用数学分析方法解决高等代数问题 

本节利用分析方法处理代数问题。 
例 3 设 ( )ij n n

A a
×

= 是 n 阶实对称矩阵，证明：(1) 若 ( )1ija i j= + ，则 ( )det 0A > ；(2) 若 A 正定，则

( )( )ij n n
B a i j

×
= + 也正定。 

分析 这是一个纯代数问题，我们用分析方法来证明。数学分析中的一个典型无穷积分
0

e d 1ax x a
∞ − =∫
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应用于本题中有 ( ) ( )
0

e d 1i j t t i j
∞ − + = +∫ 。 

证明  (1) 设 ( )1 2, , , nX x x x ′=  ，已知 ( ) ( )
0

1 e di j t
ija i j t

∞ − += + = ∫ ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
, 1 , 1 0

2

1 1 10 0

1 e d

e e d e d

n n i j t
i j i ji j i j

n n nit jt kt
i j ki j k

f X X AX i j x x x x t

x x t x t

∞ − +
= =

∞ ∞− − −
= = =

′= = + =

= =

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫
 

对于一切 0X ≠ ，被积函数都大于零，所以，积分值大于零，即对于任意 0X ≠ ，都使

( ) 0f X X AX′= > ，因此， ( )f X 是正定二次型， A 为正定矩阵，所以， ( )det 0A > 。 

(2)

 

( ) ( )
( )

( )( )

, 1

, 10

, 10

e d

e e d

n
ij i ji j

n i j t
ij i ji j

n it jt
ij i ji j

g X X BX a i j x x

a x x t

a x x t

=

∞ − +
=

∞ − −
=

′= = +

=

=

∑

∑∫
∑∫

 

令 ( )2
1 2e , e , , et t nt

nY x x x− − − ′=  ，则上面的广义积分中被积函数等于Y AY′ 。对于任意不为零的向量 ,X Y

亦不为零。而 A 为正定矩阵，故二次型Y AY′ 正定，即对于任意 0, 0Y Y AY′≠ > 恒成立。综上所述，任意 0X ≠
都有 0Y ≠ ，则 0Y AY′ > ，被积函数大于零，积分值一定大于零。所以 ( )g X X BX′= 为正定二次型，B 为

正定矩阵，证完。 

5. 数学分析与高等代数相结合解决问题 

本节给出一个用分析方法与代数方法交替使用的实例。 
例 4  设 ( )ij n n

A a
×

= 是 n 阶实对称矩阵，求二次型 

( ) ( )1 2 , 1, , , n
n ij i ji jf X f x x x a x x X AX

=
′= = =∑  

在单位球面
2

1: 1n
iiS x

=
=∑ 上的最大值、最小值。 

解(分析法) 函数 ( )f X 与 ( ) 2
1 1n

iiG X x
=

= −∑ 均在 nR 上连续可微，当然 f 在单位球面 S 上连续，从而

必在此球面(它是有界闭集)某点 ( )0 0 0 0
1 2, , , nX x x x=  达到最大(小)值。又单位球面无所谓边界点，因此，

最大(最小)值点 0X 必是稳定点，即有常数 λ ，使 0X 点满足如下拉格朗日方程 
0 0

1 0, 1, 2, ,n
ij j ij a x x i nλ

=
− = =∑   

即单位向量 ( )0 0 0 0
1 2, , , nX x x x=  是齐次线性方程组 

( ) 0A I Xλ− =                                      (2) 

的非零解。由(2)知 0 0AX Xλ= ，因此， λ 是矩阵 A 的一个特征值， 0X 是对应的单位特征向量。在方程

组(2)中令 0X X= ，再与 0X 作內积，得 ( ) ( ) ( )2 20 0 0
1 nf X x xλ λ = + + =  

 。这表明， ( )f X 的最大值和

最小值都是 A 的特征值。另一方面，设 λ 是实对称矩阵 A 的任一特征值(它必是实数)，与 λ 相应的单位

特征向量为 ( )1 2, , , nX x x x S= ∈ ，则 ( ) 0A I Xλ− = 。 

再与向量 X 作内积，便有 ( )f X λ= ，这又说明，A 的任一特征值 λ 等于 f 在单位球面某点处的值。

解完。 
(代数法) 令 ( )ij n n

A a
×

= ， A A′ = ，设 A 的 n 个特征值 1 2 nλ λ λ≤ ≤ ≤ ， i Rλ ∈ ，令 
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( ) ( )1 1, , , ,n nx x P y y′ ′=  ，即 X PY= ，其中 P P E′ = ， ( )1 2, , , nP e e e=  ， ie 是 A 的属于 iλ 的正交单位

向量； X X Y Y′ ′= ，则 ( ) 2 2 2
1 1 2 2 n nf X y y yλ λ λ= + + + ，显然  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2n n ny y y f X y y yλ λ+ + + ≤ ≤ + + +  , 

可得 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2n n nx x x f X x x xλ λ+ + + ≤ ≤ + + +  ，即 ( )1 nf Xλ λ≤ ≤ 。 i i iAe eλ= ， 1i ie e′ = 。

所以 ( )1 1 1 1 1 1 1f e e Ae e eλ λ′ ′= = = ， ( )n n n n n n nf e e Ae e eλ λ′ ′= = = 。故 ie 使 ( )1 1f e λ= ， ( )n nf e λ= ， ( )f X 的最

大、最小值分别是矩阵 A 的最大、最小特征值。解完。 
注 根据上述的推导可知 ( )f X 在单位球面上的最大、最小值分别是矩阵 A 的最大、最小特征值，因

此，我们可以通过求对称矩阵 A 的特征值得到 ( )f X 的最大、最小值。反之，也可以通过求 ( )f X 的最大、

最小值而得到矩阵 A 的最大、最小特征值。 

6. 用泛函分析法处理代数问题 

本节用泛函分析法处理线性方程组解的存在唯一性问题。 

例 5 [4] 考虑线性方程组 AX b= ，其中
2

, 1 1n
ij iji j aθ δ

=
= − <∑ ， ijδ 为克罗内克符号，则方程组存在

唯一解。 
证明  将 AX b= 变形为 ( )X b E A X= + − ，构造映射 : n nT R R→ ， ( )TX b E A X= + − ， nX R∀ ∈ ，

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
2, ,TX TY E A X Y E A X Y X Yρ θρ= − − ≤ − − = ， ( ) ( ), ,TX TY X Yρ θρ< ， 

其中
2

2 1E Aθ = − < ，从而 T 是完备距离空间 nR 上压缩映射，由引理 2， T 有唯一不动点使得

0 0TX X= ，即 0AX b= 。证完。[5] 
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